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ALGORITMUSELMELET 15. ELOADAS

NP-beli nyelvek

A tanu tetel segitsegeével konnyd belatni, hogy egy nyelv NP-beli.
Csak azt kell belatni, hogy léetezik tant, megkeresni nem kell tudni.
A mi szereplnk a biré szerepe, nem a nyomozoé.

3 szinnel szinezheto grafok

G — pl. adjacencia matrix sorai egymasutan flizve
x € 3-SZIN — ha az x szonak megfeleld graf 3 szinnel szinezheto.

Tétel. 3-SZIN € NP.

Bizonyitas: Alkalmas tanu GG egy jo szinezése
Ez leirhatdé 2n bittel — (pl.legyen 01=piros, 10=sarga, 11=z0Id)

G, szinezés — bir6 — |0 szinezés-e
Ez polinom idoben megtehetd TG-vel.
Ha G nem 3-szinezhetd, akkor nem lehet tanuja.
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Hamilton-korrel rendelkez 6 grafok

H — Azon grafok szavai, amik tartalmaznak Hamilton-kort.

Tétel. H € NP.

Bizonyitas: A G € H allitasnak rovid tanuja egy Hamilton-kar.
csucsok sorrendje =— O(n log n) bit
a bird ellendrzi, hogy van-e él a kdvetkez6 csucsba G-ben.

Hasonléan Hamilton-atra, iranyitott Hamilton-korre, -utra

Legyen IN H a Hamilton-kort nem tartalmazo grafok nyelve.

Tétel. NH € coNP.
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Sikba rajzolhato grafok

Legyen L a sikba rajzolhat6 grafok nyelve

Tétel. L € NP

Bizonyitas: G tanUja egy sikbarajzolasa.

Fary-Wagner — van olyan is, ami egyenes szakaszokat hasznal. SOt olyan
IS van, hogy a koordinatak nem tul nagyok.

—> Tanu a csucsok koordinatai.

A biro ellenorzi, hogy az élek nem metszik egymast.

Tetel. L € coNP( — L & NP coNP. jol karakterizalt)

Bizonyitas: Van tanu a G ¢ L éllitasra is.

Vagy nem graf vagy Kuratowski =—> van benne vagy Kj;-tel vagy K3 s-mal
topologikusan izomorf reszgratf.

Tanu eqy ilyen leirasa, ezt a birdé kdnnyen ellendrizheti.

Tetel. L € P

Sejtés: H ¢ coNPés 3-SZIN ¢ coNP
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A primszamok nyelve

Jeldlje IT a (binarisan abrazolt) primszamok nyelvét.

Tetel. [V. R. Pratt, 1975]
IT € NP coNP.

Bizonyitas: IT € coNP. Ha egy szam nem prim, arra tanu egy osztoja, pl. 6
nem prim, mert 2|6.

IT € NP~
Lemma. Legyen p > 2 egy egész szam. A p pontosan akkor primszam, ha
van olyan 1 < g < p egész, melyre teljesiilnek az alabbiak:

1. g1 =1 (mod p),

p—

2. g

: %1 (mod p) minden r primszamra, melyre r|p — 1.
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Gyors hatvanyozas: a™ alaku hatvany legfeljebb 2 log, m szorzassal
kiszamithato.

m = ey + 12! + €322 4 - - - + e;2%, k < log, m és e; € {0,1}.
Ismeételt negyzetre emelesekkel —> a? = ez k szorzas

szorozzuk 6ssze az a?’ hatvanyokat azokra a j értékekre, melyekre e; = 1
— a™ = a€0—|—€121—|—€222—|—...—{—ek2k — aeoa€121a€222 ... aeka

— k Szorzas

a™ mérete m + a méretében exponencialis —- exponencialis alg.
a™ (mod m) mérete legfeljebb log, n == ha mindig a maradékot vesszik
—> polinomidalis alg.

A p prim allitasra tand: g és p — 1 egész r1, ..., T Primosztoi

a biré gyors hatvanyozassal ellendérizheti, hogy a Lemma feltételei teljestinek.
Azt is tanusitani kell, hogy r1, ..., 7, éppen a p — 1 primosztdi (mas nincs)
— primtényezos felbontas

és azt is, hogy 1, . . . , 7y, primek = rekurzivan /

Belathato, hogy a tanu 6ssz mérete O(n?).

Tetel. [ M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, 2002]IT € P
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Felismerés és kereseés

Prim-e < legkisebb prim osztdja

F = {(a,c)

1 < c< aegeszekeésvanolyanl < b < c egeész,
melyre b osztdja a-nak )

Tétel. FF € NP coNP.

Bizonyitas: (a,c) € F = tanu egy jO b érték
(a,c) ¢ F —>tanl — aza = py'p5? -+ p.* és a p; szamok
prim-tulajdonsaganak tanui

Legjobb ismert algoritmus a prim-felbontasra: D. Shanks == n bites inputon
c2m/4,
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Tétel. Ha F' € Pigaz lenne, akkor {primtényez0s felbontas} € FPis igaz
lenne.

Bizonyitas: Legyen E egy gyors alg. F' felismerésere

(a,a —1) € F?

hanem — a prim +/

ha igen —= binaris kereséssel megkeressiik a legkisebb olyan c-t amire
(a,c) € F —> < log, a hivas

Utana a/c-re folytatjuk . . .

—> egy prim-oszt6 megtalalasa: O((log a)?)

prim-osztok szdma < log a = 6sszkéltség O ((log a)**!)




ALGORITMUSELMELET 15. ELOADAS

Karp-redukcio

Mikor nem lenyegesen nehezebb egy L, probléma egy L, problémanal?
— Ha L, felhasznalasaval meg lehet oldani Lq-et is.

— L, visszavezethetO a Lo problémara.

Definicio . Az f : I* — I* leképezés az L; C I* nyelv Karp-redukcioja az
L, C I* nyelvre, ha

1. TetszOleges « € I'* széra x € L, pontosan akkor teljesil, ha f(x) € Lo;
2. f € FP,azaz f polinom idében szamithato.
Jeldlés: L; < L, ha L;-nek van Karp-redukcioja L»-re.

Ha tehat van algoritmusunk L, eldontesére — x € Lq-re kiszamitjuk
f(x)-et eldontjuk f(x) € Ly? = tudjuk, hogy = € L, igaz-e +/

Ha tudnank, hogy L nehéz és tudjuk, hogy L < L’ — L’ is nehéz lenne
Ha L’ kénny( lenne, és L nem lényegesen nehezebb néla, akkor L is kdnnyd.
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Iranyitott Hamilton-kor probléma

Tétel. IH < H.

Bizonyitas: G = (V, E) egy iranyitott graf — G’ = (V’/, E’) iranyitatlan graf
hogy G’ gyorsan megépithet6 és
G-ben 3 iranyitott Hamilton-kor <« G’-ben 3 iranyitatlan Hamilton-kor.

V, — {vbe’ Vs Uks | (NS V}a
E' = ('Ubeav*) ('U*a 'Ukn) | (S V} U {(ukzavbe) | u— v c E}

@
y K >:)eu* Ul vbe Vy Uy

v(G) =n,e(G) =e = v(G') =3n,e(G') =2n+e — (n + e)°
lepésben megkaphato.

G-beli F iranyitott Hamilton-kérének =—> G’ egy F’ Hamilton-kore
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>/ — >- ® / \ ®
U (¥ UpeUx Uk Vpe Ux Ui

Az F egy u — v éle = az F’-ben az u,, — ug; — Vpe — vy Ut
— GEIH — G' € H

Ha G’-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kor — egy wu.-bdl indulva egy ug;
felé lépjlnk eloszor

—> CcSaK u, — ur; — Vpe — Vs alakl lehet uthna —> stb. — Ha G’ € H
akkor G € TH.
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A Karp-redukcio felnasznéalasa

Tétel.

Ha L; < L, és L, € P, akkor L, € P.

Ha L < L» es L, € NP akkor L, € NP.

Ha L, < Lo, akkor Ly < Lo, ahol L; = I* \ Lj;.

Ha L; < L, és L, € coNP, akkor L; € coNP.

Ha L < L, és L, € NP coNP, akkor L; € NP N coNP.
. Ha L; < Lo es Lo < Ls, akkor L, < Ls.

o0k wWhE

Bizonyitas:

Legyen f : I* — I* az L, Karp-redukcidja Ly-re, f € FTIM E(n*).
x € I* egy input szot, melyre szeretnénk eldonteni, hogy x € L, teljestl-e, n
az x hossza.

1. Kiszamitjuk f(z)-et = iddigénye < ¢;n” = |f(x)] < e;n”
L, felismer0 algoritmuséaval eldontjiuk, hogy f(x) € L, igaz-e

= id6igénye < cy(cin*)

x € L, — f(x) € Ly = 06sszid6 O(n*) ./
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2..Ha Ly < Lo és L, € NP akkor Ly € NP: Az f(x) € L» tény egy y tanuja
j0 x € L, tantjanak is, es az L1-h0z tartozo bird egy kis modositassal jo lesz
az L birgjanak is

yl < [f(2)|° = |yl < clafhe

Az L, birdjaaz (xz,y) — f(x) = (f(x),y) — L- birdjanak

L, biréja pontosan akkor fogadja el az (x, y) part < L, bir0ja elfogadja az
(f(x),y) part

3.:Ha L; < Ls, akkor L; < Ly: Mint 1. hiszen ¢ € I* szérax & Ly <
f(x) & L.

4.: Ha L, < L, és L, € coNP, akkor L; € coNP «— 2.,3.
5. HaL; < L,és L, € NPN coNP, akkor L; € NPN coNP: «— 2.,4.

6.. Ha L, < Lo és Ly < Lsg, akkor Ly < Ls: Legyen f az L1 < L-
fliggvénye, ami O(z*) idében szamolhaté

és g az L, < Lj fuggvénye, ami O(z') id6ben szamolhato

Az L, < Ls fuggvénye g(f(x)) lesz, ami O((z*)') = O(z*!) id6ben
szamolhato



ALGORITMUSELMELET 15. ELOADAS

NP-teljes nyelvek
Definicio . Az L C I'* nyelv NP-teljes, ha
1. L € NP,

2. tetszbleges (azaz minden) L’ € NP nyelv esetén létezik L’ < L
Karp-redukcio.

Egy NP-teljes nyelv tehat legalabb olyan nehéz, mint barmely mas NP-beli
nyelv.

Ha egy ilyen nyelvrdl kiderlilne, hogy P-beli (coNRbeli), akkor ugyanez igaz
lenne minden NP-beli nyelvre.

Van-e NP-teljes nyelv?

13
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Cook—Levin-tétel

Boole-formula:
p| ((El \/$_2\/335) AN (53\/:132\/:1:6\/331) AN (335\/586)

Definicio . SAT nyelv: a kielégithetd Boole-formulak nyelve.
Tetel. [S. A. Cook, L. Levin, 1971]
A SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: SAT € N P, mert egy kielégites (értékadas a valtozoknak)
megfelel6 tand  +/

Be kell l1atni, hogy VL € NP nyelvre létezik egy L < SAT Karp-redukcio

— (x € L?) kérdeés tetszOleges « € I'* inputjahoz meg kell adnunk egy ¢
Boole-formulat, mely pontosan akkor kielégitheto, ha « € L.

— tanu-tétel miatt elég leirni Boole-formulaval az (x, y)-t felismero TG-t

14
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0z [i, j]

1x[i, j]

i,

fle, g]

Q[ia 8]

—N = = =

[

-

e

[T

Y

ha az z-edik |épés utan a j-edik cella tartalma O
ktlonben

ha az :-edik Iépés utan a j-edik cella tartalma 1
ktldnben

ha az :-edik Iépés utan a j-edik cella tartalma i
kllonben

ha az :-edik lépés utan a fej j-edik cellan all
ktlonben

ha az z-edik |épés utan M belso allapota g,
ktldnben.
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Le kell irni = a szalag egy mez6jén minden idopontban éppen egy szalagjel
van; a fej minden idopontban a szalag egyetlen celljan van; a gép minden
idopontban egyetlen allapotban van.

pl. az elso: (0 <1< n¢1<j5<n°nparra

(0x[i, 5] V 1x[s, j] V Gx[i, j])A

A(0z[z, 5] V 1x[i, 3]) A (0x[, 5] V Uz[i, 5]) A (1z[2, 5] V Uz[e, j]).
Osszesen (n€ 4+ 1)nc ilyen formula
Atmenet fliggvény leirasa: pl. 6(qs, 1) = (qx, 0, bal) —

((alis s) ATafis ) A 1y 1)) — (ali+1, K] AOzfi+ 1, A fli+1,1—1]))

O (n?) ilyen formula

Ahol nincs fej, nincs valtozas:

fli, 1] — (0x[2,1] < Ox[z 4+ 1,1])

O (n?®) ilyen formula (1-re és U-re is)
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Kezdo helyzet:
Q[Oa O] A f[Oa 1]

Input leirasa:
0x[0, 1] A 12[0, 2] A 0x[0, 3] ...

Elfogado allapot:
lx[n®, 1]

Mindenilyen: =0,1,2,...,n°re ES-sel
Szabadsagi fok: a sugas helyén nincs megkdtve semmi

Ez a Boole formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha van megfelelo stugas

x-hez. \/

17
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Tetel. Ha az L, nyelv NP-teljes, L, € NP és L, < L, akkor L4 is NP-teljes.

Bizonyitas: Lattuk, hogy a Karp-redukcio tranzitiv
Ha L, < L, és L’ < L, VL’ € NP-teljes
— L’ < L, VL' € NP-telies +/

Nem kell mar minden NP-beli nyelvet az L»-re redukalni; elég ezt megtenni
egyetlen NP-teljes L, nyelvvel.

Definicio . Ha az Lo nyelvrol csak azt tudjuk, hogy van olyan NP-teljes L,
nyelv, melyre L; < Lo, akkor La-t NP-nehéz nyelvnek nevezziik. Az el6z6
allitas szerint L, pontosan akkor NP-teljes, ha NP-beli és ugyanakkor
NP-nehéz is.
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