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ALGORITMUSELMELET 14. ELOADAS

|dO- és tarkorlatok

Definicio . Legyen t : Z+ — ZT egy fliggvény, melyre minden n € Z™* esetén
t(n) > nteljesul. Az M Turing-gép t(n) idokorlatos, ha n hosszu inputokon
legfeljebb t(n) lépést tesz (mas széval Ths(n) < t(n)).

t(n) > n — a gép legalabb végigolvashatja az inputot
M gyors — t(n) lassan névekedo fuggvény

Példa: harommal val6 oszthatdésagot ellen6rzo Turing-gép —n + 1
idOkorlatos
Definicio .
TIME(t(n)) := {L C I*

L felismerheto egy O(t(n)) idokorlatos
M Turing-géppel )

TIME(t(n)) — létezik ct(n) idOkorlatos TG

n hosszu x inputokon a szamitas mindig befejezodik legfeljebb ct(n)
lepésben, tekintet nélkil arra, hogy * € L igaz-e

— TIME(t(n)) CR

Példa: TIM E(n) = {az O(n), azaz linearis idoben felismerhetd nyelvek}.
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A P nyelvosztaly

Definicio . P = Ugp>TTM E(n¥), a polinom idében felismerhetd nyelvek
osztalya.

Tétel. Ha az L nyelv n'°&@*-nél rovidebb id6ben nem ismerhet6 fel, akkor
L & P.

Bizonyitas: Indirekt tegyik fel, hogy L € P. — van olyan k > 0, melyre
L € TIME(n*) = nl°e™ < cnk teljesuine végtelen sok n-re
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Tarkorlat

Definicio . Legyen s : ZT — Z™T olyan fliggvény, melyre mindenn € Z+
szammal igaz, hogy s(n) > log, n. Az M Turing-gép s(n) tarkorlatos, ha n
hosszu inputokon legfeljebb s(n) tarcellat hasznal a munkaszalagokon (azaz
Sm(n) < s(n)).

s(n) > log, n = Ennyi hely kell ahhoz, hogy egy n cellabdl allo
szalagreszt cimezni tudjunk.
Definicio .

SPACE(s(n)) := {L -

az L felismerheto egy O(s(n))
tarkorlatos M Turing-géppel )

Ez nem biztos, hogy egyatalan megall!

Példa: SPACE((logn) alogaritmikus tarban felismerhetd nyelvek osztalya.
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Flggveényosztalyok

Definicio . FTIME(t(n) := az O(t(n)) idokorlatos TG-k altal kiszamithato
f : I* — I* fuggvények osztalya.

Definicio . FSPACE(s(n)) := az O(s(n)) tarkorlatos TG-k altal
kiszamithato f : I* — I* (parcialis) fliggvenyek osztalya.

Definici6 . FP:= Ug>; FTIM E(n*).
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Tar—id o-tetel

Tétel. [tar—ido-tétel|Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t0l figgo ¢
konstans, mellyel L € TIM E(c*™) teljestl.

Bizonyitas: Legyen M egy S(n) = cis(n) tarkorlatos (c; > 1) k-szalagos
TG, mely felismeri L-et == konstrualunk olyan O(c5(™)-id6korlatos IV
TG-t, melynek a nyelve szintén L.

a gép eqy pillanatnyi helyzete — az input, a munkaszalagok tartalma, a gep
aktualis belso allapota, valamint a fejek helyzete — PHL

kétszer ugyanaz a PHL —— utana ugyanaz fog torténni — vegtelen ciklus
Belatjuk, hogy ha M tarkortatos — veéges sok PHL lehet —- biztos
vegtelen ciklusba fog kertlni (ha nem all meg)

Ezt kellene felismerni O(c®™)) id6 alatt,

Hany darab PHL lehetseges 6sszesen, ha a géepet n hosszu inputtal inditjuk?

#PHL < |Q||T|°™ (n + 1)S(n)* < konstans - ¢5™ =: t,

(az (n + 1) tényezd az input fej lehetséges helyzeteinek a szama, az S(n)*
tényez0 pedig a tobbi fe) lehetséges helyzeteinek a szama)
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Ha t Iépés utan lel6jik 4/ de lehet, hogy ¢ nem rekurziv

N konstrukcioja: megduplazzuk M-et — M; és M,

M, -et elinditjuk az x inputtal.

Minden egyes Iépése utan ideiglenesen megallitjuk

— ekkor M-t elinditjuk x inputtal a kezdo allapotbdl, és mikddtetjik
legfeljebb addig a 1épésig, ahol M, tart (— ennek sorszama I, amit O(S(n))
extra cellan tarolunk és Iéptetiink.)

Ha valamely 3 < I-re az M, gép j-edik Iépés utani PHL-je megegyezik
M,-ével — végtelen ciklus — « € L — N megall elutasitva x-et
Ha ilyen ismétlodés nem fordult eld, akkor meglépjuk M, kdvetkezo,

[ + 1-edik lepéset, stb.

ha M, megall elfogadva (elutasitva) x-et — IN is megall elfogadva
(elutasitva) x-et.

— felismerjlk a vegtelen ciklusokat
mindig teljestl I < ¢t — a maximalis futasi ido legfeljebb

S(n c1s(n &
O(t?) = 0((c5™)) = O((R)*™) = e =}/
a tarfelhasznalas kdzben nem nott Iényegesen
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Tétel.Ha f € FSPACE(s(n)), akkor van olyan f-t0l fliggo ¢ konstans,
mellyel f € FTIME(c*™).

Tétel. TIME(t(n)) = coTIME(t(n)).

Bizonyitas: Megcseréljuk M elfogado és elutasitd (azaz nem elfogadd)
allapotait +/
Tétel. SPACE(s(n)) = coOSPACE(s(n)).

Bizonyitas: Alkalmazzuk a tar—ido-tétel szimulacidjat. Az adodd N TG szintén
O(s(n)) tarkorlatos, és minden inputra megall.
Most cseréljik fel az elfogado és az elutasito allapotokat.

Definici6 . EXPTIME := U TIM E(2™").
Definicio . PSPACE:= Uy >1SPACE(n*).
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Tétel. P C PSPACEC EXPTIME

Bizonyitas: Ha M egy t(n) idOkorlatos TG = ct(n) tarkorlatos <—
—> TIME(n*) C SPACE(n*) = P C PSPACE /

Legyen L € PSPACE=— L € SPACE(n*), valamely k-ra
tar—id6-tétel — van olyan ¢ > 0, hogy

L € TIME(c"") C TIME(2/<I"*)y C TIME((2™"") C EXPTIME. /
Tétel. TIME(t(n)) C R, SPACE(s(n)) C R és EXPTIME C R.

Bizonyitas: Csak azt latjuk be, hogy 3L rekurziv nyelv, hogy L € EXPTIME, a
tobbi allitas hasonloan kijon

L ={w e I*; az M,, TG létezik, és legfeljebb 22! lépésben elutasitja w-t}.

Ez rekurziv, mert mindig megalloé univerzalis TG felismeri.

Belatjuk, hogy L ¢ TIME(22" ")
Indirekt, tegyik fel, hogy L felismerheto egy c22" " id6korlatos M TG-vel.
Legyen ny, olyan nagy, hogy c22" < 22" teljesiiljon, ha n > n.
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Legyen w egy ngo-nal hosszabb szo, melyre M, létezik, és ugyanugy
viselkedik mint M (ilyen van).

— haw € L, akkor M,, elfogadja w-t ¢22"' ™" < 22" |épésben
— w & L
forditva is 4
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Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Olyan TG, ahol az atmenetfliggvény nem igazi figgvény, tobb lehetbség van:

d(qg,a) C Q x T x {jobb, bal, helyben}.

Gép futasa, szamitasi 0t: Mint a TG, csak ha tobb lehetoség van, valaszt
egyet, ha nincs értelmezve, akkor megall.

Definicido . Az M NTG elfogadja az x € I'* inputot, ha az M -et x bemenettel
a kiinduld helyzetbdl inditva van legalabb egy elfogadd (egy elfogado
allapotban véget éro) szamitasi ut.

Tetel. Az x € I'* input sz6 pontosan akkor nincs Lj,-ben, ha az M gépet x
inputtal inditva nincs elfogadd szamitasi Gt.

NTG szamitasi — gyOkeres fa — csucsok < PHL
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ldOkorlatos NTG

Definicio . EQy M nemdeterminisztikus Turing-gép t(n) idokorlatos, ha n
hosszUsagu inputokon M minden szamitasi ut menten legfeljebb t(n) 1épést
teve megall.

Senki nem tud egy t(n) idokorlatos NTG-t O(t(n)) idoben szimulalni.

Definicio . NTIME(t(n)) :=
{az O(t(n)) idOkorlatos NTG-k altal elfogadott nyelvek}.

Definicio . NP := Up>1 NTIM E(n*).

Tétel. P C NP.

Bizonyitas: A NTG egyben TG is ugyanolyan idokorlattal
— TIME(n*) C NTIME(n*) = ./

11



ALGORITMUSELMELET 14. ELOADAS

A legfontosabb megoldatlan probléma

12
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Tetel. P C NP N coNP.

Bizonyitas: P C NP — coP C coNP.
P=coP = ./

Szintén megoldatlan problémak:

P — NP N coNP
NP = coNP

13
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Nemdeterminisztikus felismerés

Hogyan tudjuk belatni, hogy L € NP?

Legyen M kétszalagos determinisztikus TG, inputja két részbdl all, egyik
része x € I* az elsb szalagon van, a masik része y € I* a masikon —> ez
csak olvashato

—> az M sugasszalagja

Az M A&ltal felismert L, nyelv. — azon (x, y) szoparok halmaza (z,y € I*),
melyeket M elfogad

Definicio . Az M altal nemdeterminisztikusan felismert L nyelv a kbvetkez6:

x € L akkor, és csak akkor, ha van olyan y sugas, hogy (x,y) € L;.

Nem tudunk semmit arrél, hogyan lehet jo sugast talalni.



ALGORITMUSELMELET 14. ELOADAS 15

Tanu-tétel

Tétel. [tanu-tétellEgy L C I'* nyelvre a kdvetkez0 két allitas egyenértékd:
(a) L € NP.

(b) Van olyan ¢ > 0 allando, tovabba egy L, € P nyelv, mely olyan

(xz,y) € (I*)? parokbdl all, hogy |y| < |z|°ésx € I* eseténx € L
pontosan akkor, ha van y € I* ugy, hogy (x,y) € Lj.

Bizonyitas: (a) = (b) :

L € NP —> 3 n“ idbkorlatos N NTG, mely felismeri L-et

Tegyik fel, hogy IN-nek egy |épésnél legfeljebb d elagazasi lehetdosége van
Adunk egy M -et és egy megfeleld sugast

x €L, |x|=n =y =1y1y2* - Ym legyen az x elfogadasat leiré szamitasi
utja

= [y| < nflogy(d +1)] < n°

Az M TG szimulalja N-et, ugy hogy mindig a kijeldlt uton megy tovabb

N egy lépését konstans idoben szimulalja.

N futési ideje éppen c;|y| = M futasa az inputhoz képest linearis
Haviszontx ¢ L = (z,y) € L, = Ly tetszéleges y € I*-ra 4/
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(b) = (a) : Egy « € L inputhoz a feltétel szerint van legfeljebb n“
hosszlsagu y, hogy (x,y) € L.

Legyen N olyan mint M, de amikor M y-bdl olvasna 0-t vagy 1-et
— IN-ben J-ra két lehetbség

Az N NTG n° idékorlatos +/

Tetel. NP C PSPACE

Bizonyitas: Ha L € NP — 3 sugas
Adott x € L-re végigprobaljuk az 6sszes n° szébajovo sugast
Ez nagyon sokaig tart, de csak log, 2" = n¢ tar kell hozza
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Sejtés: P £ PSPACE

NP # coNP=P # NP=>PSPACE+£ P
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