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ALGORITMUSELMELET 12. ELOADAS

Turing-gépek

Az algoritmus fogalmanak pontosabb meghatarozasa.
Szamitogép elméleti, egyszerisitett modellje.

Alan Turing 1912-1954
Definicid . Tébbszalagos Turing-gép (TG), k > 1 egész szam

e k db szalag cellakra osztva, cellakba jelek, a szalag egyik (mindkét)
iranyban végtelen

e minden szalaghoz tartozik egy fej, ami jobbra és balra is lepegethet a
szalagon cellanként

e véges vezérlo, ennek véges sok allapota van

e Lépés: fugg a belso allapottdl és a fej alatti jelektol

* a géep megall
* atmegy Uj allapotba, ir valamit minden fej alatti cellaba, minden fej lép
vagy jobbra, vagy balra egyet vagy helyben marad
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Definicio . Egy k-szalagos Turing-gép egy hetessel jellemezheto:
M = (QaTauaIaqmFa(s)a
ahol

() : egy veéges halmaz, az M gép belso allapotainak halmaza.
T : egy véges halmaz, a szalagjelek halmaza.

U: egy kitlintetett szalagjel, az uresjel. A bemenetkent felirt jeleken és a
gep szamitasa soran kiirt jeleken kivil minden szalagcellaban G van.

I: I CT\{u}azinputjelek vagy bemeno jelek halmaza, mas szoval az
iInput abc. Az tresjel nem lehet input jel.

go: go € Q a kezdo allapot.
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F: F C Q@Q az elfogado allapotok halmaza.
Elfogado allapotban all meg — IGEN
Nem elfogado allapotban all meg —> NEM
—> a Q \ F-be tartozo6 allapotokat elutasito allapotoknak is nevezik.

6: Ad:Q xTF — Q x (T x {jobb, bal, helyben})* egy parcialisan
értelmezett fliggveny, a gep atmenetfiggvenye.
Az atmenetfiiggveény tekinthetd a gép programjanak.
Ha a d(q; ay,as,...,ax) nincs értelmezve, — megallas
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Példa

- <

o <

animacio: Turing gép


http://www.igs.net/~tril/tm/tm.html
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Turing-gép mukodése

e Kezdetben a gq allapotban van, az s € I'* bemenet az els6 szalag elejére
van irva, az 6sszes tébbi mezon i

e A ¢ fuggvénynek megfeleléen lépeget —- Uj allapot, iras, fej [épése

e Ha ¢4 nincs értelmezve, akkor megall (akar elfogado allapotban van, akar
nem)

Két felhasznalas:

e Flggvenyek kiszamolasa

e Kérdések elddntése (0 — 1 értékd fuggveny)

Definicio . Az M Turing-gép altal felismert L, nyelv azokbdlaz s € I*
szavakbol all, amelyekkel mint bemenetekkel elinditva az M megall,
megpedig elfogado (azaz F'-beli) allapotban.

Ha M az L), nyelvet ismeri fel, akkor a nyelvbe nem tartoz6 szavakra vagy
megall elutasito allapotban, vagy vegtelen ciklusba kertil.
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Definicio . Legyen M egy kitlntetett output szalaggal rendelkez0o Turing-gép.
Az M altal kiszamitott fy, : I* — I* parcialis fUggvenyt igy értelmezzik:
fav(s) = w, ha M az s € I'* inputtal indulva megall, és megallas utan az
output szalagon a w € I* sz0 szerepel az lresjelek 6ceanja elott.

Az fas fUggvény tehat csak azokra az s € I'* szavakra értelmezett,
amelyekkel mint bemenetekkel az M gép veges sok Iépés megtétele utan

megall. Mindegy, hogy a megallas elfogado vagy elutasitd allapotban
tortent-e.
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Peélda Turing-gépre

Q — {qm di,q2, Q'v}a T = {07 1, U}a I = {07 1}7 F = {q’v}°

4(q0,1) = (q1,1,j0bb), 6(qo,U) = (qu,U, helyben),
5(q1,1) (g2,1,jobb), 6(q2,1) = (qo, 1, jobb).

Mas parokra é nincs értelmezve.

Ha 0-t olvas — elutasit

Ha U Uresjelet olvas és nem go-ban van — elutasit

Ha U Uresjelet olvas és gg-ban van — elfogad

Ha 1-et olvas és q;-ben van — jobbra Iép, és atmegy a q;., allapotba;
— M pontosan azokat a szavakat fogadja el, amelyek csupa egyesekbdl
allnak, és a hosszuk oszthatdo harommal.

— Az M altal felismert Lp; nyelv tehat

Ly = {1™ : n hdrommal oszthato természetes szam}.
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Peélda Turing-gépre

Q =1{90,9»}, T ={0,1,4}, I ={0,1}, F = {qu}
d(qo, 0) = (qo, 0, helyben), §(qo, 1) = (qo, 1, jobbd),
0(qo, U) = (qu, 1, helyben).
Masutt § nem definialt.

Meghatarozzuk az L, nyelvet és az fj, fUggvényt is.

Az M’ a qq belso allapotban maradva lépdel jobbra a szalag mentén, amig 0
vagy U jelet nem talal.

0 — végtelen ciklus

U0 —= meég egy l1l-est ir az input utan, majd elfogad

— Ly = {1™;n > 0 egész}

—> A gép az 1™ bemeneten az 1™ ! eredményt adja, vagyis

fM/(]_n) — 1n—|—1_

Turing-géep <= igazi szamitogep
Turing-gép tobbet tud, mint a véges automata.



ALGORITMUSELMELET 12. ELOADAS

A kiszamithatosag alapfogalmai

Algoritmus: ami Turing-géppel kiszamithato
Definicio . Az L C I'* nyelvet rekurzive felsorolhatonak nevezziik, ha van

olyan M Turing-gep, melyre L = L), azaz a gep altal felismert nyelv éppen
L.

Definicio . Az L C I'* nyelv rekurziv, ha van olyan M Turing-gép, melyre
L = Ly, €s M minden s € I'* szora megall.

RE ={L C I*: L rekurzive felsorolhatd}.
R ={L CI*: Lrekurziv}.

—> R CRE

Definicio . Az f : I* — I* parcialis fiuggvény parcialisan rekurziv faggvény,
ha letezik olyan M Turing-gép, hogy f = fas. Ha ezen tul meg f minden

s € I'* inputra értelmezve van, akkor f egy rekurziv fuggveény.
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Téetel. Van olyan L’ C I* nyelv, amely nem rekurzive felsorolhato.

Bizonyitas: Egy Turing-gép leirhatd véges jelsorozattal — az 6sszes gép
szamossaga megszamlalhat6 — felsorolhato: My, M7, M-, ...

—> a rekurzive felsorolhatd nyelvek is felsorolhatok: Las,, Las,s Lagyy - - -
—> a rekurzive felsorolhatd nyelvek halmaza megszamlalhato

Belatjuk, hogy az dsszes nyelv halmaza nem megszamlalhato (egyébkent
kontinuum).

Az I'* elemei, a véges hosszusagu I-beli jelekbOl képzett szavak is
megszamlalhatbak — felsorolhatéak: wq, w1, wa, ...

Tegyuk fel, hogy az 6sszes nyelvek halmaza megszamlalhatdo, megmutatjuk,
hogy van olyan L’ C I* nyelv, amely nem lehet benne az 6sszes nyelvek
Lns,y Lty Lng,, - - - SOrozataban.

Az L' nyelvnek a w; sz6 pontosan akkor legyen eleme, ha w; & Ly,
i=1,2,....

L' # Ly, hiszenaw; € L' ésw; € Ly, +/

Cantor-féle atlos modszer

10
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wo w1 c o w; Wi+1

Ly, | nem  nem ... hem nem
Ly, | igen  nem ... nhem nem
Ly, | nem igen ‘e igen nem
Lpg,, ., | 19en  nem ... nNem nem
L’ igen igen ... hem igen

Téetel. Létezik olyan f : I* — I* parcialis fliggveny, amely nem parcialisan
rekurziv.
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Church—Turing-tézis
A rekurziv nyelveket es a rekurziv fuggvenyeket fogjuk algoritmussal

kezelheto nyelveknek és fliggvényeknek tekinteni.

Church—Turing-tézis:  Ami algoritmussal — azaz veges eljarassal —
kiszamithato (eldénthetd), az Turing értelmében kiszamithato (eldontheto).
Nevezetesen:

e Eqy f : I — I* parcidlis fliggveny kiszamithaté << f parcialisan
rekurziv.

e Egy f : I* — I* (teljes) fuggvény kiszamithatd < f rekurziv.

e Egy L C I* nyelvre a nyelvbe tartozas problémaja algoritmussal
eldonthetd < L rekurziv.
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ldO- és tarigény

Az M Turing-gép szamolasi ideje az s inputon a megallasaig végrehajtott
lepések szama tarigénye pedig a felhasznalt (olvasott) szalagcellak szama.

A tarigénybe nem feltétlenil szamitjuk bele az inputot és outputot.

Definicio . Jelblje Ths(n) az M gép maximalis szamolasi idejét az n jelbol
allé bemeneteken. Az n hosszu szavakon a maximalis tarigényt Sys(n)-nel
jeloljuk.

Ha van olyan n jelbdl allé s € I'* sz6, amellyel elinditva M nem all meg
véges sok Iépés utan =—> Ty (n) = oo

Pl. a harommal oszthatésagot vizsgalo M TG-re: Ths(n) = n + 1,

Sn(n) = n + 1, ha beleszamitjuk az inputot, Sp;(n) = 0, ha nem.

Ha M és N két Turing-gép, melyekre Ths(n) < Tn(n) teljestl minden elég
nagy n-re, akkor az M algoritmust gyorsabbnak mondhatjuk az NV
algoritmusnal.

Van-e legjobb TG minden L nyelvhez?
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Tétel. [gyorsitasi tetellVan olyan L nyelv, amelyre igazak az alabbiak:

1. Az L felismerhet0 egy olyan M Turing-géppel, melyre Ts(n) véges
minden n-re.

2. Tetszoleges, az L-et felismerd IN Turing-géphez van olyan IN’ Turing-gép,
amelyre L = L szintén teljesil, tovabba T/(n) = O(log Tn(n)).
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k-szalagos TG szimulacidja 1-szalagossal

Tétel. Legyen M egy k-szalagos Turing-gép. Van olyan egyszalagos M’
Turing-gép, melyre

Lpys = Lpy (Vagy far = fur), tovabba

TM’(n) < 2T]%/_r(n)a
Svr(n) < Sp(n) + n.
Bizonyitas: M’ épitésekor az M-hez képest alaposan felfujjuk a szalag abc-t,

és megnoveljik a belso allapotok szamat is. Az M’ egyetlen szalagjan 2k
csik lesz. Egy cellaja egy oszlop.

l.szalag | D | --- | A | --- | B
1. fej U [eee| @ |- ]| U
—> szalagjelek
szama: (2t)*
k.szalag | D | --- | D | --- | B
k. fe] U [« U || @
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l.szalag | D | -+ | A | --- | B
1. fe U || @ |-+ ] U
k.szalag | D | --- | D | --- | B
k. fe] 5 R N O I N I

M’ az M gép egy lépését egy legfelijebb 2T, (n) 1épésbdl allo menetben
utanozza.

Jobbra elmegy a legmesszebb levd x jelig, és kozben leolvassa az x-ek felett
talalhato eredeti szalagjeleket. Ezeket a belso allapotaiban tarolja.

Kbzben egy hellyel jobbra mozditja az x-eket, kivéve az utolsé oszlopban
levo(ke)t.

Most a gép ismeri M allapotat es a fejei alatti jeleket, igy meghatarozhatja a
M kovetkez0 allapotat és a kiirando jeleket.

M’ visszamegy a szalag elejére, kbzben kiirja az M fejeinek régi helyére a k
darab jelet, amiket M irt volna,
és az M fejmozgasainak megfelel6en athelyezi az x-eket.
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Ha n jelbol allo bemenettel kezdjik a munkat, akkor egy meneteben az M’

feje legfeljebb Th,;(n) lépést tesz jobbra —- legfeljebb ugyanennyit mehet
balra.

Az M’ pontosan akkor alljon meg (fogadja el a bemenetet), ha M ezt teszi.
= Tyr(n) < 2Ty (n)Ta(n) = 2T5,(n)

Ha flggvényt szamitunk, a végén a felesleget letoroljuk.

Ha M -nek kitlintetett input szalagja volt, akkor a bemenet hosszat, ami n,
nem szamitottuk bele Sp;(n)-be — Spp(n) < Sp(n) + n.

Tétel. Az M k-szalagos Turing-géphez megadhat6 olyan 2-szalagos M’
Turing-gép, amely az eldbbi értelemben szimulalja M -et,

Tarr(n) < O(Tar(n) log Tar(n)), €és

Svr(n) < Sp(n) + n.
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Téetel. Tegyuk fel, hogy az M Turing-gép az L nyelvet ismeri fel, és
Thi(n) < cn teljesil egy ¢ > 0 allandoval. Ekkor tetszoleges € > 0-ra van
olyan L-et felismerd6 M’ Turing-gép is, hogy alkalmas ny € N szammal

Trir(n) < n(l+e€), han > ny.

Bizonyitas: Az M’ gépet ugy tervezziik, hogy az M gép m lépését az Uj
legfeljebb 7 Iépésben elvégzi.

Osszuk fel az M szalagjait m egymas utani mez6baol allé blokkokra = egy
Uj szalagjel =— az Uj gép t™ betdt hasznal.

Az M’-nek eggyel tdbb szalagja lesz, mint M-nek. Az els0 input szalag, ezt
elb6szor atkddolja egy masik szalagra.

Mi torténik a szalagokkal az M gép m egymast koveto Iépése soran?
Ami ezalatt végbemegy, az csak a fejeket tartalmazo6 blokkoktdl és azok
kbzvetlen szomszédaitol flgg.

M’ szalagonként harom szomszeédos jel megvizsgalasa utan a

L 4
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— fellilirja a szomszédos mezoharmasokat, helylkre teszi a fejeket.

— szimulacio elvégezhetb egy bal-jobb—jobb—bal-bal Iépéssorozatban
esetleg tovabbi 2 jobbralépés sziikséges lehet — M’ feleinek mozgatasa
— 7 lépés

A bemenet atkodolasa, majd a kodolt szalagon a fejnek a szalag elejére
mozgatdsa =—> < n + |=| |épés

Tar(n) < m+ M +7 {Tf‘ii")

n Tcn 8n (

WS"”L L) g <

m m

<n+—+—+-—<n
m m n

ha m és n olyan nagyok, hogy = + ¢ + 2 < e |/

1
LTy )sn(1+e),

m m

Komolyabb, ,hardverrel" konnyebb.

A Turing-gépmodellben a feladatok idoigénye fligg a jelkészlet méretétol
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