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szomszeédjat. Aztan ezen szomszedok 6sszes olyan szomszedjat, hol még
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Berakjuk be az épp meglatogatott csucsot, hogy majd a megfeleld idoben a
szomszedaira is sort kerithesstink.
Altalanos |épés —> vessziik a sor elején levd x csticsot, toroljik a sorbdl,

meglatogatjuk azokat az y szomszedait, amelyeket eddig még nem lattunk,
majd ezeket az y csucsokat a sor végere tesszik.

proc edure bejar (x elvégzi a G iranyitott graf szélessegi bejarasat )
begin
for v := 110 n do
bejarva[v]| := hamis;
for v:=1to ndo
If bejarvalv] = hamis then
szb(v)
end
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proc edure szb (v: csucs)
var
QQ: csucsokbal allo sor;
x, Y. CSUCSOK;

begin
bejarvalv] := igaz;
sorba(v, Q);
whil e Q nem ures do begin
x := elso(Q);
for minden x — y € FE élre do
If bejarvaly] = hamis then begin
bejarvaly] := igaz;
(%) sorba(y, Q)
end
end

end


http://www.cs.duke.edu/csed/jawaa/BFSanim.html
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sorrendje. Ekkor D[x1] < Dlz2] < ... < D[x,].

2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D|x] + 1.

3. D[v] = d(s, v) teljestl minden v € V csucsra.
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Problema:

Adott egy G = (V, E) 6sszefliggo iranyitatlan graf, és az élein ertelmezett
c : E — R sulyfiggveny. Hatarozzuk meg a G egy minimalis kéltsegu
feszitofajat.
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Minimalis koltségu feszit 0fak

Most iranyitatlan grafokkal foglalkozunk
kOr és Ut — valoban egyszeri

Definicio . (minimalis koltsegl feszitofdegyen G = (V, E) egy 0sszefiiggo
graf. A G graf egy kbrmentes 6sszefliggo F = (V, E’) részgrafja a graf egy
feszitofaja. Legyen tovabba az éleken értelmezve egyc: E — R
sulyfiggvény. Ekkor a G graf egy F feszitofaja minimalis koltségd, ha
koltsége (a benne szereplo élek sulyainak dsszege) minimalis G 6sszes
feszitofaja kozul.

Problema:

Adott egy G = (V, E) 6sszefliggo iranyitatlan graf, és az élein ertelmezett
c : E — R sulyfiggveny. Hatarozzuk meg a G egy minimalis kéltsegu
feszitofajat.

Példaul: Villamosvezetékek kiépitése
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Fak tulajdonséagai

Tétel.

1. Minden legalabb kétpontu faban van olyan csucs, amibol csak egy él megy
ki (els6foku csucs).
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feszitofaja. Legyen g = (u,v) a G-nek egy olyan éle, ami nem éle F-nek, és
tegyuk fel, hogy az F-beli u-bol v-be vezetd aton van olyan g’ él, amelyre
c(g) < c(g’). Ekkor az F-bol a g hozzavételével és a g’ elhagyasaval adodé
F’ gréaf is egy minimalis koltségu feszitofa G-ben.
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3. Egy n-pontl 6sszefliggo graf akkor és csak akkor fa, ha n — 1 éle van.
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feszitofaja. Legyen g = (u,v) a G-nek egy olyan éle, ami nem éle F-nek, és
tegyuk fel, hogy az F-beli u-bol v-be vezetd aton van olyan g’ él, amelyre
c(g) < c(g’). Ekkor az F-bol a g hozzavételével és a g’ elhagyasaval adodé
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Bizonyitas: 1-4 volt mar BSZ-ben +/
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Bizonyitas: 5.

u

F U {g} grafban van olyan kor, amelynek g’ éle — A g’ torlésével kapott F”’
graf 6sszefliggdo marad
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u

F U {g} grafban van olyan kor, amelynek g’ éle — A g’ torlésével kapott F”’
graf 6sszefliggdo marad
F’ koltsége nem nagyobb F' koltségénél
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézziuk G éleit: bizonyosakat bevesziink a minimalis feszitofaba,
masokat pedig eldobunk.
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masokat pedig eldobunk.

—> szinezzlik a G éleit:
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézziuk G éleit: bizonyosakat bevesziink a minimalis feszitofaba,
masokat pedig eldobunk.

—> szinezzlik a G éleit:

a kék élek belekerulnek a végeredményt jelentd minimalis feszit6faba,

a pirosak pedig nem

— Ugy szineziink, hogy az eddig kialakult (részleges) szinezés mindig
takaros legyen.

Definicio . (takaros szinezeJgkintstk a sulyozott éli G graf eleinek egy
reszleges szinezését, melynél barmely él piros, kék vagy szintelen lehet. Ez a
szinezés takaros, ha van G-nek olyan minimalis koltségu feszit6faja, ami az
0sszes kék élet tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.
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KEK SZABALY:

Valasszunk ki egy olyan @ # X C V csucshalmazt,
amibol nem vezet ki kék él. Ezutan egy legkisebb sulyu
X -bol kimeno szinezetlen élet fesstink kékre.
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KEK SZABALY: Valasszunk ki egy olyan @ # X C V csucshalmazt,
amibol nem vezet ki kék él. Ezutan egy legkisebb sulyu
X -bol kimeno szinezetlen élet fesstink kékre.

PIROS szABALY: Valasszunk G-ben egy olyan egyszerl kort, amiben
nincs piros él. A kor egyik legnagyobb sulyu szintelen
élét fessiuk pirosra.

Kezdetben G-nek nincs szines éle. —> a két szabalyt tetszoleges
sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetseges.
—> piros-kek algoritmus

Tetel. A piros-kék eljaras mikodése soran mindig takaros szinezestink van.
Ezen felll a szinezéssel sosem akadunk el: végul G minden éle szines lesz.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy a szinezés mindig takaros. = kezdetben +/
Tegyuk fel, hogy egy takaros szinezésunk van. Legyen F' a G egy olyan
minimalis koltségi feszitofaja, amely minden kék élet tartalmaz, €s egyetlen
pirosat sem. Tegyuk fel tovabba, hogy ebben a helyzetben a graf f élét festjik
be.

11



ALGORITMUSELMELET 10. ELOADAS
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A kék szabalyt hasznaljuk: — f kék lesz.
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Két eset van aszerint, hogy melyik szabalyt hasznaljuk:

A kék szabalyt hasznaljuk: — f kék lesz.

Ha f éle F-nek ./

Ha f nem éele F-nek — nézzik azt az
X C V csucshalmazt, amire a kék szabalyt
alkalmaztuk.

Az F-ben van olyan Ut (mert feszitofa), ami
az f két vegpontjat 6sszekoti. —> Ezen az
uton pedig van olyan f’ él, ami kimegy X-
bol, ugyanis f kilép X -bol.

Az F valasztasa miatt f/ nem lehet piros.
A kék szabaly szerint kék sem lehet,
tovabba c(f’) > c(f) is teljesdl.

Legyen F’ az F-bol az f’ torlésével és az
f hozzaadasaval kapott graf.

— Eszerint F’ egy minimalis feszitofa,
tartalmaz minden kék élet és nem tartalmaz

piros élet. /
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A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz.
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A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz. —-

Ha f nem éle F-nek +/

Miért nem akadunk el soha?

Ha f € F', akkor az f torlésével az F' két
komponensre esik.

—> A kornek, amelyre a piros szabalyt
alkalmaztuk. van olyan f’ # f éle, ami a
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szabaly miatt az f’ szintelen és c(f’) <
c(f).

az F-be f helyett f’-t véve a kapott F’ egy
minimalis koltség feszitéfa lesz  +/

TegyUk fel, hogy van még egy f szintelen él.
A szinezés takaros — a kék élek egy erdot alkotnak.

— Ha f vegpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros szabaly

alkalmazhat6 arra korre, aminek az élei f és az f végpontjait 6sszekdto

(egyetlen) kek ut élei.
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A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz. —-

Ha f nem éle F-nek +/
Ha f € F', akkor az f torlésével az F' két

komponensre esik.

—> A kornek, amelyre a piros szabalyt
alkalmaztuk. van olyan f’ # f éle, ami a
ket komponens kozo6tt fut.

A regi szinezées takarossaga €s a piros
szabaly miatt az f’ szintelen és c(f’) <
c(f).

az F-be f helyett f’-t véve a kapott F’ egy
minimalis koltség feszitéfa lesz  +/

Miért nem akadunk el soha?

Tegyik fel, hogy van még egy f szintelen él.

A szinezés takaros — a kék élek egy erdot alkotnak.

— Ha f vegpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros szabaly
alkalmazhat6 arra korre, aminek az élei f és az f végpontjait 6sszekdto
(egyetlen) kek ut élei.

— Ha f kilonb6z6 kék fakat kot 6ssze, akkor pedig a kék szabaly mkodik;
X legyen az egyik olyan fa csucshalmaza, amihez f csatlakozik. (Ez utobbi
esetben nem biztos, hogy f fog szint kapni a kovetkezo6 Iépésben.)
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mar akkor is igaz, amikor van |V | — 1 kek élunk (és esetleg van még
szinezetlen él).

Bizonyitas: Az elso allitas <— a végso szinezés is takaros.

A masodik: vegul 6sszesen |V| — 1 kek él lesz. Ha mar van ennyi, akkor tobb
nem keletkezhet.
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szempontjabol viszont nem.
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él legyen piros, kulénben pedig kék.
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Mindig a kék szabalyt alkalmazzuk: Valasszuk X -nek a meglévo fa
ponthalmazat. A kék élek végig fat alkotnak.
procedure Prim (G: graf, var F': élek halmaza);
var
U csucsok halmaza;
u, v. CSUCSOK;
begin
F := 0;
U := {1},
while U # V do begin
(%) legyen (u, v) egy legkisebb sulyd olyan él,
melyreuw € U ésv € V \ U;
F :=FU{(u,v)};
U:=UU{v}
end
end
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Az épp aktualis U és V' \ U halmazok kozt futo legkisebb sulyu élek
kivalasztasa — O(n?) Iépés

— Minden V' \ U-beli cstcshoz taroljuk, hogy milyen messze van az U
halmaztol

) . N ha:s € U
KOZEL[:] = { egy az i-hez legkozelebbi U-belicsucs ha: € V \U
* ha: e U

HINSULYE] = {C’[i,j] ha KOZEL[i] = j # *
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Naiv implementéacio

A graf az élsulyokat tartalmazo C' adjacencia-matrixaval adott.

Az épp aktualis U és V' \ U halmazok kozt futo legkisebb sulyu élek
kivalasztasa — O(n?) Iépés

— Minden V' \ U-beli cstcshoz taroljuk, hogy milyen messze van az U
halmaztol

) . N ha:s € U

KOZEL[:] = { egy az i-hez legkozelebbi U-belicsucs ha: € V \U
. . * ha:s € U

HINSERAE = { C[i,j] haKOZEL[i] = j # =

A kovetkezd kék él az (i, KOZEL[]) élek kozul kertl majd ki = kékes élek
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KOZEL[4] := {

MINSULY[4] := {

* haz=1
1 haz#1
% ha: =1
Cli,1] hai#1
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Kupacos-éllistas implementacio

Epitsunk kupacot az aktudlis U és V \ U kozotti élekbdl.

(néhany) MINTOR-rel O(log(e)) lépéssel kivalaszthatjuk a minimalisat, amit
kekre szinezlunk

Megvaltozott U — BESZUR-ral beszurjuk az Gj éleket

Nem térodink azokkal az élekkel, amik igy U-n belll mennek

— ezért lehet, hogy MINTOR-nél ilyet kapunk elsére.

Lépésszam: A kupac mérete sosem haladja meg e-t.

A kezdeti kupaceépités legfeljebb O(e), az egyes miveletek végrehajtasa
pedig O(log e) idOt vesz igénybe.

Osszesen kevesebb, mint e darab BESZUR és legfeliebb e darab MINTOR
mUveletet végzink = O(eloge)
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Johnson: Kombinaljuk a ket dtletet, nyilvantartjuk a kozeli csucsokat, és
d-kupacban taroljuk a kékes éleket
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