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szomszédaira is sort keríthessünk.



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 1
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proc edure bejár (∗ elvégzi a G irányított gráf szélességi bejárását ∗)
begi n

for v := 1 to n do
bejárva[v] := hamis;

for v := 1 to n do
if bejárva[v] = hamis then

szb(v)
end
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proc edure szb (v: csúcs)
var

Q: csúcsokból álló sor;
x, y: csúcsok;

begin
bejárva[v] := igaz;
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(∗) sorba(y,Q)
end
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end
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Legrövidebb utak súlyozatlan gráfokban

Ha minden él hossza egy =⇒ út hossza = élek száma
Szélességi kereséssel =⇒ Jelentse D[v] a v csúcsnak az s-től való
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Indukció =⇒ Gyökérre D[s] = 0, fiaira mind nagyobb

√



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 5
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√
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Most irányítatlan gráfokkal foglalkozunk
kör és út =⇒ valóban egyszerű
Definíció . (minimális költségű feszítőfa)Legyen G = (V,E) egy összefüggő
gráf. A G gráf egy körmentes összefüggő F = (V,E′) részgráfja a gráf egy
feszítőfája. Legyen továbbá az éleken értelmezve egy c : E → R

súlyfüggvény. Ekkor a G gráf egy F feszítőfája minimális költségű, ha
költsége (a benne szereplő élek súlyainak összege) minimális G összes
feszítőfája közül.



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 7
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költsége (a benne szereplő élek súlyainak összege) minimális G összes
feszítőfája közül.

Probléma:
Adott egy G = (V,E) összefüggő irányítatlan gráf, és az élein értelmezett
c : E → R súlyfüggvény. Határozzuk meg a G egy minimális költségű
feszítőfáját.
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Most irányítatlan gráfokkal foglalkozunk
kör és út =⇒ valóban egyszerű
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Például: Villamosvezetékek kiépítése
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1. Minden legalább kétpontú fában van olyan csúcs, amiből csak egy él megy
ki (elsőfokú csúcs).
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Fák tulajdonságai

Tétel .
1. Minden legalább kétpontú fában van olyan csúcs, amiből csak egy él megy
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feszítőfája. Legyen g = (u, v) a G-nek egy olyan éle, ami nem éle F -nek, és
tegyük fel, hogy az F -beli u-ból v-be vezető úton van olyan g′ él, amelyre
c(g) ≤ c(g′). Ekkor az F -ből a g hozzávételével és a g′ elhagyásával adódó
F ′ gráf is egy minimális költségű feszítőfa G-ben.
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Bizonyítás: 1–4 volt már BSZ-ben
√
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F ∪ {g} gráfban van olyan kör, amelynek g′ éle =⇒ A g′ törlésével kapott F ′

gráf összefüggő marad
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F ∪ {g} gráfban van olyan kör, amelynek g′ éle =⇒ A g′ törlésével kapott F ′

gráf összefüggő marad
F ′ költsége nem nagyobb F költségénél
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másokat pedig eldobunk.
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézzük G éleit: bizonyosakat beveszünk a minimális feszítőfába,
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a pirosak pedig nem
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Definíció . (takaros színezés)Tekintsük a súlyozott élű G gráf éleinek egy
részleges színezését, melynél bármely él piros, kék vagy színtelen lehet. Ez a
színezés takaros, ha van G-nek olyan minimális költségű feszítőfája, ami az
összes kék élet tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 11

KÉK SZABÁLY: Válasszunk ki egy olyan ∅ 6= X ⊂ V csúcshalmazt,
amiből nem vezet ki kék él. Ezután egy legkisebb súlyú
X-ből kimenő színezetlen élet fessünk kékre.
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Válasszunk G-ben egy olyan egyszerű kört, amiben
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élét fessük pirosra.

Kezdetben G-nek nincs színes éle.



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 11
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Tétel . A piros-kék eljárás működése során mindig takaros színezésünk van.
Ezen felül a színezéssel sosem akadunk el: végül G minden éle színes lesz.
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sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amíg csak lehetséges.
=⇒ piros-kék algoritmus
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KÉK SZABÁLY:

PIROS SZABÁLY:

Válasszunk ki egy olyan ∅ 6= X ⊂ V csúcshalmazt,
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Tegyük fel, hogy egy takaros színezésünk van. Legyen F a G egy olyan
minimális költségű feszítőfája, amely minden kék élet tartalmaz, és egyetlen
pirosat sem. Tegyük fel továbbá, hogy ebben a helyzetben a gráf f élét festjük
be.
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alkalmaztuk.
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Az F -ben van olyan út (mert feszítőfa), ami
az f két végpontját összeköti. =⇒ Ezen az
úton pedig van olyan f ′ él, ami kimegy X-
ből, ugyanis f kilép X-ből.
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A kék szabály szerint kék sem lehet,
továbbá c(f ′) ≥ c(f) is teljesül.
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Legyen F ′ az F -ből az f ′ törlésével és az
f hozzáadásával kapott gráf.
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A piros szabályt használjuk: Ekkor f piros lesz. =⇒
Ha f nem éle F -nek

√

F
f

f ′

Ha f ∈ F , akkor az f törlésével az F két
komponensre esik.
=⇒ A körnek, amelyre a piros szabályt
alkalmaztuk. van olyan f ′ 6= f éle, ami a
két komponens között fut.
A régi színezés takarossága és a piros
szabály miatt az f ′ színtelen és c(f ′) ≤
c(f).
az F -be f helyett f ′-t véve a kapott F ′ egy
minimális költségű feszítőfa lesz
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minden élét, akkor a kék élek egy minimális költségű feszítőfa élei. Sőt, ez
már akkor is igaz, amikor van |V | − 1 kék élünk (és esetleg van még
színezetlen él).
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minden élét, akkor a kék élek egy minimális költségű feszítőfa élei. Sőt, ez
már akkor is igaz, amikor van |V | − 1 kék élünk (és esetleg van még
színezetlen él).

Bizonyítás: Az első állítás ⇐= a végső színezés is takaros.
A második: végül összesen |V | − 1 kék él lesz. Ha már van ennyi, akkor több
nem keletkezhet.
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élet választjuk azok közül, amelyek F -beli pontból F -en kívüli pontba mennek.
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súlyú színtelen él. Ha az f két végpontja ugyanazon kék fában van, akkor az
él legyen piros, különben pedig kék.

BORŮVKA MÓDSZERE: Minden egyes kék fához válasszuk ki a legkisebb súlyú
belőle kimenő (színtelen) élet. Színezzük kékre a kiválasztott éleket.
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Prim módszere

Mindig a kék szabályt alkalmazzuk: Válasszuk X-nek a meglévő fa
ponthalmazát.
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ponthalmazát. A kék élek végig fát alkotnak.
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var
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Jól működik, mert piros-kék algoritmus.
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halmaztól
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{
∗ ha i ∈ U
egy az i-hez legközelebbi U -beli csúcs ha i ∈ V \ U

MINSÚLY[i] =
{
∗ ha i ∈ U
C[i, j] ha KÖZEL[i] = j 6= ∗

A következő kék él az (i,KÖZEL[i]) élek közül kerül majd ki =⇒ kékes élek



ALGORITMUSELMÉLET 10. ELŐADÁS 18

KÖZEL[i] :=
{
∗ ha i = 1
1 ha i 6= 1

MINSÚLY[i] :=
{
∗ ha i = 1
C[i, 1] ha i 6= 1
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Kupacos-éllistás implementáció

Építsünk kupacot az aktuális U és V \ U közötti élekből.
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pedig O(log e) időt vesz igénybe.
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Lépésszám: A kupac mérete sosem haladja meg e-t.
A kezdeti kupacépítés legfeljebb O(e), az egyes műveletek végrehajtása
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