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Algoritmus fogalma

@ Egyeldre nem definidljuk rendesen az algoritmus fogalmat.
@ Eljaras, recept, mddszer.

@ Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég
pontosan, egyértelmiien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen
végrehajthatdk legyenek.
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A sz0 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban kbényvet irt az egészekkel valé alapmiveletek végzésérol.

algoritmus < szamitogép program

valos probléma — absztrakt modell — algoritmus — program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
Hatékony — gyors, kevés memoria, kevés tarhely

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 3/15

Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma A, [modell | -2+ program

A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcid, Iényegtelen
elemek kiszlrése, a lényeg kihamozasa
Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszeri, formalizalt,
pontos

BB: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény,
érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzésével,
ertekelésevel, megvizsgalva, hogy a moédszer mennyire
hatékony
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtdbbszor csak a lépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a Iépésszam az input méretétdl?

@ Az input méretét legtébbszdr n-nel jeldljik.

@ Alépésszam ennek egy f fliggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) Iépést végez.

@ Igazabdl az f figgveény az érdekes.

@ 100n vagy 101n, altalaban mindegy

@ n? vagy n°® mar sokszor nagy kiildbnbség, de néha mindegy
@ r? vagy 2" mar mindig nagy kiilénbség
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Példaul

Egy 10" mivelet/mp sebességii szamitégép mennyi ideig dolgozik,
ha f(n) maveletet kell végrehajtani n méretii bemenetre?

f(n)
n n n? logo N 2n n!
10 1079 ] 1078 | 10770 1,02-10~7 3,6-10~*
102 | 108 | 10°% | 2.10°10 4.10'2 év 2,9 - 10140 gv
106 || 10~ 100 | 6-10710 | 3,1.103%01012 gy | 2.6.10°-9656914y
102 || 0,1 | 31év| 9-10° sok év sok év
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f(n) és g(n) az R egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fliiggvenyek, akkor f € O(Q) jeldli azt a tenyt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 dllandok, hogy |f(n)| < c|g(n)| teljesdl, ha n > ng.

Mostantdl felteszik, hogy a fliggvények (legalabb nagy n-re) pozitivak.

Szokasos jelblés: f(n) = O(g).
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Példak

@ 100n+ 300 € O(n)
Biz: 100n+ 300 < 100n+ n<101n<cn, ha n> 300, ¢ = 101

@ 5n +3n¢c O(n?)
Biz: 5n* +3n<5m +3n° <8n® < cn’,han>100, c=8

@ n*+5n c O(n)
Biz: n* +5nm <6n*<n <cn,han>6, c=1

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 8/15



Példak

o n1000 c O(2n)
Biz: Teljes indukcioval, legyen ¢ = 1, ng = 10°.
n = 108-re igaz, mert 108900 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 10° akkor
(9%%) < 1000 = 1000 - 1000"~" < 1000~ " - 1000 =
— (106)/—1 < ki—1_
(K 4 1)1000 — j1000 4 (10,9°)k1°°°—’+--- < k1000 4 ..y
Ki—1K1000—i 4 .. < k1000 4 190K < 2. k1000 < o . ok — ok+1
ha k > 108,

@ 10g3%%(n) € O(n)
Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek

logaritmusat.
@ 2" c O(n')
@ nl e O(n")
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Példak

lgaz-e, hogy n® € O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegy(ik fel, hogy létezik olyan ¢, ny, hogy n? < cn teljestil
minden n > ng esetén.

Ekkor n < c teljestl minden n > ng esetén, ami nyilvan nem igaz, ha
n> c.
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f(n) és g(n) az R egy részhalmazan értelmezett, valos értékeket
felvevé fliggveények, akkor f € Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 allandék, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljestl, ha n > ny.

Példaul:
@ 100n — 300 € Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljesiinek a
feltételek

@ 5n? —3n € Q(n?)
e n* —5n € Q(n*)
o 2" € Q(n!)
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FUggvények nagysagrendije

Definicio

Ha f € O(g) és f € Q(g) is teljesdl, akkor f € ©(9).

Példaul:
@ 100n— 300 € ©(n)
@ 5n° —3n € O(n?)
@ n*—5n cO(n*
@ 1000 2" € ©(2")
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Altalanos tételek

Tétel

Ha fi(n) € O(gy(n)) és fx(n) € O(g=(n)), akkor
) fi(n) + f2(n) € O(max(gi(n), g2(n))),
i) fi(n)fz(n) € O(g1(n)ga2(n)).

| N

Bizonyitas.

dcy, nq, hogy f1(n) < ¢1g1(n), ha n > ny,

3¢y, N2, hogy f(n) < ¢xg-(n), ha n > no,

ekkor

fi(n) + f2(n) < max(cy, c2) max(gi(n), gz(n)) <
2max(ci, ¢2)(91(n) + g2(n)), ha n = max(ny, nz),

és
fi(n)f(n) < c1c2g1(n)go(n), ha n > max(ny, n2). DJ
Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 13/15

FUggvények nagysagrendije

Definicio
Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett, valos erteki
fliggvények. Ekkor az f € o(g) jelbléssel réviditjik azt, hogy

f(n)

——= —0, han— oo.

g(n)

Példaul:
@ 1001+ 300 € o(n?), hiszen 19974300 _, 0 ha n — oo
@ 5n? +3n¢c o(n)
@ n* +5n° € o(n*log, n)
@ n'1000 o O(2n)
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Osszefoglalas

O(log n) ¢ O(log® n) c O(n) c O(r?) c O(n®) c O(2") ¢
O(3") c O(n') c O(n") c O(2%")

Q(log n) D Q(n) > Q(n?) > Q(n®) > Q2"
> Q3" > Q(n!) > Q(n") > Q22"
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