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Keresofak

Téroljuk az U rendezett halmaz elemeit, hogy BESZUR, TOROL,
KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak legyenek.

Binaris fa bejarasa
teljes fa: az alsé szint is tele van = / szintl, teljes fanak 2/ — 1
csucsa van.

Fa csucsai — elem(x), bal(x), jobb(x), apa(x) és esetleg reszfa(x)
Ha x a gybkér, y pedig a 9-es csucs,
akkor

bal(jobb(x)) = vy,

apa(apa(y)) = x,
elem(bal(x)) = x,
reszfa(x) =
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PREORDER, INORDER, POSTORDER

pre(x) in(x) post(x)

begin begin begin
latogat(x); in(bal(x)); post(bal(x));
pre(bal(x)); latogat(x); post(jobb(x));
pre(jobb(x)) in(jobb(x)) latogat(x)
end end end

PREORDER: +%85—-96
INORDER: 8x5+9—-6
POSTORDER: 85%96 — +

Lépésszam: O(n)
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Binaris keresofa

Definicié (Keresoéfa-tulajdonsag)

Tetszbleges x csucsra és az x baloldali részfajaban levo y csucsra
igaz, hogy elem(y) < elem(x). Hasonldan, ha z egy cstcs az x jobb
részfajabol, akkor elem(x) < elem(z).

Hazi feladat: Igazoljuk, hogy egy binaris kereso6fa elemeit a fa inorder
bejarasa nemcsbkkend sorrendben latogatja meg.
Egy kenyelmes megallapodas: a tovabbiakban feltesszlk, hogy

nincsenek ismétlédé elemek a kereséfaban.
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Naiv algoritmusok

ben tarolt s’ elemmel.

@ Ha s = &/, akkor megtalaltuk.

KERES(4, S) @ Ha s > &/, akkor jobbra megyiink.

Ugyanezt az utat jarjuk be a KERES(5, S) kapcsan, de azt nem
talaljuk meg.

Lépésszam: O(¢), ahol ¢ a fa mélysége

MIN: mindig balra Iépilink, amig lehet

MAX: mindig jobbra Iéplnk, amig lehet

Lépésszam: O(¢)

TOLIG(a, b, S): KERES(a, S) — INORDER a-tél b-ig
Lépésszam: O(¢ + k), ahol k az a és b kozbtt levd elemek szama
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@ Ha s < &/, akkor balra megylnk tovabb.

KERES(s,S): Osszehasonlitjuk s-et S gydkeré-
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Naiv BESZUR

BESZUR(s, S): KERES(s, S)-sel megkeresstk, hova keriilne, és U]
levelet adunk hozza, pl. BESZUR(3, S):

Lépésszam: O(¢)
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Naiv TOROL
@ TOROL(s, S): Ha s levél, akkor trividlis, pl. TOROL (3, S):

@ TOROL(s. S): Ha s-nek egy fia van, akkor: s < fili(s), pl.
TOROL(4, S):
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Naiv TOROL
@ Vagy pl. TOROL(8, S'):

&3

@ TOROL(s. S): Ha s-nek két fia van, akkor visszavezetjik az el6z6
esetre. s helyére tegylk y := MAX(bal(s))-t és téroljuk y-t. PI.
TOROL(6, S):

fh SR
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Naiv TOROL

y := MAX(bal(s)) cstucsnak nem lehet két fia.

Bizonyitas.

Ha lenne két fia, akkor lenne egy y’ jobb fia is. De ekkor y’ > y.
4 0

Lépésszam: O(¢)

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 9/28



Faépités naiv beszurasokkal

Hapl. az 1,2,..., n sorozatbdl épitink fat igy, akkor ezt kapjuk:

Az épités koltsége: 2 +3 +... + (n— 1) = O(n?)

Ha egy véletlen sorozatbdl épitlink fat naiv beszurasokkal, akkor az
épités koltsége atlagosan O(nlog, n). A kapott fa mélysége atlagosan
O(logy n).
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Animéci6: Bejarasok, binaris keresbfa
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https://visualgo.net/en/bst

Piros-fekete fak
Olyan pinéri§ keresofa, melynek mélysége,nem lehet nagy.
BESZUR, TOROL, KERES, MIN, (MAX, TOLIG) hatékonyak.
Definicio
A piros-fekete fa egy bindris kereséfa, melyre teljeslilnek a
kévetkezOk:

@ Minden nem levél csticsnak 2 fia van.

© Elemeket belsé csuicsokban tarolunk.

© Teljesiil a keresbfa tulajdonsag.

© A fa minden csucsa piros vagy fekete.

© A gydkér fekete.

Q A levelek feketék.

@ Minden piros cstics mindkét gyereke fekete.

© Minden v cstcsra igaz, hogy az ésszes v-bél levélbe vezetd uton
ugyanannyi fekete csucs van.
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Példa

Megj.: A szokasos binaris fat kiegészitjik Ures levelekkel.
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Piros-fekete fak

Jeldlések
@ F,: v gybker( részfa
@ m(v): v magassaga, a leghosszabb v-bdl levélbe vezetd Ut
éleinek szama
@ fm(v): v fekete-magassaga, a v-bdl levélbe vezetd dsszes uton a

fekete csucsok szama, v-t nem szamolva.
(Ez minden uton egyforma a @. tulajdonsag miatt.)
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Tulajdonsagok

Allitas
Egy piros-fekete fa minden v csucsara teljestil

@ < fm(v) < m(v).

Bizonyitas.

A leghosszab levélbe vezetd Uton a feketék szama nem lehet tébb az
élek szamanal = fm(v) < m(v). /

@. pont miatt a leghosszabb Uton a pontoknak legalébb a fele fekete
= @ < fm(v). / O

| \

v,
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Tulajdonsagok

F,, belsé cstcsainak szama b, > 2m(V) _ 1.

Bizonyités.

Indukciéval m(v)-re: m(v) =0 = fm(v) =0,b, >2°0 -1 /

Ha m(v) > 0, akkor legyen x, y a két fia.

= m(x) < m(v) és m(y) < m(v)

fm(v) —1 < fm(x) < fm(v) és fm(v) — 1 < fm(y) < fm(v)

by = bx+ by +1 =

by > ™) —_ N+ 2™V _1)+1 > 2.(2™mW=T_1)+1 =2V _4, O

v,
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Tulajdonsagok

Allitas
Ha egy piros-fekete faban n elemet tarolunk, akkor a fa magassaga
<2log(n+1).

Bizonyités.
Ha r a gyékér — b, = n.
n=b,>2M"N _1 — log(n+1) > fm(r) > ™/ O

KERES, MAX, MIN lépésszama piros-fekete faban O(log n).

Bizonyitas.

Altaldban minden kereséfaban a lépésszam a fa magassagaval
aranyos = O(/) = O(log n). O
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BESZUR lépésszama

Ha a kereséfaknal hasznalatos beszurast hasznalnank, akkor
megsérllhetne a piros-fekete tulajdonsag.

Forgatas

Megj.: Ez a mlivelet megtartja a keresoéfa tulajdonsagot.
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BESZUR

Szurjuk be az uj elemet a keresofaknal megismert médon. =
Uj belsd cstcs keletkezik (gyerekei csak (ires fekete levelek):

@ Ha z a gyokeér, akkor legyen fekete :/e\

@ Ha z nem gydkér, akkor legyen az apja x, —
Z legyen piros.
(1) Ha x fekete — fekete-magassagok sehol nem

valtoznak / =

(2) Ha x piros = nem teljesll a piros-fekete

tulajdonsag —

— tovabbi Iépések kellenek.
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BESZUR

(2) Mivel x piros, nem gybkéer —
legyen x apja t (fekete), x testvére y.
(2.1) Ha y piros = atszinezziik (-t pirosra

Ezzel a problémat két szinttel feljebb toltuk, ott folytatjuk a fa
rendbetételét.

Kivéve, ha t a gydkér — t marad fekete — fm(t) eggyel
nagyobb lesz.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:
(2.2.1) Ha z és x nem azonos oldali gyerek = forgatunk x koral.

Ezzel a kdvetkezd esetre vezettiik a problémat.
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BESZUR

(2.2) Ha y fekete:

(2.2.2) Ha z és x azonos oldali gyerek
= forgatunk t kériil, majd atszineziink.

Ezzel a gyokér fekete-magassaga nem valtozik, és teljesil a
piros-fekete tulajdonsag. +/

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 22/28



BESZUR

A BESZUR sorén

(a) alépésszam O(log n),
(b) legfeljebb 2 forgatas térténik.

Bizonyitéas.

(a) y piros esetben a (2.1) pontban 2 szinttel feljebb kerll a baj —-

szintenként konstans lépés = O(log n). /

(b) Forgatas csak a (2.2) esetben térténik, de ekkor nincs
felgy(riizés, rogton kijavitjuk a fat. ./

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet

23/28



TOROL

Hasonl6 mddszerek, de bonyolultabb.

A TOROL soran

(a) alépésszam O(logn),
(b) legfeljebb 3 forgatas térténik.
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy lres faba sorban a 2,7,9,4, 3, 1 elemeket.
(2.2.2) (2.2.2)
forgata atszin.
> f——
(2.1)
atszin.
=
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a 2,7,9,4,3, 1 elemeket.

(2.2.1) (2.2.2)
forgatas forgatas
(2.2.2)
atszm
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Példa BESZUR4&sokra

Szurjuk be egy Ures faba sorban a2,7,9,4,3, 1 elemeket.

(2.1)
atszin.
=
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Java animacio: Piros-fekete fa
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https://people.ksp.sk/~kuko/gnarley-trees/Redblack.html

