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Rendezési relacié

Legyen U egy halmaz, és < egy kétvaltozos relaciéo U-n. Ha a,b € U
és a < b, akkor azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b.

A < relacié egy rendezés, ha teljesliinek a kévetkezok:

1. a £ aminden a € U elemre (< irreflexiv);

2. Haa,b,ce U,a< b, és b < c, akkor a < ¢ (< tranzitiv);

3. Tetszbleges a # b € U elemekre vagy a < b, vagy b < afennall (<
teljes).

Ha < egy rendezés U-n, akkor az (U, <) part rendezett halmaznak
nevezzuk.
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Rendezési relacié

Példak:
@ Z az egész szamok halmaza. A < rendezés a nagysag szerinti
rendezes.

@ Az abc betlinek ¥ halmaza; a < rendezést az abc-sorrend adja.
Az x betli kisebb, mint az y betil, ha x elébb szerepel az
abc-sorrendben, mint y.

@ A X betiiibdl alkotott szavak ~* halmaza a szo6tarszerl vagy
lexikografikus rendezéssel. = legyen X = x1Xo - - - X €S
Y = ViYo -y két sz6.
Az X kisebb mint Y, ha vagy / > k és x; = y; ha minden
i=1,2,...,k esetén;
vagy pedig x; < y; teljesdl a legkisebb olyan j indexre, melyre
X; # y;. Tehat példaul kar < karika és bor < bot.
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Keresés rendezetlen halmazban

Feladat
Adott az U halmaz véges S = {s1,S>,...,8n_1,Sn} részhalmaza és
seU.

El akarjuk elddnteni, hogy igaz-e s € S, és ha igen, akkor melyik i-re
teljesdl s; = s.
Hany 6sszehasonlitas kell?

ltt 6sszehasonlitas: Igaz-e, hogy s; = s7
Valasz: lgen vagy nem.

Legrosszabb esetben minden elemet végig kell nézni —-
n 6sszehasonlitas kell legrosszabb esetben.
n/2 6sszehasonlitas kell atlagosan.
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Keresés rendezett halmazban
Barkochba jaték: gondolok egy szamot 1 és 100 kOz6tt, hany
elddntendd kérdésbol lehet kitalalni?

Feladat

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges

S={s1 <% <...<8,.1< 8p} réeszhalmaza és s € U.
Osszehasonlitdsokkal akarjuk eldénteni, hogy igaz-e s € S, és ha
igen, akkor melyik i-re teljesil s; = s.

Hany 6sszehasonlitas kell?

ltt 6sszehasonlitas: Mi a viszonya s-nek és s;-nek?
Valasz: s; = svagy s; < svagy s; > S.

Linearis keresés

Sorban mindegyik elemmel 6sszehasonlitjuk.
Koltség a legrosszabb esetben: n, mert lehet, hogy pont az utolso volt.

Koltség atlagos esetben esetben: (n/2) + 1.
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Binaris keresés

Oszd meg és uralkodj: eloszér a k6zépsd s;-vel hasonlitunk.
Hasonl6 feladatot kapunk egy Sy halmazra, amire viszont |Sq| < [5]/2.
Es igy tovabb:

S S
<BOlis < sy<

Pl. keresstk meg, benne van-e 21 az alabbi sorozatban!

15,22,25,37. |}, 56.70, 82

(1)
15,22, |l 37.,48,56, 70, 82 (2)
15, |8, 25, 37, 48,56, 70, 82 (3)
B 22, 25,37, 48,56, 70, 82 (4)
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Binaris keresés

Addig kell csinalni, amig | S| = 1 lesz. Innen 1 = | S| < .
— 2K < n = k < |log, n|
Ez k+1 6sszehasonlitas volt. = k+1 < [log, n| +1 = [log,(n+1)]

EZz optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.
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Binaris keresés

EZz optimalis, nincs olyan keresé algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n+ 1)] kérdést hasznal.

Bizonyitas.

Az ellenség nem is gondol egy szamra, csak mindig ugy valaszol, hogy
minél tdbbet kelljen kérdezni. Ha egy kérdést felteszek, és az igen
valasz utan mondjuk széba j6n x lehet6ség, akkor a nem esetén szdba
jon még n — x — 1 lehetdség. (A ,—1" az s = s; valasz miatt van).

Az ellenség ugy véalaszol, hogy minél tébb lehetdéség maradjon, igy el
tudja érni, hogy legaldbb 2! marad.

n—1

— 2 kérdés utan legalabb 2, = 4 — 1 — % marad.

—> k kérdés utan is marad még 4 — 3 — - — 5 lehet6ség.

Tehat teljestiinie kell 5 — 5 —--- — ¢ < 1-nek.

Vagyis n <2k 4-2k=1 1 41 =2k"1_ 1. — [log,(n+1)] — 1 < k.
Ha még van egy lehetséges elem, akkor még +1 egy kérdés. ]
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Minimumkeresés

Feladat
Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1,So,...,Sn_1,Sn}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal keressiik meg az S minimélis elemét, azaz egy
olyan s; elemet, hogy minden i # j esetén s; < s;.

@ Hany O6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
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Minimumkeresés

n elem kézul a minimalis kivalasztasahoz legrosszabb esetben n — 1
6sszehasonlitas kell.

Bizonyitas.

n — 1 6sszehasonlitas mindig elég: Rendezzlink kiesés versenyt,
mindig a kisebb elemet megtartva egy-egy 6sszehasonlitas utan. Mivel
,mindenki pontosan egyszer kap ki a gydztest kivéve”, ez n — 1
0sszehasonlitast igényel.

n — 1 6sszehasonlitasnal kevesebb nem mindig elég: Legyenek az
elemek egy graf pontjai, ha kettdt 6sszehasonlitottunk, hizzunk
kdzO6ttik élet. Amig a graf nem dsszefliggd, barmely komponensében
lehet a minimalis elem.

Ha a graf mar 6sszefliggd, akkor legaldbb n — 1 éle van, tehat kell
ennyi 6sszehasonlitas. O

v
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Rendezés

Feladat
Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1, S2,...,Sn_1,Sn}
részhalmaza.

Osszehasonlitasokkal rendezziik az S elemeit a rendezés szerint
novekvo sorrendbe, azaz keressiink olyan o permutaciot, hogy
80(1) < 80(2) < -0 K Sa(n)-

Input: témb, lancolt lista, (vagy barmi)
Output: altalaban, mint az input
Lépések: elemek mozgatasa, cseréje, 6sszehasonlitasa

A rendezés 6nmagaban is eldfordulé feladat, de eldjén, mint hasznos
adatstruktura is. Rendezett halmazban kénnyebb keresni (pl.
telefonkdnyv).

@ Hany 6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
@ Hany 6sszehasonlitas kell atlagos esetben?
@ Hany csere kell a legrosszabb esetben?

@ Mennyi plusz tarhely szikséges?
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Buborék-rendezés

Input: A[1 : n] (rendezetlen) témb

Ha valamely i-re A[i] > A[i + 1], akkor a két cella tartalmat kicsereljik.
A tdmb elejerdl indulva, kbzben cserélgetve eljutunk a tdomb végeéig.
Ekkor a legnagyobb elem A[n]-ben van. Ismételjuk ezt az A[1 : n — 1]
tdbmbre, majd az A[1 : n — 2] tdmbre, stb.

procedure buborék
(*az A[1 : n] tdmbdbt névekvoen (nem csékkenben) rendezi *)
for(j=n—-1,7>0,j:=j—1)do

for(i=1,i<j,i:=i+1)do

{ ha A[i + 1] < A[i], akkor cseréljuk ki Oket.}

Osszehasonlitdsok szama: n—1+n—-2+...+1 = @
cserék szama: < 22-1)
Java animacio: Buborék rendezés
Video animacidé: Buborék rendezés

Video tanc: Buborék rendezés Java animacio: Buborék rendezés
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http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/1/demo.html
http://www.youtube.com/watch?v=MtcrEhrt_K0
http://www.youtube.com/watch?v=lyZQPjUT5B4
http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/

Beszurasos rendezés
Ha az A[1 : k] résztdémb mar rendezett, akkor szurjuk be a kdvetkezd

elemet, Alk + 1]-et, linearis vagy binaris kereséssel, majd a kévetkezot
ebbe, stb.

linearis binaris
n(n—1) -
6sszehasonlitas 5 > Tlog,(k +1)]
k=1
n+2)(n—1 n+2)(n-—1
mozgatas (n+2)(n-1) | (n+2)(n-1)
2 2
n(n—1) o
atlagos bsszehasonlitds | ——,— > [logy(n+1)]
k=1
atlagos mozgatas ia "
g g 4 4
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Binaris beszurasos rendezés lepésszama

K := [log, 2] + [log, 3] + - - - + [log, n| < nllog, n|

Jobb becslés: haszndljuk fel, hogy [log, k| < 1 + log, k

K<n—1+log,2+---+log,n=n—1+log,(n')

Felhasznélva a Stirling formulat: n! ~ (n/e)"v2mn kapjuk, hogy

1
log, n! ~ n(log, n —log, e) + 5 log, N+ log, V27 ~ n(log, n — 1,442)

Ezért K < n(log, n — 0.442) elég nagy n-re.
Java animacid: Beszurasos rendezés
Video tanc: BeszUrasos rendezés
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http://people.cs.pitt.edu/~kirk/cs1501/animations/Sort1.html
http://www.youtube.com/watch?v=ROalU379l3U

Alsé becslés dsszehasonlitas alapu rendezésre

Ugyanaz, mintha barochba-ban kellene kitalalni, hogy az elemek
melyik sorrendje (permutacioja) az igazi sorrend.

Kezdetben n! lehetséges sorrend jon szbba.

Két elemet 6sszehasonlitva a valasz két részre osztja a sorrendeket.
Ha pl. azt kapjuk, hogy x < y, akkor az olyan sorrendek, amelyekben
x hatrébb van y-nal, mar nem jénnek szoba.

Ha az ellenség megint Ugy valaszol, hogy minél tébb sorrend maradjon
meg, akkor k kérdés utan még szdba jon 2%' sorrend.

Ha Z > 1, nem tudjuk megadni a rendezést. —>

Minden &sszehasonlitas alapu rendezé modszer n elem
rendezésekor legalabb log,(n') ésszehasonlitast hasznal.
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Osszefésiléses rendezés

Osszefésiilés (MERGE):

Két mar rendezett sorozat (t6mb, lista, stb.) tartalmanak egy sorozatba
valé rendezése:

A[1: k] és B[1 : [] rendezett tdmbdk — C[1 : k + /] rendezett tdmb
Nyilvan C[1] = min{A[1], B[1]}, pl. A[1],

ezt rakjuk at C-be és t6roéljuk A-bal.

C[2] = min{A[2], B[1]}, stb.
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Példa

A B C
12,15,20,31|13,16,18
15,20, 31 13,16,18 | 12,

15,20, 31 16,18 12,13

20, 31 16,18 12,13,15

20, 31 18 12,13,15,16

20, 31 12,13,15,16,18

31 12,13,15,16,18,20
12,13,15,16, 18, 20, 31

O0sszehasonlitdsok szama: k + 1 — 1, ahol k, | a két témb hossza
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Osszefésiiléses rendezés

Alapotlet: Rendezzik kilén a tdémb elsd felét, majd a masodik felét,
végul fésuljuk 6ssze.
Ezt csinaljuk rekurzivan.

MSORT(A[1 : n]) :=
MERGE(MSORT(A[1 : [n/2]]), MSORT(A[[n/2] + 1 : n])).

Hogy elvarrjuk a rekurzi6 aljat, legyen MSORT(A[/, /]) az Ures utasitas.
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Osszehasonlitasok szama
Jelbljuk T(n)-el a Iépésszamot n hosszu tdmb rendezésekor. Az
egyszer{iség kedvéért tegyiik fel, hogy n = 2*.

T(n)<n-—1+2T(n/2),

T(n)<n—-1+42(n/2—-1+42T(n/4))=n—1+2(n/2—-1)+4T(n/4).

T(n) < n—142(n/2—1)+4(n/4—1)+- - -+2k=1(n/2k=1-1) < n[log, n].

Felhasznalva, hogy T(1) = 0.

Az Osszefésuléses rendezés konstans szorzo erejeig optimalis.
Mozgatasok szama: 2n[log, n|

Tarigény: 2n cella (bonyolultabban megcsinalva elég n + konst.)
Java animacio: Osszefésiiléses rendezés Video animacio:
Osszefésiléses rendezés Video animacié: Osszefésiiléses rendezés
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Példa Osszefésliléses rendezésre

20138 07 451614511 3
2 »5 71014 611 3
> 5 7 841 3 4 6
1 2 3 4 5 6 7 8
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http://people.cs.pitt.edu/~kirk/cs1501/animations/Sort1.html
http://www.youtube.com/watch?v=_r0gV2hQYf0
http://www.youtube.com/watch?v=_r0gV2hQYf0
http://www.youtube.com/watch?v=XaqR3G_NVoo

Gyorsrendezés

[C. A. R. Hoare, 1960] o
0szd meg és uralkodj: véletlen s elem a témbbdl — PARTICIO(s) —

s-nél kisebb elemek | s | ... | s | s-nélnagyobb elemek

GYORSREND(A[1 : n])
1. Valasszunk egy véletlen s elemet az A tdmbbol.

2. PARTICIO(s); az eredmény legyen az A[1 : k], Ak + 1 : 1],
A[l + 1 : n] felbontas.

3. GYORSREND(A[1 : k]); GYORSREND(A[/ + 1 : n]).

Véletlen elemnek valaszthatjuk mindig a témb elsd helyén allot.
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A PARTICIO(s) mUkodése
Legyeni:=1,j:=n,
@ /-t ndveljik, amig A[i] < s teljesul
@ j-t csokkentjik, amig A[j] > s
——
I — —
s-nél kisebb elemek s-nél nem kisebb elemek

Ha mindkettd megall (nem lehet tovabblépni), és i < j, akkor A[i] > s
és Alj] < s =

Kicseréljuk A[i] és A[j] tartalmat, majd i :=i+1ésj:=j— 1. Ha a két
mutatd dsszeér (mar nem teljeslil i < j), akkor s eléfordulasait a felsd
rész elejére mozgatjuk.

PARTICIO Iépésszama: O(n)

GYORSREND lépésszama legrosszabb esetben: O(n?)
GYORSREND lépésszama atlagos esetben:

1,39nlog, n+ O(n) = O(nlog n)

Java animacio: Gyorsrendezés Java animacié: Masik gyorsrendezés

Obama és a rendezés
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http://people.cs.pitt.edu/~kirk/cs1501/animations/Sort1.html
http://www.cs.auckland.ac.nz/software/AlgAnim/qsort.html
http://www.youtube.com/watch?v=k4RRi_ntQc8

Kulcsmanipulacios rendezések

Nem csak 6sszehasonlitasokat hasznal.
Pl. ismerjik az elemek szaméat, bels6 szerkezetét.

Ladarendezés (binsort)

Tudjuk, hogy A[1 : n] elemei egy m elem{ U halmazbdl kertlnek ki, pl.
c{1,...,m}

— Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B témbét (m db ladat),
el6szdr mind Ures.

ElsO fazis: végigolvassuk az A-t, és az s = AJi] elemet a Bjs] lista
végére flzzik.

— konzervativ rendezés, azaz az egyenld elemek sorrendjét
megtartja.
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Ladarendezés
Példa: Tegyuk fel, hogy a rendezendd A[1 : 7] tdbmb elemei 0 és 9
kbzbtti egészek:

A:15]3|1|/5|/6|9]|6

B: 1 3 55|66 9

Masodik fazis: elejétdl a vegeéig névo sorrendben végigmegyink B-n,
és a Bj/] listak tartalmat visszairjuk A-ba.

B: 1 3 55|66 9

A: 113|556 |6]|9

Lepésszam: B létrehozdsa O(m), els6 fazis O(n), masodik fazis
O(n+ m), 6sszesen O(n+ m).
Ez gyorsabb, mint az altalanos alsé korlat, ha pl. m < cn.

Java animacio: Lada rendezés
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http://www.cs.auckland.ac.nz/software/AlgAnim/binsort.html

Radix rendezés

A kulcsok Osszetettek, tdbb komponensbdl alinak, ¢ ... t, alakud
szavak, ahol a t; komponens az L; rendezett tipusbdl valo, legyen
|L;| = sj, a rendezés lexikografikus.

Példa: Legyen (U, <) a huszadik szazadi datumok ésszessége az
idérendnek megfeleld rendezéssel.

Ly = {1900,1901,...,1999}, s = 100.

L, = {januar, februar,. .., december}, s, =12.

Ly=1{1,2,...,31}, s3=231.

A datumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szarmazd lexikografikus
rendezés lesz.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 25/28

Radix rendezés

@ Rendezzik a sorozatot az utolso, a k-adik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ A kapottat rendezzik a k — 1-edik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ stb.
Fontos, hogy a ladarendezésnél, az elemeket a ladaban mindig a lista
végere tettlk. lgy ha két azonos kulcsu elem kdzll az egyik megeldzi

a masikat, akkor a rendezés utan sem valtozik a sorrendjuk.
— Az ilyen rendezést konzervativ rendezésnek nevezzik.
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Miért mikodik a radix jol?

Ha X < Y, az els6 i — 1 tag megegyezik, de x; < y;, akkor az i-edik
komponens rendezésekor X el6re kerdl.

A laderendezés konzervativ = késdbb mar nem valtozik a

sorrendjlk.

Példa:

1969.01.18. | 1969.01.01. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18.
Napok szerint rendezve:

1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18.
Honapok szerint rendezve:

1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1918.12.18.
Evek szerint rendezve:

1918.12.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1969.01.01. | 1969.01.18.
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Radix rendezés

Algoritmuselmélet

Lépésszam: k ladarendezés 6sszkoltsége: O(kn + ZL Si)

Ez lehet gyorsabb az altalanos korlatnal
@ c k allandok és s; < cn

— O(kn+ K . cn) = O(k(c + 1)n) = O(n).
pl. az [1,n'® — 1] intervallumbol valé egészek rendezése

@ k=logn,si=2 = O(nlogn+ 2logn) = O(nlog n).
Java animacié: Radix rendezés
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http://www.cs.auckland.ac.nz/software/AlgAnim/radixsort.html

