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Hashelés

Nem tételezzik fel a lehetséges kulcsok 6sszességének (az U
univerzumnak) a rendezettséget.

Olyan médszercsalad, amely a keresés, beszuras, torlés és modositas
gyors és egyszer(l megvaldsitasat teszi lehetdvé.

Nincs rendezés — nincs MIN, MAX, ...

Cél: § C U kulcshalmazzal azonositott allomany megszervezése ugy,
hogy a fenti miveletek atlagos értelemben hatékonyak legyenek.

Példa: Magyar allampolgarok személyi nyilvantartasa

— kulcs= 11 jegyl személyi szam

Lehetséges személyi szamok: 4 - 102 - 12 - 31 - 10° ~ 148 milli6 darab.
Elég lefoglalni 11 millié rekordnak helyet.

Olyan h faggveny kell, ami minden személyi szamhoz rendel egy
egészet a [0,12 - 108 — 1] intervallumbol.

Jo lenne ha, K # K’ esetén h(K) # h(K’) teljesliine, de ez nem
lehetséges. — Utkdzések elkerilhetetlenek

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 2/20



Hashelés alapveto 6telete

Veszlink egy alkalmas h hash-fliggvényt, elsének a K kulcsu elemet a
h(K) cellaba prébaljuk illeszteni.

Ha késbbb érkezik egy K’ elem, amire h(K) = h(K’), akkor Utk6zés
van.

Az Utkozések feloldasara tdbb mddszer is van, prébalunk mas helyet
talalni K’-nek.

Fontos kérdés a megfeleld hash fliggvény kivalasztasa is, pl.
h(K) = konst. nyilvan nem praktikus.
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Védrés hashelés

Foleg kllsd taron tarolt, nagy allomanyok kezelésére.

Minden elemet, amelyre h(K) = i beteszink V(i)-be, ha tébb ilyen is
van, lancolt listaként.

V[0 : M — 1] védoérkatalogus, V|[i] mutatd egy vodorbe, amiben az
elemek listai (laplancai) vannak. A vodrok mérete altalaban kicsi.

0 > >
al ™S
\ egy vodor lapjai
h(K) ~ |K]
M — 1 > >
4
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Kulcsok a vodorben

Hogyan helyezzik az uj kulcsot a vodorbe?

@ Az elsd szabad helyre tesszlk, ha kell, Uj lappal bdvitink (az
elején).
@ Kulcs szerint rendezve vannak, beszuraskor a helyére tesszlk.

Keresés a hash-tablaban

@ Kiszamitjuk h(K)-t.
@ A V[h(K)] vodbdrben kereslink szekvencialisan, addig megyUnk,
amig megtalaljuk, vagy véget ér.

Torlés ugyanigy.
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Hashelés koltsége

KUlso taras szerkezet — lapelérések szama.
M vbdor van, és [-lapnyi rekordot tarolunk

—> egy vOdorbe atlagosan ~ //M lap kerdl
—> atlagos lanchossz: |/M

—> Kereseés atlagos lépésszama: 1 + //M

Hogyan valasszuk meg M-et?
I/M legyen kb. 1, de hagyjunk ra 20%-ot.

Példa: 1 000 000 rekordbdl allé allomanyt szeretnénk lancolasos
mddszerrel kezelni, egy lapon 5 rekord fér el.

Ekkor / =1 000 000/5 = 200 000 = M =~ 220 000 — 240 000
— keresés atlagos koéltsége valamivel 2 lapelérés alatt marad.
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Hashelés nyitott cimzéssel

Csak belsdé memorias mddszerként hasznosak.

F& 6tlet: ha h(K) mar foglalt, kereslink egy Ureset valamilyen
maddszerrel.

Legyen 0, h1(K), ho(K), ..., hy_1(K)a0,1,...,M —1 szdmok egy
permutacidja.

—> Végqigprobalgatjuk a h(K) + hj(K) (mod M) sorszamu cellakat
(i=0,1,...,M— 1) az elsd Ures helyig, ahol a rekordot elhelyezziik.
— Ha nincs Ures, a tabla betelt.

K
0 h(K) h(K) + hi(K) h(K) + h2(K) h(K) + hs(K) M—A1
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Linearis probalas

hi(K) == —i

Visszafelé Iépkediink egyesével h(K)-t6l indulva az elsd Ures helyig.
Sikeres kereseés atlagos koltsége:

1 1
CN:§<1+1—05>

Sikertelen keresés atlagos kolisége:

C;\,=%<1+(11Q)2>

ahol a = N/M — a telitettségi (betdltbttségi) tényezd, N — a tablaban
levd rekordok szama, M — a tabla cellainak szama.

a [2/3[0,8]0,9
Cv| 2 | 3 |55
C,| 5 | 13 50,5
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Linearis probalas

Példa: M =7, h(K) := K (mod 7), linearis préba,
beillesztendd: 3,11,9,4,10.

0 (1}2]3]|4|5]|6
1014193 11

Ha most toroljuk a 9-et, akkor késobb nem talalnank meg a 4-et.
— 9 helyére egy specialis TOROLT jelet pl. x-ot teszlink. —-

0O 1|23 4 5|6
1014 || 3|11

Linearis préba hatranya: Ha mar sok cella tele van, kialakulnak
egybefliggd csomok, megnd a keresési, beillesztési Ut.

— elsbdleges csomdsodas

Java animacio: Hashelés linearis probaval
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Hashelés alvéletlen probaval

A0, h(K), ho(K),..., hy_1(K) prébasorozata 0,1,..., M — 1
szamoknak egy a K kulcstdl fliggetlen alvéletlen permutacioja.

A sorozatnak gyorsan és hatékonyan reprodukalhaténak kell lennie,
ezért nem lehet ,valodi” véletlent hasznalni.

Ha h(K) = h(L), akkor a K és L kulcsok teljes probasorozata is
megegyezik. = masodlagos csomosodas

Kvadratikus maradék préba

Legyen M egy 4k + 3 alaku primszam, ahol k egy egész.
Ekkor a probasorozat legyen

M—1\% [M-1)\?
2 (42 2 (02 A I A
0,12, —(1?),22, (2),...,( 5 ) ( 5 )

Belatjuk, hogy ez tényleg permutacio.
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http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/

Hashelés kvadratikus probaval

Ha M egy 4k + 3 alaku primszam, akkor nincs olyan n egész, melyre
" = —1 (mod M).

Bizonyitas.
Indirekt tegy(ik fel, hogy n egy egész szam és n> = —1 (mod M). —

M—1
n°z

= (-1)'F = "1 = p#M) =1 (mod M).

Az utolsé I1épésnél az Euler-Fermat-tételt hasznaltuk. é O
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Hashelés kvadratikus probaval

Ha 0 <i<j< M=l akkor 2 # 2 (mod M). <= j2—i2=(j—i)(j+i)
felbontas egyik tényezdje sem lehet oszthaté M-mel, tehét a szorzatuk

sem. +/

Ugyanigy = —i® # —j (mod M). /

A lemma miatt (j=1)? # —1 (mod M), ahol j~' a j elem inverze a
(mod M) maradékosztalyok csoportjaban a szorzasra nézve.

— 2 # —j2 (mod M) ./
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Hashelés kvadratikus probaval

Sikeres keresés koltsége:
Cn ~ 1 — log(1 —a)—%

Sikertelen keresés koltsége:

;
(1-0a)

Cn =~ —a—log(1 — )

Ezek az 6sszefliggések valamivel altalanosabban érvényesek az olyan
maodszerekre, amelyekre h;j(K) = fi(h(K)), vagyis ahol a h(K) érték
mar az egész probasorozatot meghatarozza.
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Kettds hashelés

G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 koérdl.

Lényeg: h mellett egy masik /' hash-fliggvényt is hasznalunk de azt
csak a prébasorozat eldallitasahoz.

A W (K) értékek relativ primek legyenek az M tablamérethez.

A K kulcs prébasorozata: hi(K) := —i - H(K).

Ha M és H'(K) relativ primek

— 0,—-H(K),—-2H(K),...,—(M — 1)H(K) sorozat elemei mind
kil6nbdzok modulo M.

Fontos sajatossaga: kilénbdzd K és K’ kulcsok prébasorozatai jé
eséllyel akkor is kilénb6zdk lesznek, ha h(K) = h(K').
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Kettds hashelés

A legjobb ismert implementaciok iddigénye (empirikus adatok alapjan)

1 1 1
~ — | 5 R
Cn aog(1_a) és Cy

@ A kettds hashelés kikiisz6bdli mindkétféle csomosodast.

@ Sikertelen keresés esetén minden érdekes a-ra gyorsabb, mint a
linearis prébalas.

@ Sikeres kereséskor csak az o« > 0, 8 tartomanyban lesz gyorsabb
a linearis prébalasnal.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 15/20

Hash-fliggvények

@ Legyen kdnnyen (gyorsan) szamithatd,
@ és minél kevesebb Utkdzést okozzon.

A masodik kévetelmény elég nehezen megfoghatd, mert a
gyakorlatban eléforduld kulcshalmazok egyaltalan nem
véletlenszerlek.

Hasznos tanacsok: h(K) értéke lehetbleg a K kulcs minden bitjétdl
flggjon és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtartomany legyen.

Két gyakran hasznalt médszer hash-fliggvény elballitasara az oszto6-
és a szorzémobdszer.
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Osztomodszer

Legyen h(K) := K (mod M),
ahol M a tabla vagy a véddrkataldgus mérete.
Feltesszlk, hogy a kulcsok egész szamok.
A h(K) szamitasa gyors és egyszerd.
A tadbla mérete sem teljesen k6z6mbds.
Példaul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K) csak a kulcs utolsé néhany
bitjétdl fligg.
A j6 M értékeket illetden van egy széles kbrben elfogadott recept:
D. E. Knuth javaslata: M-et primnek valasztjuk, ugy, hogy M nem
osztja rf+a-, ahol r a karakterkészlet elemszama (pl. 128, vagy 256)
és a, k ,kicsi" egészek.
M prim:
@ Lényeges feltétel a kvadratikus maradék probanal.
@ Kettds hashelésnél kdnnyl hozzajuk relativ prim szamot talélni .
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Szorzémobdszer
B egy rogzitett paraméter.

h(K) := |M - {BK}.

{x} jeléli az x valés szam tOrtrészét.

Szemléletesen: {SK} kiszamitdsaval a K kulcsot ,véletlenszerlien"
beldjik a [0, 1) intervallumba, majd az eredményt felskalazzuk a
cimtartomanyba.

Hatékonyan szamithatd specialis eset:

M = 2! w = 2% és legyen A egy a w-hez relativ prim egész.
Ekkor 8 = & valasztas mellett h(K) igen j6l szamolhato.

A szamok binaris abrazolasaval dolgozva Iényegében egy szorzast és
egy eltolast kell elvégezni.

A szorzéméddszer j6l viselkedik szamtani sorozatokon.

pl. termeék1, termék2, terméka3, ... esetében.

Megmutathatd, hogy a h(K), h(K + d), h(K + 2d) . .. sorozat
kdzelitdleg szamtani sorozat lesz, azaz h jol ,szétdobja" a kulcsok

szamtani sorozatait.
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Szorzomodszer

Tétel (T. S6s Vera, 1957)

Legyen (3 irracionalis szam, és nézzik a0, {5}, {26} ,..., {nB}
pontok altal meghatarozott n + 1 részintervallumot [0, 1)-ben. Ezek
hosszai legfeljebb 3 kiilénbdzb értéket vehetnek fel, és {(n+ 1)8} a
leghosszabbak egyikét fogja két részre vagni.

Kovetkezmeny: A szorzémbdszer esetén mindig elég egyenletesen
lesznek szétszdrva a hashértékek (ha a bemenet egy szamtani
sorozat).

A [0, 1)-beli szamok kdzUll a legegyenletesebb eloszlast a

B=¢ ' =¥51—-0618033988...65a3=¢2=1—¢ ' értékek
adjak.

— Erdemes a szorzémodszernél az A-t ugy valasztani, hogy 2 kdzel
legyen ¢~ '-hez. — Fibonacci-hashelés
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A kettds hashelés masodik fliggvénye

Olyan # fuggvény kell, melynek értékei a [0, M — 1] intervallumba
esnek, és relativ primek az M-hez.
Ha M prim —

H(K):=K (mod M—1)+1.

— W (K) és M relativ primek.

Mivel A'(K) minden értéket felvesz 1 és M — 1 kdz6tt, ezért elég sok
kOlénb6z6 prébasorozatot ad.

Java animacio: Hashelés
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