Algel 2025 B-fa, hash, adatstuktara 9. gyakorlat

1. Vodros hash-t hasznalva akarunk szdmokat tarolni, a h(z) = = (mod 11) hash fiiggvényt hasznalva.
(a) Szurjuk be a kezdetben tires, 11 méretii hash tablaba a 2, 5, 12, 1, 3, 88, 23, 43, 10, 34 elemeket!
(b) Hogyan zajlanak a feltoltott tablaban a kovetkezs keresések: keres(1), keres(20), keres(45)?

(c) Hogyan zajlik az a) pont tablajaban az 23 torlése?

Megoldas:

(a) (b) keres(1): Az 1. listan haladva a 3. cellaban
megtalalja az 1 elemet.

keres(20): Az 9. listan indulva roégton kidertil,
hogy nincs a tablaban a 20.

keres(45): Az 1. listdn haladva a végére érve
kideriil, hogy nincs a tabldban a 45.

(c) Elgszor keres(23), ez az 1. listan haladva
a 2. cellAban megtalalja az 23 elemet. Ezutan
a 34-bdl a 23-ra mutatot atallitjuk, hogy oda
mutasson, ahova a 23 mutatoja mutatott (az 1-re).
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2. Nyitott cimzéssel hash-eliink egy kezdetben iires M = 11 méretd tablaba a h(x) = z (mod 11)
hash-fliggvénnyel. Mi lesz a tabla allapota, ha a 4, 5, 14, 15, 16, 26, 3 kulcsokat ebben a sorrendben
besztrjuk és az litkozések feloldasara (a) linearis probat hasznalunk?  (b) kvadratikus maradék pro-
bat hasznalunk? (c) kettSs hash-elést hasznalunk, amikor h'(z) = (72 (mod (10))) + 1 a masodik
hash-fiiggvény? Héany titkozés tortént az egyes esetekben?

Megoldds: (a) Az iitkozések szama: 04+ 0+ 0+2+4 +4 +4 = 14, a végén a tabla elemei sorban
2, 16, 15, 14, 4,5, —, —, — — 3

(b) Az iitkozések szama (felfelé indulok): 04+0+0+3+4+1+4+2 = 10, a végén a tabla elemei sorban
26, -, 3, 14, 4, 5, 16, —, 15, —, —
(c) Az iitkozések szama (most is lefelé indulok, mint a linearis probanal): 0+0+0+14+14+1+2 =5,
a végén a tabla elemei sorban —, 26, 16, 14, 4, 5, —, —, —, 15, 3

3. Egy Byy-fanak (huszadrendd B-fanak) 10° levele van. Mekkora a fa szintjeinek minimélis, illetve
maximalis szdma?

Megoldds: Ha m szint van, akkor 2 - 10™72 < 10% < 20™~!. Tehat m < 9 — log;,(2) + 2 &~ 10.69897
& m > logy(109) + 1 = logye(10%)/ logye(20) + 1 & 9/(1.30103) + 1 ~ 7.91759608

4. Elsfordulhat-e nyitott cimzéses hash-elés esetén, hogy az n > 3 méret tablaban csak 3 elem van, de
a keresés lépésszama n?

Megoldas: Igen, ha korabban torlések is torténtek, pontosabban, ha minden helyrél, ahol most nincs
elem volt torlés. Ekkor a keresés ezeken tovabbmegy, és ha a 3 bent levs egyike sem a keresett elem,
akkor mindenképpen bejarjuk az egész tablat.

5. Jo valasztas-e M = 7 méretd tablanal a h(x) = 2? (mod 7) hash-fiiggvény?
Megoldds: Nem, mert f(1) = f(6), f(2) = f(5) és f(3) = f(4), tehat minden a 0, 1, 4, 2 helyek
egyikénél kezd ahelyett, hogy a 7 lehetséges helyre szétoszlanédnak (t6bb iitkozés varhato).

6. Az aldbbi 11 méret hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval szurtunk be néhany egész szadmot
majd egyet koziiliik kitoroltiink, igy az alabbi allapotot kaptuk (x jeloli a torolt cellat, a kitoltetlen
cellak mindvégig tiresek voltak). A hasznalt hash fiiggvény a h(z) = = (mod 11) fiiggvény volt.
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Ebben a tabldzatban egyetlen olyan szam van, amire igaz, hogy ha ezt a szamot kitoroljiik, majd ujra
beszurjuk, akkor a szdm egy mésik helyre keriil vissza. Melyik ez a szam? Véalaszanak indoklasara
mutassa be, hogy hogyan zajlik ennek a szamnak a torlése és beszirasa.

Megoldds: Fz a szam az 1. cellaban levé 4 lesz. Egyfel6l konnyen lathato, hogy a tablaban levs tobbi
szam mind a mostani helyére keriil vissza torlés és beszuras utan. A 4 torlése h(4) = 4 alapjan a
4. cellanal kezddédik, innen lépkediink visszafelé a 3., 2., majd 1. celldhoz, innen toroljiikk a négyest,
majd *-ot frunk a cellaba. A 4-es beszurasa az igy kapott tablaba ismét kereséssel kezdddik a 4.
cellanal. Itt titkozést kapunk, tovabb kell 1épni a 3. cellahoz, ahol szintén titkozést tapasztalunk. A
keres6uton kovetkezs cella a 2. szabad, a * helyére beirhato a 4-es.

7. Egy By faba az z elem beszurasakor 2 cstucsvagast kellett végezni. Legaldbb hany elemet tarolt a
beszuras el6tt az adatstruktura?

Megoldds: Mivel 2 csiics vagas volt, ezért a leveleken kiviil van legalabb 2 szint. A legkevesebb elem
nyilvan akkor lesz, ha a lehet legkisebb a magassag és minden csticsnak a lehet§ legkevesebb gyereke
van. Ebben az esetben a két csticsvagas a gyokérben és annak egyik gyerekében tortént. Csiicsvagas
csak akkor torténik, ha mar 11 gyerek van. Ezért a gyokérnek van 11 gyereke, mindegyik gyerekének
van legaldbb 6 gyereke, de az egyiknek 11. Ez sszesen 10 - 6 + 11 = 71 levelet eredményez. Tehat
legalabb 71 elemet tarolt mar a fa.

8. Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara szolgal. A megva-
l6sitand6 miveletek: Felépit(n): n elembdl felépiti a strukttarat; Mintor, Mazxtor: a min. illetve max.
elem torlése; Beszir(x): az x elemet a strukturaba illeszti. Az egyes mitiveletek uniform koltsége ne
legyen t6bb, mint Felépit: O(n); Mintor, Maxtor, Beszir: O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

Megoldas: Adatszerkezet: Az elemeket kétszer tdroljuk: egyszer egy max kupacban, egyszer pedig
egy min kupacban, és az ugyanahhoz a kulcshoz tartozo két példdanyt mutatokkal 6sszekdtyiik.

e Felépit: Mindkét kupac felépithets O(n) id6 alatt mutatokkal egyiitt is.

e Mint6r: A minimum elem eltévolithaté a min kupacbdl O(logn) id6 alatt, és a mutatod segit-
ségével megtalaljuk ugyanennek a kulcsnak a helyét a max kupacban is. Mivel ismert a pozicio,
a pozicio szerinti torlés elvégezhets O(logn) id6 alatt.

e Maxtor: A maximum elem eltavolithaté a max kupacbol O(logn) id6 alatt, és a mutatod
segitségével megtalaljuk ugyanennek a kulcsnak a helyét a min kupacban. Ismét, mivel ismert
a pozicio, a torlés elvégezhetd O(logn) id6 alatt.

e Beszuaras: Be kell sztirni az elemet mindkét kupacba, mindkettd O(logn) id6ében elvégezhetd
(a mutatokat az elemek a besziras folyaman "huzzék magukkal").

9. A T[0 : M] tablaban 2n elemet (n < M/3) helyeztiink el valamilyen hash-fiiggvény segitségével,
amikor azt tapasztaltuk, hogy az elemek mindegyike az els§ 3n hely egyikére keriilt. Ha nem volt
kozben torlés és a végén a tablaban minden 3i index( hely iires maradt (0 < ¢ < n), akkor legfeljebb
hany iitkozés lehetett, ha  (a) linearis probat hasznaltunk?  (b) kvadratikus maradék probat
hasznaltunk?

Megoldds:  (a) Ezek szerint a tablazat elején mindig két foglalt helyet kovet egy tires. Linearis
probanél csak a két szomszédos iitkozhetett a masodiknak érkezd beszurasakor, tehat legfeljebb n
iitkozés volt. Ennyi lehet is, pl. ha az elemek sorban 2, M + 2, 5, M + 5, stb.

(b) Mivel mindenkinek legalabb az egyik szomszédja iires, elemenként megint legfeljebb egy titko-
zés lehetett. Ezért az iitkozések csak egy-egy szomszédos paron beliil torténhettek. Azaz most is
legfeljebb n iitkozés lehetett. Az el6z6 példa mutatja, hogy ez lehetséges is.
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10. A 0 és 70 kozotti paratlan szamokat szirjuk be valamilyen sorrendben, nyilt cimzéssel, linearis

11.

probaval egy kezdetben tires 47 méreti hash tablaba, a h(x) = x (mod 47) hash fliggvényt hasznalva.
Mutassa meg, hogy mindegy, hogy a szamok milyen sorrendben érkeznek, az {itkézések szama minden
sorrend esetén ugyanannyi.

Megoldds: Nem lesz egyetlen {itkozés sem, barmelyik sorrendben is szarjuk be Sket. Egy x elem
beszurésakor csak akkor lehetne iitkozés, ha mar korabban beszurtunk volna egy olyan y elemet,
amire x = y (mod 47). Ilyen azonban nem lesz, hiszen a besztrando6 elemek maradéka 47-tel osztva
rendre 1,3,5,...,45,0,2,4,...,22.

Tervezzen adatstruktirat a kovetkezd feltételekkel. Természetes szamokat kell tarolni, egy szam
tObbszor is szerepelhet. A sziikséges miiveletek:

BESZUR(i): i egy tjabb példanyat taroljuk

TOROL(4): i egy példanyat toroljiik

MINDTOROL(4): i dsszes példanyat toroljiik

DARAB(7): visszaadja, hogy hany példany van i-bol

ELEM(K): megmondja, a nagysag szerinti rendezésben a K-adik elem értékeét.

Az adatstruktira legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tarolunk, akkor mindegyik mitivelet lépésigénye
O(logm).

(Példaul ha a tarolt elemek 1,1,3,3,3,8, akkor DARAB(1)=2, ELEM(4)=3 és m =3.)

Megoldas: A feladat megoldasidhoz minden csicsban egy harmast tarolunk:
(1, #i, méret)
ahol:

e | — a csticsban tarolt szam,
e #i — az 1-bdl tarolt példanyok szama,

e méret — a cstcs bal oldali részfajaban tarolt elemek (multiplicitassal vett) szama.

Adatszerkezet: egy piros-fekete fa, melyben a csicsok az i értékek szerint rendezettek (kulcs: a
harmashoz tartozo 7).

A miiveletek a kovetkezsk:

e BESZUR(i):
— Keressiik meg i-t a faban (O(logm)).
— Ha nem talaljuk, beszurjuk az (i, 1, 0) harmast, mivel az ] csticsnak nincs bal oldali részfaja
(tehat size = 0).
— Ha a cstics mar létezik, noveljiik a #:¢ értékét eggyel.
— Minden olyan cstics esetében, ahol a beszurés balra torténik (vagyis a bal részfaba keriil az
1j elem), frissitjiik az adott cstcs size értékét, eggyel névelve azt.

e TOROL(4):
— Keressiik meg i-t a faban (O(logm)).
— Amennyiben megtalaljuk, csokkentsiik a #1i értékét eggyel, és frissitsiik az érintett csicsok
size értékét, ha a torlés a bal oldali részfabol tortént.
— Ha #i 0-ra csokken, toroljiik a csticsot a fabol.
e MINDTOROL(i):
— Keressiik meg i-t, majd toroljiik az (i, #i, méret) csticsot a fabol, frissitve az érintett cstcsok
size értékeit.
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e DARAB(i):
— Keressiik meg i-t, és adjuk vissza a csticsban 16v6 #i értékét.
e ELEM(K):

— Induljunk a gyokértsl, és minden csticsnél olvassuk le a bal oldali részfa elemeinek szamat,
legyen ez L.

— Ha K < L, akkor a keresést a bal gyermek felé folytatjuk.
— Ha K > L + #i, akkor allitsuk be K := K — (L + #i), és 1épjiink a jobb gyermekre.
— Ha L < K < L + #1, akkor a keresett K-adik elem az aktualis cstcsban tarolt 7.

Mivel a fa magassaga O(logm), minden mtvelet (BESZUR, TOROL, MINDTOROL, DARAB, va-
lamint ELEM) O(log m) id6ben végrehajthato.



