Algel 2025 Fak bejarasa, kupac, binaris kereséfa 7. gyakorlat

1. (a) Epitsen besztrasokkal binaris keresGfat az alabbi sorrendben érkezé szamokbol:
7,3,2,9,8,12,6,4.
(b) Jarja be pre-, in-, és posztorder bejarassal a kapott fat!
(c) Az (a) rész keres6fajan hajtsa végre az alabbi miveletsort: BESZUR(5), TOROL(2), TOROL(7),
TOROL(6).

Megoldds: A végeredmény ez lesz:
7

preorder: 7,3,2,6,4,9, 8,12
inorder: 2,3,4,6,7,8,9,12
posztorder: 2,4, 6, 3,8,12,9,7

2. (a) Epitsen kupacot az 6ran tanult lineéris idejt modszerrel az alabbi témbbél: 31, 6,50, 7,2, 51.
(b) Szurja be az igy kapott tombbe az 1, majd ezutén az 5 szamot.
(c) Hajtson végre két egymast kovets MINTOR-t az igy kapott kupacon.

Megoldads:
a)
_6Z S50 _2Z > 50 317 S50 67 > 50
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b)
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7 9
67 31517 50 67 35T xo
6 31 51 6 31 51 50 31 51

3. Bizonyitsuk be, hogy ha az inorder bejarast egy binaris keresfara futtatjuk, akkor az elemeket
rendezett sorrendben kapjuk meg.

Megolddas: Azt latjuk be, hogy ha x és y két elem a faban, melyekre teljesiil, hogy x < y, akkor az
inorder bejaras x-et irja ki el6bb.

Harom eset van:

e Az x csics az y csucs részfajaban van: ekkor x < y miatt csak a bal oldali faban lehet, de ekkor
az inorder bejaras y bal fajat és igy az x cstcsot is y el6tt jarja be.

e Az y csuics az x csucs részfajaban van: ekkor x < y miatt csak a jobb oldali faban lehet, de
ekkor az inorder bejaras x jobb fajat és igy az y csicsot is x utan jarja be.

e Egyik cstics sem leszarmazottja a mésiknak: ekkor van egy olyan kozos 6silik, aminek egyik
részfajaban van x, masik részfajaban pedig y, legyen ez 6s z. De ekkor x < y miatt x a bal, y
pedig a jobb részfajaban van z-nek és igy az inorder bejaras a teljes bal fat (beleértve z-et) z
el6tt, a teljes jobb fat (beleértve y-t) z utan jarja be, vagyis x el6bb lesz, mint y.

4. (a) Epitsen kupacot az 6ran tanult linearis idejt modszerrel az alabbi témbbél: 4,3, 5,21,2,7,12,6.
(b) Szurja be az igy kapott tombbe az 1 szamot.
(c) Hajtson végre két egymast kovets MINTOR-t az igy kapott kupacon.

Megoldds: a)

4 4 4
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/ / /
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c)
6 9
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. Igazoljuk, hogy egy n elembdl 4ll6 binaris kupac felépitése barmilyen a tanult kupacépités modszerétsl

eltérd modszerrel is (n) Gsszehasonlitast igényel!

Megoldds: Ha mar fel van épitve a kupac, a legkisebb elem tovabbi 0sszehasonlitasok nélkiil meg-
talalhato (a kupac gyokerében). Tehat a kupacépitéshez legalabb annyi Gsszehasonlitas sziikséges,
mint a legkisebb elem kivalasztasdhoz, ami n — 1.

. Adott egy n elemet tartalmazo kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac k-nal kisebb kulcsa

elemeit! Ha m ilyen elem van, az algoritmus O(m) elemi lépést hasznélhat.

Megoldds: A fa preorder bejarasdhoz hasonlé modszert adunk, azzal kiegészitve, hogy megfelel
koriiltekintéssel egész részfak bejarasat megtakaritjuk (vo. branch and bound technika). Amikor a
kupac egy elemét meglatogatjuk, hasonlitsuk Ossze k-val. Ha kisebb, irjuk ki ezt az elemet, és
folytassuk a bejarast az esetleges gyermekeire. Ha nem, ne folytassuk, mert a kupac-tulajdonsag
miatt semelyik elem nem johet szoba a részfabol. A koltség O(m), hiszen egy k-nal kisebb elemnek
legfeljebb a két fiat latogathatjuk meg ,feleslegesen”.

Igazolja, hogy minden olyan algoritmus, ami csak Gsszehasonlitasokkal fel tud épiteni egy binaris
keressfat n elem esetén Q(nlogn) 6sszehasonlitast hasznall

Megoldds: Mivel egy binaris keres6fabol az elemek névekvs sorrendjének elGallitasahoz méar nem
kell tovabbi Gsszehasonlitas (csak az inorder bejaras), ezért az Osszes sziikséges Osszehasonlitas a fa
elkészitésekor torténik. A rendezéshez kell Q2(nlogn) dsszehasonlitas, tehat a fa épitéséhez is sziikség
volt ennyire.

10.

. A kezdetben iires kupacba egyenként szirunk be n elemet. Igazolja, hogy el6fordulhat, hogy a

besztrasok soran végzett dsszehasonlitasok szama Q(nlogn).

Megoldds: Igen, ha példaul n,n — 1,n — 2,...,1 sorrendben szurunk be, akkor az ¢sszehasonlitasok
szama

ZUogiJ > Z((logi) —-1) = (Zlogz’) —n> Z logg —n = glogg —n € Q(nlogn).

i=n/2

. Egy halmazbodl n elem kupacban van elhelyezve, barmely kett6 Osszehasonlithato. Bizonyitsuk be,

hogy a legnagyobb elem megkereséséhez 2(n) Gsszehasonlitas sziikséges!

Megoldds: A legnagyobb elem nyilvan a levelek kozott helyezkedik el. Ahhoz, hogy rabizonyitsuk
egy levélre, hogy a tébbi levélnél nagyobb, minden tovabbi levélnek legaldbb egy mésik kupacbeli
elemnél kisebbnek kell bizonyulnia. Mivel a kupac-tulajdonsag semelyik levélre nem garantal ilyesmit,
legalabb levelek szama — 1 = Q(n) 4j 6sszehasonlitas sziikséges.

Adjunk hatékony algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének a megtalalasara. Elemezziik a
modszer koltségét.
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11.

12.

13.

14.

Megoldds: A tizedik elem tavolsaga a gyokértsl legféljebb 9. Az ilyen elemek szama legfoljebb 210 —
= 1023 és ezek a kupacot reprezentald tomb elsé 1023 helyén vannak. A konstans sok elem koziil a

tizedik legkisebb kikeresése konstans idét igényel: Ha 10-szer végrehajtunk egy minimumkeresést,

akkor 1022 4 1021 + ... 4 1013 = 10175 mtveletet végziink, ami nem fiigg a kupac méretétél.

Megjegyzés: Ennél gyorsabb, ha észrevessziik, hogy a tomb els6 1023 eleme egy 9 mélységi kupac.
Ha ebben 10-szer végrehajtjuk a MINTOR miiveletet, akkor csak 3 - 90 = 270 miiveletet végziink.
(Ha az eredeti kupacban végeznénk 10 MINTORt, az 3logn lenne.)

Egy orvosi rendelében a regisztracionél kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozdk eldontik, hogy a
beteg az épp rendels két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell keriiljon, vagy barmelyikiikhoz kertilhet.
Ezen kiviil, a beutal6 ismeretében, a beteghez egy siirgésséget kifejezd szamot is rendelnek. Amikor
valamelyik orvos végzett egy beteggel, akkor a betegek koziil, akiket nem csak a masik orvos lathat
el behivja a legnagyobb siirgésségi szamut. Tegyiik fel, hogy a kiosztott siirgsségi szamok egymastol
kiilonbozsek. Irjon le egy olyan adatszerkezetet, ami abban az esetben, ha n beteg varakozik, akkor
a regisztracion az 1j beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kdvetkezd beteg kivalasztésat és az
adatstruktira frissitését O(logn) 1épésben lehetévé teszi.

Megoldds: 3 kupacot hasznélunk, az els6be azoknak a betegeknek a siirgsségi szamai keriilnek, aki-
ket csak az A orvos kezelhet, a méasodikba azokéi, akiket csak a B orvos kezelhet, a harmadikba
pedig azok, akiket A és B is kezelhet. Itt a ndvekvs sorrend, ami alapjan a kupacot felépitjiik, a
stirgdsségi szamok szerinti csokkend sorrendnek felel meg (tehat pl. a kupac gyokerébe a legnagyobb
stirgGsségi szam kertil).

A regisztracion az 0j beteg beillesztése tgy zajlik, hogy a beteg slirg@sségi szamat beszurjuk (a szo-
kasos kupacbeli beszurassal) a neki megfelel§ kupacba, ami O(logn) 1épés, hiszen a harom kupacban
Osszesen legfeljebb n elem van, tehat kiilon-kiilon is.

Mindkét orvos a kévetkezd betege kivalasztasahoz O(1) 1épésben kiolvassa és dsszehasonlitja az altala
kezelhetd betegek siirgGsségi szamait tartalmazo két kupac gyokerében 16vs elemeket. Ezutan a kettd
koziil amelyik a nagyobb, az annak megfelelg beteget hivja be az orvos, majd az adott kupacon (a
regisztacios szoftver segitségével) végrehajt egy MINTOR-t, amihez O(logn) lépés elég, igy a beteg
kivalasztasahoz is. A MINTOR utan a kupactulajdonsag helyreall, igy a kovetkezd beteg kivalasztésa
is ugyanigy torténhet.

Egy halmaz adott n elemébdl (barmely két elem Osszehasonlithato) kupacot szeretnénk épiteni,
melyre (a kupac tulajdonsag mellett) teljesiil, hogy minden x cstcs bal részfajanak az elemei kisebbek
mint az z jobb részfajanak az elemei. Igazoljuk, hogy ehhez legalabb Q(nlogn) lépés sziikséges!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van egy algoritmus a kivant struktira létrehozasara, akkor az eredménytil
kapott fabol a PREORDER . éppen egy rendezett listat adna O(n) lépésben. Vagyis legalabb annyi
lépés kell a kivant struktira létrehozasara, mint a rendezésre, ami Q(n logn).

Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordinatajukban kiilénboznek. Bizonyitsuk be,
hogy egy és csak egy binaris fa létezik, melynek csticsaiban az adott n pontot taroljuk, és az elsd
koordinata szerint a kereséfa tulajdonséggal, a masodik szerint pedig a kupac tulajdonséggal rendel-
kezik. (Vigydzat: a kupac tulajdonsédgba nem értendd bele, hogy a fa teljes binaris fa legyen, mint
amilyet a tanult ,kupacépits” algoritmus létrehoz.)

Megoldds: A kupac-tulajdonsag miatt a gyokérben az a P pont van, amelynek a legkisebb a méasodik
koordinataja. A kerestfa-tulajdonsag miatt a bal részfaban azok a pontok vannak, amelyeknek az
els6 koordinataja kisebb P-énél, a jobb részfaban pedig azok, amelyek elsé koordinataja nagyobb
P-énél. Ez alapjan az allitas indukcidval egyszeriien adodik.

Egy binaris keres6faban csupa kiilonb6z6 egész szamot tarolunk. Lehetséges-e, hogy egy KERES(x)
hivas soréan a keresési ut mentén a 20, 18, 3,15, 5, 8,9 kulcsokat latjuk ebben a sorrendben? Ha nem
lehetséges, indokolja meg miért nem, ha pedig lehetséges, hatarozza meg az Osszes olyan x egész
szamot, amire ez megtorténhet.
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Megoldas: Mivel a masodik kulcs kisebb, mint az els@, ezért x < 20. Hasonldéan x < 18. A kiévetkezd
kulcs viszont nagyobb, ezért x > 3. Igy folytatva: = < 15, x > 5, x > 8. Az utolso kulcs 9, igy lehet,
hogy épp ez volt a keresett elem. Ha nem, akkor x nincs a faban. Ennek alapjan, ha 8 < z < 15,

akkor pont ezeket a kulcsokat latjuk.



