Algel 2025 Dijkstra algoritmus 6. gyakorlat

1. Egy iranyitott graf cstcshalmaza {a,b,c,d, e, f}, az élek és sulyaik pedig az alabbiak: c(a,b) = 5,
c(a,e) = 6, c(b,c) = 4, ¢(b,d) = 6, c(c,a) = 3, c(d,e) = 2, c(e,c) = 2, c(e, f) =1, ¢(f,b) = 3,
c(f,c) =1, ¢(f,d) = 1. Dijkstra modszerével hatarozza meg a-bol az Gsszes tobbi cstucsba vezetd
legrovidebb 1t hosszat. (Indokolni nem kell, de latszodjon, lépésenként hogyan valtozik a D[ | és a
P[] tomb és a KESZ halmaz, illetve mi az egyes pontok tévolsaga a-tol.)

Megoldds:
5 | xBsz Jalb[c[d[e] /]
b 0. {a} 0 0o |oo| 6 | o0
1. {a,b} 05 ]9 11][6]]
a 4 D: 2 {a,b, e} 0|58 |11]6
3. {a,be,f} [0] 5 8 | 6| 7
6 4. {a,be, fcr [[0] 5| 8 6 | 7
) 5 5. || {a,be. fedy O] 5 [ 8[8[6 ] 7]
lalbfc[d[e]f]
O./l-]lal|-|-]al-
1./l-]lal|b|b|lal|-
P: ol =Talelblale
3. ||l-lale|flal]e
4.1~ lale| flale
5.1 -lale| flale

2. Dijkstra-algoritmussal hatérozza meg a-bol az 6sszes t6bbi pontba
vezetd legrovidebb ut hosszat és magukat a legrévidebb utakat is.
(Indokolni nem kell, de latszodjon, lépésenként hogyan valtozik a

D[] és a P[] tomb és a KESZ halmaz, illetve mi az egyes pontok @ 0 h
tavolsaga a-tol.) ¢
Megoldds:
KESZ alblc|d| e | flg]| h
0. {a} 010 ]| oo 00 |00 | 00| 00
L || {a,d} 0[10] 73| oo [[5]] 5]
2. | {a,d, f} 0/10]6 [ 3|14 |5 15
D: 3 1 {a,d, f g} ol10[[6]| 3|14 ]5]5]15
4. {a.d, f,g,c} ol[9]l 63|14 ]5]5]15
5.0 {a,d, f,g,c,b} 096 |3[[13]|5]|5]15
6. | {a,d, f,g,c;be} |0 96| 3] 13]|5|5 |[15]
7.[{a.d, f.g.c.beh}[0] 96 ]3] 13]5]5 |[15]]
lalblcldle[flg[h]
| A e A e R e
Ly-|a|d|a|—-|d|d]| -
2| ~la|fla|fld|d]|f
Po3 ll—Talflalfldldlf
4. | =lc| flal| fld|d]|f
5.0 —|ec| fla|b|d|d]|f
6. |—|c|fla|lb|d|d]|f
71 —=lc| flalb|d|d]|f
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3. Adjuk meg az Osszes olyan minimalis élszamu iranyitott grafot
(élsulyokkal egyiitt), amely(ek)re az alabbi tablazat a Dijkstra-

algoritmusban szerepld D[ | tomb véltozasait mutathatja. Adja meg Los[va [vs [va [ | s
a legrovidebb utakat tartalmazo P| | tomb allapotait is. 0 ]2 |6 |oo|oo|7
Megoldds: A minimalis élszamu grafokban csak azok az élek sze- 0 1215 |9 |6

. 1 142 e 012 1|56 |9 |6
repelnek, amelyek mentén valamelyik 1épésben javitas tortént. A 013 5 6 T3 T6
harmadik lépésben vélasztasi lehetGséglink van, vy illetve vg koziil 012 5 16 7 16

melyik csticsot tegyiik a KESZ halmazba, két minimalis graf lesz.
A szomszédsagi matrixok élsilyokkal és a P

0 26 = % 7 H*‘W\%\M‘%‘%H
x 0 3 7 % 4 v || |- |n
* x 0 1 4 = poll v v va|— |V
* % x 0 2 x — |V | V2| V3 | V3 | Vg
* x % *x 0 x — | V1 | V2| V3 | Vg | V2
x % % % 1 0 — vy | vg | v3 | Vg | Vo
0 26 «x % 7 HU1‘U2‘U3"U4‘U5‘U6H
* 0 3 7 % 4 — v |lv|— |- |0
* x 0 1 4 =« poll - ViV V2|~ |V
x x x 0 1 =% — | v | v | V3| V3| V2
x % *x x 0 * — | v1 | vy | V3 | Vg | V2
x % % x 2 0 — | U1 | V2 | V3 | Vg | V2

4. Matrixaval adott egy varos uthalozaténak élsilyozott, iranyitott
grafja: a csticsok a csomoépontok, az élek a csomopontok kozotti
kozvetlen utak, az élek silya pedig azt mutatja, hogy mennyi az
atlagos idg, ami az ut megtételéhez autoval sziikséges.
Utfeltjitasok miatt a kovetkezs héten le fogjak zarni a varos két cso-
mopontjat, a-t és b-t (ezeken nem lehet autoval athaladni). Adott a
grafban két kijelolt cstcs, S és T' és azt szeretnénk eldonteni, hogy
az a és b csomopontok lezardsa miatt novekedni fog-e az S-bél T-be
eljutas ideje és ha igen, akkor mennyivel. (Tételezziik fel, hogy a
kozvetlen utakhoz rendelt atlagos idék nem valtoznak a lezarasok
kovetkeztében.) Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan
és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot (a
szokasos modon n a csomoépontok szamat jeloli)?

Megoldds: FEl6szor futtassuk le a Dijkstra-algoritmust S-bél kiindulva, ami megadja az eredeti graf-
ban az S-bdl az Gsszes tobbi cstuicsba, koztiik a T-be vezetd legrovidebb 1t hosszat. Ez a legrovidebb
S — T 1t meghatarozaséval egyiitt O(n?) lépés matrixos megadas esetén. Ezutan toroljiik ki a
grafban az a-ba és b-be vezetd, valamint az ezekbdl a cstcsokbol kifelé vezets éleket. Ez O(n) 1épés,
hiszen csak a méatrix két sordban és két oszlopaban kell a korabbi élsulyok helyére oco-ket beirni. Az
igy kapott grafnak még mindig n cstcsa van, igy S-bél ebben a grafban inditva Dijkstra algoritmu-
sat, O(n?) lépésben megkapjuk az 1j grafban a legrévidebb at hosszat S-bél T-be (és minden més
csucsba is). Az 0j gratban az S-bdl a T-be legrévidebb 1t az eredeti grafban a legrévidebb olyan
S — T utnak felel meg, ami nem megy at sem az a, sem a b csoméponton. Ezért az 0j grafban a
legrovidebb S — T' 1t hosszabol az eredeti grafbeli legrovidebb S — T' Gt hosszat kivonva megkap-
juk, hogy mennyivel valtozott az S-bél T-be valo eljutés ideje; ez a kiilonbség nem lehet negativ, és
ha 0-val egyenld, akkor az eljutas ideje nem véltozott. Ez O(1) lépés, igy a teljes eljaras O(n?) 1épés.
Megjegyzés: Ha S ¢ {a,b}, akkor elég kitorolni az a-ba és a b-be bejove éleket, illetve ha T' ¢ {a, b},
akkor elég kitorolni az a-ba és a b-be bejovs éleket (de mindenképpen ki kell tordlni legalabb az dsszes
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kimend&t vagy az Osszes bejovét. A lényeg az, hogy az a és b csticsokon ne lehessen keresztiilhaladni,
illetve ha S € {a,b} vagy T € {a,b}, akkor az 4j grafban nem lehet eljutni S-bsl T-be).

. Rendeljen hozzé élstilyokat az alabbi graf éleihez gy, hogy a

keletkezé grafban Dijkstra algoritmusa rosszul szamolja ki a

legrovidebb utak hosszait. B 3 c
Megoldas: Jelolje a graf csicsait balrél jobbra a, b, ¢, d az éleit 3
(a,b),(a,c),(b,c),(b,d),(c,d). Legyen (a,b) silya 3, (a,c) st-
lya 2, (b, c) silya —2, a t6bbi ¢l sulya tetszéleges. A grafban
nincs negativ kor, mert DAG. A csicsok kozotti tavolsagok
tehat értelmesek. Az a-bol inditott Dijkstra az a-c tavolsagra
2-t ad (az a utan kozvetleniil a ¢ keriil a KESZ-be), pedig az
a-c tavolsag valojaban 1.

. Dijsktra-algoritmussal hatarozza meg az alabbi grafban az A
pontbdl az 6sszes tobbi pontba mend legrévidebb utak hosszat
az x pozitiv valos paraméter fliggvényében. Minden 1épésnél
irja fel a tavolsagokat tartalmazo D tomb allapotat és a KESZ
halmaz elemeit.

Megoldds: (Vazlat.) Az els6 harom bovits lépés utdn a KESZ halmaz {A, B, D} lesz, az x értékétsl
fiiggetleniil. A D[] tomb értékei ekkor rendre 0,3,6,5,x + 5. Két {6 eset van innen aszerint, hogy
C vagy E lesz-e a KESZ kovetkezs eleme. Ha z < 1 akkor E a kovetkezd, ha x = 1 akkor mindkét
eset lehetséges, ha pedig > 1 akkor C keriil negyediknek a KESZ halmazba. Ezeket az eseteket
végigszamolva azt kapjuk, hogy a végsé D[] tomb értékei 0,3,6,5,z + 5, ha x < 3, kiilénben pedig,
ha x > 3, akkor 0, 3, 6,5, 8.

Ha z < 1, akkor a szamolas:

| KESZ [A| B C p| E |
0. {A} 0 00 5| oo
p. L[ {A B} 03 6 0
2. || {A,B,D} 03 6 5 ||x+5]
3./ {4,B,D,E} 0| 3 |min{6,2+7}=[6]| 5 |z+5
4. [{A,B,D,E,C}[0] 3 ] 6 | 5 [z +5]
Ha x > 1, akkor a szamolas:
| KESZ |A|B|[C|D] E |
0. {A} 0 oo | b 00
5. L {A B} 036 00
" 2./ {A,B,D} 0|3 ][6]] 5 z+5
3.1 {A,B,D,C} | 0| 3|65 | min{8 x5}
4. |{A,B,D,C,E}| 0] 3] 6 ][5 | min{8z+5} |

. Matrixaval adott egy varos tuthalozatdanak Osszefiiggs, élstulyozott, irdnyitott grafja: a cstcsok a
csomopontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak, az élek sulya pedig azt mutatja, hogy
mennyi id6 alatt tud az adott szakaszon egy biciklis futar végigmenni. Egy, az f cstcsban tart6zkodo
biciklis futar azt a feladatot kapja, hogy a nala levé két csomagot a lehets leggyorsabban kézbesitse
ki a varos b és ¢ csomopontjaiba (az mindegy, hogy milyen sorrendben kézbesit). Melyik tanult
algoritmust lehet alkalmazni és hogyan, hogy O(n?) 1épésben meghatarozzuk, hogy milyen sorrendben
kell a futarnak a csomagokat leadnia és mennyi a legréovidebb id6, ami alatt teljesiteni tudja a
feladatat?
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Megoldds: Jelolje a G input graf u és v csucsai kozott id6ben mért (legrovidebb) tavolsagot d(u,v)
(amirdl nem tessziik fel, hogy szimmetrikus). Ekkor a keresett leggyorsabb kézbesitési id6 a d(f, b) +
d(b,c) és a d(f,c) + d(c,b) értékek koziil a nem nagyobb: vagy b-be megy eldszor a futéar, uténa
c-be, vagy forditva, elGszor c-be utana b-be. Az értékek megkaphatok a G grafban harom Dijkstra-
futtatéassal, egyet f-bdl, egyet b-bdl, egyet c-bdl inditva. Ezek mindegyikének O(n?) a koltsége; ennyi
lesz az 0sszkoltség is.

8. A matrixaval adott G irdnyitott graf élei k6zott van egy negativ silyu él, a tébbi él silya pozitiv. A
grafban nincs negativ silyt kor. Adjon O(n?) lépésszamu algoritmust az s € V(G) pontbol az dsszes
tobbi pontba vezets legrovidebb utak meghatarozasara.

Megoldds: Ha nincs negativ sszsulyu kor, akkor az egyik legrovidebb séta biztosan tt. Legyen (u,v)
a negativ él. A legrévidebb ut vagy atmegy az (u,v) élen vagy nem. Ha nem megy at, akkor elég
egy legrovidebb utat keresni G — (u, v)-ben. Ha atmegy, akkor elszor kerestink egy legrévidebb utat
s-b&l u-ba, majd egy legrovidebb utat v-bdl t-be. Ezt két utat az (u,v) éllel 6sszekotve kapjuk a
legrovidebb olyan élsorozatot s-bél t-be, ami atmegy az (u,v) élen. Lehetséges, hogy ez nem ut,
mert az Ut elsé fele és masodik fele is atmegy ugyanazon a ponton. Mivel azonban nincs negativ kor,
ezért konnyen lathato, ilyenkor van egy legfeljebb ilyen hosszu tt, ami nem megy at az (u,v) élen.

Osszefoglalva, csinaljunk egy Dijkstrat G' — (u,v)-ben s-bél is és v-bél is. Minden ¢ pontra a legro-
videbb 1t
min{d(s,t),d(s,u) + c(u,v) + d(v,t)}.

9. Adott egy G egyszerd iranyitott graf éllistaval, nemnegativ élstulyokkal. Legyen v; egy tetszGleges
csucsa G-nek. Adjunk minél hatékonyabb modszert a v;-hez legkdzelebbi 100 cstics megtalalaséaral

Megoldas: A Dijkstra-algoritmus kupacot nem hasznalé valtozatanak elsé 100 menetét hajtsuk vég-
re! Ekkor a KESZ halmazba a7 100 legkizelebbi csiics keriil. A moédszer fontosabb 6sszetevéinek a
koltsege: kezedti tablazatkitoltés: O(n), 100 minimumkeresés: 1000(n) = O(n), a tablazat modosi-
tasa 100-szor: 1000(n) = O(n). Az 6sszkoltség tehat O(n). (Ez kisebb, mint az input mérete: nem
kell az egész éllistat végigolvasni.) Ha a 2-kupacos valtozatot hasznéljuk, rosszabbul jarunk, mert
az O(n) kulcsmodositas osszkoltsége O(nlogn) lesz. Meggondolhato, hogy d = [v/n]-nel d-kupacot
hasznalva szintén O(n) Osszkoltsegl algoritmust kapunk.



