Algel 2025 DAG, topologikus rendezés 4. gyakorlat

1. Futtassa le a DFS-MAIN(G)-t az alabbi (szomszédossagi listaval adott) iranyitott grafban ugy, hogy
a csucsok és a szomszédok vizsgéalatakor az éllistaban adott sorrendet koveti! Adja meg a csicsok
mélységi és befejezési szamat is! 1: 3,4,5; 2:1,5,7,6; 3:2,4,6; 4:5 5:3,1; 6:—; 7:5
(Eddig a mult gyakorlaton mdr megcsindltuk.)

Mely élek lesznek faélek? Mely élek lesznek elGreélek, visszaélek és keresztélek?

Megoldds:

mszam|v|, bszam|v|

faél eléreél visszaél keresztél ilyen nincs

2. Ellistajukkal adottak az alabbi G; és G iranyitott grafok.
Gi: ab(3),c(8);  b:d(-7); c:d(5); die(2); e:a(-10);
Gy a:g(2),£(10);  b:a(-2),g(l); c-;  di-;  ec(5),d(6); fe(7); g:f(1), e(8);
(a) Dontsiik el mélységi bejaras segitségével errdl a két grafrol, hogy DAG-e.
(b) Amelyik graf DAG, abban adjunk meg egy topologikus sorrendet és hatarozzuk meg az a jeli
cstucsbol a tobbi cstcsba vezetd legrovidebb utak hosszat.

Megoldds: (a) Nem DAG, mert a DFS soran talalunk visszaélet.

mszam|v|, bszam|v|

faél visszaél keresztél

faél eloreél keresztél
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Topologikus sorrend: b, a, g, f, e, d, ¢, amit a DFS futtatasaval kapunk, ha a befejezési szamok szerint
csOkkend sorrendben irjuk fel a csticsokat.

tavolsag|v;]

Az e cstcsnél a bejové minimalis él lehetne fe is ge helyett.

3. Egy éllistaval adott iranyitott G grafban néhany csics piros, néhany cstcs kék, a tobbi csiics pedig
szintelen. (A szinezés egy, a csticsokkal indexelt C' témbben adott). Melyik tanult algoritmus egyszeri
futésaval lehet O(n + m) lépésben megoldani az alabbi feladatokat és hogyan?

(a) El akarjuk donteni, hogy az egyik adott p; piros csticsbol mik az elérhets kék cstucsok.
(b) Egy adott piros p; csiicshoz meg akarjuk keresni a legkozelebbi kék csticso(ka)t.

Megoldds: (a) Futtassunk BFS-t vagy DFS-t p;-bdl tjrakezdés nélkil. Azok a kék csuicsok alkotjak
a keresett halmazt, amelyek ezen futas sordn bejartta valnak.

Ez azért igaz, mert mindkét algoritmus pontosan azokat a csicsokat jarja be (Gjrakezdés nélkiil) a
kezdGestuesbol, amikbe van iranyitott ut a grafban a kezd&csticsbol.

Az eljaras O(n + m), mert mindkét algoritmus futasideje ennyi és ezutdn méar csak végig kell menni
a bejarva tombon és ki kell olvasni a bejart kék cstucsokat, ennek lépésszama pedig O(n).

(b) Futtassunk BFS-t p;-bdl tjrakezdés nélkiil, ennek végére minden cstuicsra megkapjuk a pp-t6l
valo tavolsagot. Végigmenve ezutan a tavolsagok tombjén minimumot keresiink a kék csticsokhoz
tartozo értékek kozott, majd kiirjuk azokat a kék cstcsokat, ahol ez a megtalalt legkisebb tavolsag
felvevdott.

Ez azért jo, mert a BFS helyesen hatarozza meg a tavolsdgokat akkor, amikor a tévolsag alatt az
utat alkoto élek szamat értjik.

Az eljaras O(n +m), mert a BFS futésideje ennyi és ezutdn mar csak végig kell menni a tavolsagok
tombjén egyszer a minimum megkereséséhez, majd még egyszer azon kékek kiirasahoz, akiknek ez a
tavolsaga. Ez utobbi két 1épés O(n)-s, ezért az egész futas O(n + m).

4. Egy hat pontu iranyitott graf csicsait egy mélységi bejaras a,c, f,e,d,b sorrendben jarja be, a
befejezési szamok pedig ezek: a: 6; b: 5; ¢: 4; d: 3; e: 2; f: 1.
Lehetséges-e, hogy a grafban van él (a) f-bol e-be? (b) d-bél e-be?

Megoldds: (a) Mivel mszam|[f] = 3 < mszam[e] = 4, ezért biztos, hogy amikor f-et bejarjuk, akkor
e-t még nem latogattuk meg. Ha lenne él f-bol e-be, akkor f-b&l még tudnank tovabb lépni (példaul
e-be), igy nem lehetne f az elsének befejezett cstcs.

(b) Ez lehetséges. Pl. ha a graf éllistajaa:c,b; b: —; ¢: fie,d; d:e; e: —; f:— akkor a DFS
éppen a megadott mélységi és befejezési szamokat adjak. A (d,e) él ekkor keresztél lesz.

5. Ellistajaval adott egy G iranyitott graf, amiben nincsen iranyitott kor. Adott tovabba a graf egy s
cstcsa és szeretnénk meghatarozni a graf 6sszes v cstucsa esetén az s-bél v-be vezets utak szamat.
Adjon erre a feladatra O(n + m) lépésszamu algoritmust.

Megoldds: Jeloljiik a grafot G = (V, E)-vel. Felvesziink egy, a csiucsokkal indexelt témbot, amelyet
darab-bal jeloliink. A célunk az, hogy darablv] az s — v utak szamat adja meg. Ennek egy
lehetséges modja a kovetkezs. Meghatéarozzuk a graf egy topologikus sorrendjét. Ha a v cstcs s
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elstt kovetkezik a topologikus sorrendben, akkor darab[v] = 0, mert ekkor nem lehet s — v ut a
topologikus sorrend definicioja szerint. Tovabba darab[s] = 1 (s-bdl s-be pontosan egy tt megy, az
tires ut, mivel a grafban nincs irdnyitott kor). Ezek ismeretében az s utan kovetkezd v csicsok esetén
pedig a topologikus sorrendben elérefelé haladva a

darab[v] = Z darabu] (1)

ueV: (u,v)eEE

Osszefliggés adja meg az s — v utak szamat, ahol a darablul-k mar ismertek, hiszen ha van u — v
él, akkor u biztos, hogy v el6tt van a topologikus sorrendben. Ez a formula azért igaz, mert ha van
u — v él, akkor s-b&l u-n 4t v-be pontosan annyi ut megy (olyan modon, hogy u-bol kozvetleniil
v-be 1ép), mint s-bdl u-ba, igy az u-kra Gsszegezve megkapjuk az s — v utak szaméat (itt megint
hasznaltuk, hogy élek csak a topologikus sorrend szerint elérefelé mehetnek).

Az algoritmus implementacioja és lépésszama: a topologikus sorrendrsl tudjuk, hogy O(n + m)
lépésben meghatarozhato. Az lépéshez tudni kell, hogy melyik u-kbol megy egy adott v-be él,
amihez elkészitjiik az eredeti éllistabol a forditott éllistat, ami O(n + m) lépés (lasd el6z6 feladatsor
5. feladat). Ezutan minden v csicsnél legfeljebb annyi w csicsra kell megnézni a darab-értékeket,
ahédny bejovs éle van v-nek, és ezeket csticsonként Osszeadni, vagyis ez és az egész algoritmus is
O(n +m) lépés.

Megjegyzés: az Osszefiiggéssel definialt algoritmus tulajdonképpen dinamikus programozas, lasd
késsbb.

6. A3 feladat folytatasa:
(c) El akarjuk donteni, hogy mindegyik kék csics elérhets-e legalabb egy pirosbol (azaz igaz-e, hogy
minden kék csicsra van olyan piros cstcs ahonnan & elérhetd).
(d) Meg akarjuk keresni a legrévidebb olyan utat a grafban, ami piros cstcsbol kék cstcsba vezet.

Megoldds: (c) Adjunk a G grafhoz egy 1j v csticsot. Ebbdl vezessiink (iranyitott) élet a G minden
piros cstucsdhoz. A kapott graf legyen G;. A G éllistaja megkaphato G éllistajabol O(n + m)
lépésben tugy, hogy felvesziink egy n + 1 méretd tombot, aminek az els§ n cellajaba atmasoljuk G
éllistajat, az utolso cellaba pedig az 10j cstcs éleit rakjuk be. A cstucsok szama az 0j grafban n + 1
lesz, az éleké legfeljebb n + m. Ezutén bejarast inditunk Gi-ben v-bél. Ez lehet DFS vagy BFS is.
A v-bdl elérhets kék csticsok K halmazaban pontosan azok a kék cstcsok lesznek, amelyek G-ben
piros cstcsbol elérheték, mert a G-beli piros cstcsbél indulé utak megfelelnek a G1-beli v-bél indulod
utaknak. A K-beli csiucsokat megjeloljiik, és végiil ellendrizziik - ez O(n) munka - hogy K az Osszes
kék csucs halmaza-e. Az j éllista elkészitése O(n+m), a bejaras koltsége O(1+n+n+m) = O(n+m),
a kék csticsok ellendrzése pedig O(n).

(d) Itt az el6z6ekben felépitett Gy grafban v-bdl indulé BFS-t hajtunk végre. Minden w cstics mellé
odairjuk a v-t6l valo Gi-beli tavolsagat, legyen ez a téavolsag d,,. Ez eddig O(n + m) munka. Ezt
kovetGen meghatarozzuk, a d,, — 1 mennyiségek minimumat, ahol w befutja a kék csticsok halmazat.
Ez tovabbi O(n) munka. Ezutan még a megtalalt minimumhoz tartozé utat is meg kell talalnunk, de
ezt meg tudjuk hatarozni, mert minden csiicsra feljegyeztiik a BEFS soran, hogy melyik csticsbol ért
ide a legrévidebb 1t és ezen élek mentén vissza tudunk lépkedni v-be. Ennek koltsége is O(n), mert
legfeljebb n cstiicsbol all a legrovidebb 1t, az algoritmus Gsszkoltsége tehat O(n + m). Azért helyes
az algoritmus, mert a G-beli pirosbol kékbe vezets utak pont egy éllel révidebbek, mint a Gi-beli
v-bdl induld kékbe érkezé utak.

7. Cirkuszi akrobaték egymas vallara allva minél nagyobb tornyot szeretnének létrehozni (a toronyban
minden szinten csak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlati szempontok miatt egy ember vallara
csak olyan allhat, aki nala alacsonyabb és kénnyebb is. A cirkuszban n akrobata van, adott mind-
egyikiik magasséaga és stlya.

(a) Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legtobb emberbél 4ll6 torony
Osszeallitasat.
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(b) Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legmagasabb torony (hany cen-
timéter magas) Osszeallitasat.

Megoldas: Vegylink egy olyan G gréafot, melyben a csicsok az akrobataknak felelnek meg és két
tetszoleges (v; és v;) csics kozott pontosan akkor fut iranyitott ¢l, ha a j. akrobata allhat az i. ak-
robata vallan. Vegyiink fel tovabba egy f (mint fold) csicsot, huzzunk beléle élt minden masik
csucsba (a fold vallan barki allhat). Vegyiik észre, hogy G graf DAG (az egymasra allas feltételei
miatt) és a benne 1évS, f-bél indulé utak megfeleltethetSek tornyoknak. Ugy kell iigyeskedniink az
élek sulyozéasaval, hogy az ilyen utak hossza pont a tornyok (kérdezett) magassaga legyen. Ezutan
mindkét probléma megoldhaté G-ben lefuttatott f-bél leghosszabb 1t kereséssel.

a) Legyen minden él stlya 1. Az a torony, aminek a tetején az i. akrobata &ll, legfeljebb tavolsag|u;]
ember magas lehet (mivel f-bél indulva nem létezik tavolsagv;] —1 -nél tébb csicsbol (akrobatabol)
allo ut v;-be). Keressiik meg a legnagyobb tavolsag|v;|-t, ehhez fog tartozni a legmagasabb torony.
Maga a torony ugy kaphato meg, hogy feljegyezziik a leghosszabb 1t keresés sordn minden csticsnéal
azt is, hogy honnan érkezett a leghosszabb ut és ennek mentén vissza tudjuk kovetni, hogy melyik
akrobatéak allnak a toronyban.

b) Legyen minden v; — v; €l sulya a j. akrobata magassaga, és hasonldoan az f — v; él stlya is
legyen a j. akrobata magassaga. Ekkor egy ut hossza éppen meg fog egyezni az tton talalhato
akrobatak magassaganak Osszegével, igy az a torony, aminek a tetején az i. akrobata all, legfeljebb
tavolsag|v;| magas lesz (mivel f-bdl indulva nem létezik hosszabb (6sszesen magasabb akrobatabol)
allo ut v;-be). Keressiik meg a legnagyobb tavolsag[v;|-t, majd magat a tornyot ugyanugy kapjuk,
mint az (a) részben.

A graf szomszédossagi matrixanak (vagy éllistajanak) megadasa O(n?) 1épés, mert minden akrobata-
part meg kell vizsgalnunk, a leghosszabb 1t keresés O(n?) vagy O(n + m), a megadas modjatol
fligg6en, a maximum megtalaldsa pedig O(n) lépés. Mivel a graf egyszertd, m € O(n?), igy a teljes
algoritmusok is beleférnek O(n?)-be.

Megoldds részletesebben: (a)

Az algoritmus leirasa:

1. Hozzunk létre egy élstlyozott grafot G, ahol a csomépontok az akrobatakat reprezentaljak. El
vezet akrobata,;-bol akrobata;-be, ha akrobata; alacsonyabb és kénnyebb akrobata;-nél (azaz
akrobata; allhat akrobata; vallan), és az ¢l silya akrobata; magassagaval egyezik meg.

2. Hasznaljunk mélységi keresést (DFS) és befejezési id6t a G topologikus sorrendjének meghaté-
rozésara. (A helyességi részben latni fogjuk, hogy G egy iranyitott aciklikus graf (DAG), igy
létezik topologikus rendezés.)

3. Adjunk hozzé egy segéd csomépontot G-hez, és hizzunk éleket ettsl az Gsszes akrobatahoz, ahol
az élek sulya az adott akrobata magassaga. Ezt a grafot jeloljik G’-vel.

4. Hasznaljuk a leghosszabb ut megtalalasa élstlyozott DAG-ban algoritmust a segéd
csomopontbol G'-ben a leghosszabb 1t meghatarozasara. A talalt legnagyobb érték adja a
lehet6 legmagasabb torony magassagat.

Helyesség:

G egy DAG, mivel ha létezne irdnyitott kor, akkor talalhatnédnk olyan akrobatékat aq,as,...,a;,
ahol a;,1 alacsonyabb, mint a; (1 <i <[ —1), és a; alacsonyabb, mint a1, ami ellentmondas, hiszen
igy a; kisebb lenne 6nmagéanal. Ez bizonyitja, hogy létezik topologikus sorrend, igy alkalmazhatjuk
a keresett algoritmust. A G’-ben a segéd csomépontbol kiinduld utak megfelelnek az akrobatak
tornyainak, és az ilyen utak hossza megegyezik a megfelel§ torony magassagaval. Az algoritmus a
leghosszabb ilyen utat taldlja meg, igy helyes az eredmény.

Futasi idé:
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1. Osszehasonlitjuk az Osszes akrobatapart, azaz (Z) part, igy az O(n?) id6 alatt elkészithets G
szomszédsagi listaja. G n cstcesbol és O(n?) élbol all.

2. A DFS futési ideje O(n+m) (ha a grafot szomszédségi listaval adjuk meg), igy dsszesen O(n?),
mivel m < n?.

3. O(n) id6 a G’ szomszédsagi listajanak létrehozasara (1 cstcs és n él hozzéadasa).

4. A leghosszabb at megtalalasa élsulyozott DAG-ban algoritmus futasi ideje O(n' +m/),
ahol n’ =n+1, m' = m+n < n?+n, igy dsszesen O(n?).

(b): Az optimalis torony visszafejtéséhez taroljuk minden akrobatanal az el6z6 akrobatét, amelybol
a legjobb magassag adodott. Igy visszafelé haladva rekonstrualhato a teljes torony.

Masodik megoldas az (a) részre:
Az algoritmus leirasa:
1. Rendezziik az akrobatékat novekvd sily szerint. Ha két akrobatédnak azonos a stlya, akkor
novekvsé magassag szerint rendezziik Gket.

2. Alkalmazzunk egy dinamikus programozési megoldast, amelyben tor[i] az i-edik akrobataval
végz6do legmagasabb torony magassagat tarolja.

3. Kezdetben minden tor[i] értéket az i-edik akrobata magassagara allitunk.
4. Minden i-re végigmegyiink az el6z6 j < i indexeken, és ha akrobata; magassaga kisebb, mint
akrobata; magassaga, akkor frissitjiik tor[i] értékét:
tor[i] = max(tor[i], tor[j| + magassgli]) (2)

5. Az optimalis torony magassaga a tor témb maximuma.

Helyesség:
Mivel elGszor novekvs suly szerint rendeztiik az akrobatakat, igy garantaljuk, hogy egy késébbi
akrobata csak egy korabbira allhat, ha a magassagi feltétel is teljesiil. A dinamikus programozas
garantélja, hogy az eddig elérhets legmagasabb tornyot épitjiik fel 1épésenként.
Futasi id6:
1. Az akrobaték rendezése O(nlogn) id6ben torténik.
2. A dinamikus programozas minden i esetén végignézi az sszes el6z6 akrobatat, igy 6ssz O(n?)
id6t igényel.
3. Az optimalis torony meghatéarozasa O(n) id6t vesz igénybe.
Azaz Gsszesen a futésidé O(n?).

8. Egy iranyitott G gratban hagyjuk el a forrasokat (dy.(v) = 0) és a nyelSket (di;(v) = 0). A maradék
grafban ismét hagyjuk el a forrédsokat és a nyelSket, ezt ismételjiik, amig lehet. Bizonyitsuk be, hogy
akkor és csak akkor kapunk iires grafot, ha G-ben nincs iranyitott kor!

Megoldds: Ha G-ben van egy iranyitott kor, akkor annak egyik cstucsa sem forrds és nem is nyeld,
és ez akkor sem valtozik, ha a grafbol elhagyjuk a forrasokat és a nyelGket, tehat G-t a forrasok és
nyel6k elhagyasanak ismétlésével nem lehet kitiriteni.

Ha viszont G-ben nincs irdnyitott kor, vegyiik G egy topologikus sorrendjét. A topologikus sorrend
szerinti els cstics mindig forras, az utolsdé mindig nyels, igy ezeket az eljaras elsé 1épésében min-
denképpen elhagyjuk (elképzelhets, hogy ezek egybeestek, de csak akkor, ha a graf egyetlen izolalt
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10.

pontbol allt). Ha a forrasok és nyelsk elhagyasa utan még van csicsa a grafnak, akkor az eredeti to-
pologikus sorrend szerinti elsé meghagyott cstics mindenképpen forréssa valik, mert aki elétte volt a
topologikus sorrendben, azt elhagytuk, igy belé mar nem mehet él. Hasonléan az utolsé meghagyott
cstics nyel6vé valik, mert beléle kifelé mar nem mehet él. Igy ezeket a kovetkezd lépésben szintén el
fogjuk hagyni (az Gsszes tobbi, forrassa vagy nyel6vé valt cstcesal egytitt). Ezért minden lépésben
el tudunk hagyni legalabb két csucsot, kivéve ha mar csak egyetlen (izolalt) csicsa van a grafnak,
amit szintén el tudunk hagyni. Igy a grafot az eljarast legfeljebb [n/2]| + 1 lépésben ismételve ki
lehet iiriteni.

. Legyen adott egy n x n pixelbdl allo fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels§ saroktol a

jobb als6 sarokig egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat huzni tgy, hogy a vonaltél jobbra-felfele
es6 fekete, valamint a vonaltol balra-lefele es6 fehér pixelek szaménak az Osszege a lehets legkisebb
legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?) idében!

Megoldds: Készitsiink egy grafot (éllistas megadast), amiben csticsok a pixelek (mint téglalapok)
sarkai és élek a pixelek hatarai. A fiiggélegesek élstulya legyen a téle jobbra levs fekete és a téle balra
levs fehér pixelek szamanak 6sszege. A vizszintes élek silya viszont legyen 0. Minden fliggSleges élet
iranyitsunk lefelé, a vizszinteseket pedig jobbra. Igy definialva az élek sulyat, lathato, hogy a bal
fels6 saroktol a jobb als6 sarokig jobbra-lefele halad6 hatarvonal 6sszsiilya éppen a minimalizédlando
szam, mert minden rossz helyen levé pixelt pontosan egyszer szamolok meg.

Az élek iranyitasabol kivetkezen a graf DAG. Csiicsainak szdma (n + 1)2 = O(n?), éleinek szdma
legfeljebb kétszer ennyi (mert minden csticsbol legfeljebb két él 1ép ki), azaz m = O(n?). A fiigg6leges
élek silyat meg tudjuk hatarozni O(n?) lépésben, ha soronként balrél jobbra haladunk. Egy sorban
elszor megszamoljuk a fekete pixelek szamat (O(n)), ez lesz a bal szélsé él sulya. Az i-edik pixel jobb
oldalan 1évé él silya pedig 1-gyel kisebb a bal oldalan levéénél, ha a pixel fekete, és 1-gyel nagyobb,
ha fehér. Igy O(n) lépésben megkapjuk egy sorban a stlyokat, azaz az 6sszes élstly is megvan O(n?)
lépésben. A grafban megkereshetjiik a minimalis stlytd utat O(n’ +m’) = O(n?) 1épésben.

Egy varosban 1000 ember lakik, mindenki minden nap elmondja az ismerdseinek az Osszes el6z6
nap megtudott hirt (Az ismeretségek kolesonosek.) Tudjuk, hogy olyan az ismeretségek héalozata,
hogy el6bb-ut6bb mindenki megtud mindent. Bizonyitsuk be, hogy van 90 olyan ember, hogy ha 6k
egyszerre megtudnak valamit, akkor legkésébb 10 nap mulva mindenki megtudja!

Megoldds: Tekintsiik az ismeretségek altal meghatarozott (iranyitatlan) grafot. Ebben létezik egy
leghosszabb ut, P = (xg,z1,...,24). Futtassuk le a DFS(G, zy) algoritmust. Mivel elgbb-utébb
mindenki megtud mindent, ezért a graf dsszefiiggd, igy a DFS egy fat eredményez. Fontos észrevétel,
hogy P élei mind faélek lesznek, az ut egyik vége zy, a masik pedig x4 a DFS-fa egyik levele. (Ha
a csucsokat gy rendezziik sorba, hogy el6szor xg,z1,...,xq jon, akkor a DFS elGszor végigmegy
ezen a P-n és a xg-nek 1 lesz a befejezési szama.) A feszit6faban minden mas pontba egyetlen ut
vezet, ennek éleinek szama az illeté pont tévolsaga xo-tol a faban. Legyen V; a x(-tél a faban ¢
tavolsagra 1év6 pontok halmaza, ezek egymastol paronként diszjunkt halmazok. Ha a V; halmazban
1évé emberek megtudnak egy hirt, akkor 10 nap alatt megtudjak a V;,4,...,V;110 halmazban levsk
is. Réadasul azt is belatjuk, hogy ha i < 10, akkor a Vg, Vi, ..., V;_; halmazokban levék is. Tegytik
fel, hogy van koziik olyan aki nem, legyen ez y. Tudjuk, hogy x; € V;. Ez azt jelenti, hogy a faban
z; és y tavolsdga nagyobb, mint 10. Igy az x4, x4 1,...,z; utat az y-ba vezets uttal folytatva egy
hosszabb utat kapnank, mint a leghosszabb 1t, ami ellentmondaés.

Legyen £ =0,1,2,...,10-re W), = VUV 11UVii00U. ... Mivel a V; halmazok paronként diszjunktak,
a Wy halmazok is azok. Ha valamelyik napon Wj-ban mindenki megtudja a hirt, akkor 10 nap milva
mindenki meg fogja tudni. Tudjuk, hogy Z,lﬁozo |Wi| = 1000. Nem lehet, hogy minden |[Wy| > 91,
hiszen 91 - 11 = 1001 > 1000. Vagyis valamelyik |[W}| < 90. Nekik kell elmondani a hirt.
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2. megoldds (Drétos Mdrton):

Mivel a hir végiil mindenkinek eljut, az ismeretségi halozat 6sszefiiggs. Tekintsiik a héldzat cstcs-
pontjait (az embereket) és vegyilink egy T gyokeres feszit6fat az 1000 csucson tetszéleges gyokérrel.
A gyokértsl mért tavolsag (azaz a szint) alapjan rendezziik a cstcsokat.

Most az alabbi eljarast alkalmazzuk az S halmaz (a kivalasztott személyek halmaza) kialakitasara:

(a) Amig T tartalmaz olyan cstcsot, melynek szintje legalabb 10, valasszunk ki egy olyan v cstcsot,
amely a jelenleg elérhets legmélyebb szinten van.

(b) Az v-bdl haladva a gyokér iranyaba, valasszuk ki azt a csicsot, amely pontosan 10 szinttel
feljebb van. Jeldljiik ezt a cstcsot u-val (ha v szintje L > 10, akkor u szintje L — 10).

(¢) Adjuk hozza u-t az S halmazhoz, majd tavolitsuk el T-bdl az u gyokerd indulé teljes részfat.

Ha a maradék feszitéfa legmélyebb szintje kevesebb, mint 10, akkor valasszuk ki a maradék feszitéfa
gyokerét is, és tegyiik az S halmazba.

Mivel minden egyes lépés soran az u-bol indulo részfa legalabb 11 csticsot tartalmaz (hiszen a u és
a v kozotti at 10 + 1 = 11 cstcsot érint), igy a folyamat soran legfeljebb 90 csticsot valasztunk ki,
miel6tt a feszit6fa tetején legfeljebb 10 cstics maradna. Viszont 6ket biztosan el tudjuk érni az utolsoé
kivalasztott csticsbol.

Ez azt jelenti, hogy ha egyszerre az S halmaz minden tagja megtud egy hirt, akkor az informacié na-
ponta terjed a szomszédos cstucsok kozott, igy legkésébb 10 nap miilva a hir eljut az egész feszitéfara,
azaz az egész haldzatra.

Megjegyzés: 89 embernek nem mindig elég elmondani a hirt. Vegyiink egy teljes grafot 100 ponton,
90 pontjahoz (v1,...,vy) csatoljunk egy-egy 10 hosszii utat (ez 10-10 @j pont). Osszesen 1000 pont
lesz. Viszont, ha valamelyik v; és a hozza tartozo tton egyetlen ember sem tudja meg a hirt az elsg
nap, akkor az ut végén 1évé ember biztos nem fogja megtudni 10 nap milva. Mivel 90 ilyen tt van
(vt az uthoz szamolva), mindegyiken valakinek kell tudni a hirt.
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11. A[I0 feladat megoldasara a ChatGPT a koévetkezd valaszt adta. Vizsgald meg, hogy jo-e ez a
megoldas!

ChatGPT: Tekintsiik a varost egy grafként, ahol a cstucsok az embereket, az élek pedig az isme-
retségeket reprezentaljak. Mivel mindenki minden nap elmondja az 6sszes eddig megtudott hirt az
ismerdseinek, a hirterjedés egy diszkrét dinamikus folyamat a grafon. Az adott feltétel szerint a
graf erdsen kapcsolt, azaz el6bb-utobb mindenkihez eljut minden hir.

A hirterjedés sebessége

Egy ember egy nap alatt az Osszes ismerdsének tovabbadja a hirt. Ez azt jelenti, hogy ha egy
adott napon egy csticshalmaz birtokdban van egy hirnek, akkor a kovetkez6 napra a szomszédaik
is megkapjak azt. A terjedés egy hullamszerid folyamat, amely naponta egy-egy lépésben halad
elére a grafban.

A terjedési id6 becslése

A hirterjedés maximalis idejét a graf atmeérGje becsiili meg. Az atmérd, jeldlve mint D, a leg-
hosszabb legrovidebb 1t a graf barmely két cstucsa kozott:

D = max d(u,v), (3)

u,veV

ahol d(u,v) az u és v kozotti legrovidebb ut hossza. Kisvilag-halozatok esetében, mint az emberi
kapcsolatok héalozata, az atmérd tipikusan kicsi, azaz O(logn). Mivel n = 1000, az atmérd jellemzen
6 és 10 kozott van.

Létezik 90 f6s kezd&csoport 10 1épéses lefedéssel

A célunk az, hogy taléljunk 90 olyan embert, akik egy hir megtudasakor legfeljebb 10 nap alatt
mindenkihez eljuttatjak azt.

Mivel a graf atmérGje legfeljebb 10, minden ember legfeljebb 10 lépésre van a héldzat tobbi tagjatol.
Ha tehét egy adott pillanatban egy jol elosztott S méret halmaz, ahol |S| = 90, egyszerre birtokolja
a hirt, akkor a hir az atmérdényi id6 alatt az egész haldzatban elterjed.

Mivel a 90 f6s csoportot ugy valaszthatjuk meg, hogy megfelel§ lefedést adjon a halozatban, bizto-
sithato, hogy az informécio legfeljebb 10 lépés alatt elér mindenkit.

Kovetkeztetés

Mivel a graf atmérgje legfeljebb 10, és létezik egy olyan 90 f6s kezdGesoport, amely hatékonyan lefedi
a halozatot, kovetkezik, hogy ha ez a 90 ember egy adott napon megtud egy hirt, akkor legfeljebb
10 nap miulva mindenkihez eljut. Ez bizonyitja az allitast.

Megoldds: A ChatGPT megoldésa azon alapul, hogy az ismeretségek altal meghatérozott graf ren-
delkezik az ugynevezett kisvildg-tulajdonsdggal. Megfigyelések azt mutatjak, hogy a val6 életben az
ilyen héalozatokban az atmérs kicsi, azaz barmely két pont tavolsaga kicsi. Hogy pontosan mekkora,
az persze mindig fligg a konkrét halozattol, de sokszor emlegetik a 6-os atmérét nagyon nagy grafokra
is. (https://en.wikipedia.org/wiki/Small-world_network)

Ez tehat nem egy bizonyitott matematikai allitas, itt nem hasznalhat6. A gyakorlat kontextusabol
viszont az is vilagos, hogy a feladatot nem csak ilyen grafokra, hanem tetszéleges gréafra be szeretnénk
latni. Ezzel viszont a ChatGPT nem is probalkozik.
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Ha tényleg feltessziik, hogy csak a legfeljebb 6 (vagy 10) atmérgji grafokra akarunk bizonyitast,
akkor viszont a megoldas annyi, hogy barmely embernek elmondjuk a hirt, akkor 6 (vagy 10) nap
alatt megtudja mindenki. Vagyis semmi sziikség a ChatGPT altal keresett ,,jol elosztott" S halmazra.
(Azt egyébként nem is mondja meg, hogy mit is jelent ez és hogy talalunk ilyet. Tehat a ChatGPT
megoldasa még ilyen értelmezésben is erésen hianyos.)

Erdekes, hogy ha felhivjuk a ChatGPT figyelmét ra, hogy mi tetszéleges grafra meg akarjuk oldani a
problémat, akkor is lényegében ugyanezt a megoldast javasolja, csak akkor semmilyen értelmezésben
nem jo a bizonyitas.



