Algel 2025 Ordo jelolés, minimum keresés, rendezés 1. gyakorlat

1. Az alabbi fiiggvények koziil melyikre igaz, hogy O(n?)?
f1(n) = 11n? + 100000 fa(n) = 8n?log,n f3(n) =1,5n+3y/n
Megoldds:  fi(n) < 12n% ha n > 1000, ezért f; € O(n?) (c = 12, ng = 1000)
Megj: Igazabol az ng = /100000 ~ 316, 24 is j6 valasztas, de nem feltétleniil célunk a legkisebb ny

kivalasztéasa.
(masik indoklas pl. fi(n) < 100011n? ha n > 1 és ezért ¢ = 100011, ng = 1)

f2(n) € O(n?), mert ha fo(n) < cn? valamely ¢ konstansra, akkor 8logn < ¢, ami csak n < 2¢/%
esetén teljesiil, nem minden nagy n-re.

f3(n) <1,5n + 3n = 4, 5n mindig teljesiil ha n > 1, ezért ez O(n) C O(n?).

2. Az alabbi pszeudokdédban egy * kiirasa szamit 1é- for i = 0 to n-1:
pésnek. Mutassa meg, hogy a kod lépésszama for j = i+l to n:
O(n?). print j darab *

Megoldas: A belst ciklus ciklusmagja legfeljebb n 1épés és ez a ciklusmag legfeljebb n-szer fut le,
ezért a belsé ciklus lépésszama O(n?). A kiilsé ciklus, ami maga a kod, n-szer fut le, ennek magja

- 16bb alt bel kl kod O — O(n3).
Ofr ki o ot gl pls v, ey Ko fepspatma - 001) = O

a rendezd algoritmust Progl-bél mar tanultak, de itt lathat-
jak a pszeudokodjat ismét). Relevans lépésnek az Gsszeha-
SO{lhtaS és ? csere szamit. Igaz-e, hogy az algoritmus lépés- csere A[j] és A[j+1]
szama O(n°)? : )

(b) Lassa be, hogy a buborékrendezés 1épésszama Q(n?). , Clkll,ls veee

(c) Igaz-e, hogy a buborékrendezés lépésszama O (n?)? ciklus vege

ciklus i = n-t6l 2-ig:
ciklus j = 1-t6l (i-1)-ig:
ha A[j] > A[j+1]:

Megoldds: (a) A belss ciklus magja konstans 1épés és a belsg ciklus legfeljebb n-szer fut le, mert
i—1<mn—1, ezért a belss ciklus lépésszama O(n). A kiilsé ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek a
magja az O(n) lépésszamu belsé ciklus, igy a kiilss ciklus (és igy a teljes kod) O(n?).

Ha egy fiiggvény O(n?) nagysagrendii, akkor O(n?) is igaz a definici6 alapjan.

(b) Ha azt az inputot tekintjiik, amiben a szdmok csékkenden vannak, akkor a futés soran n — 1 +

n—24+...+241 = — Osszehasonlitds van és ugyanennyi csere, azaz a teljes lépésszam
nn—1)>n- g = 0.5n?, amennyiben n > 2.)

(c) Mivel O(n?) és Q(n?) is igaz, ezért O(n?) is igaz.

4. Az alabbi fliggvényeket rendezze nagysagrend szerint nem csokkend sorozatba: ha f; utan kézvetlentil
f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) € O(f;(n)) teljesiiljon!
f1(n) = 8n? fa(n) = 5y/n + 1000n f3(n) = 20oz2m)? f1(n) = 1514n%log, n

Megolddas: Megadunk egy sorrendet és megindokoljuk, hogy jo: fo, f4, f1, f3
f2(n) < 10050 < 100502 logn < fi(n), c = 1,n9 = 2 jo.
fa(n) < 1514n3 = 1514/8f,(n), c = 1514/8,ny = 1 jo.
Vegyiik észre, hogy f3(n) = (2°en)loen = ploen > 3 ha logn > 3, igy ¢ = 8, ng = 2% = 8 jo.
Megoldds részletesebben:
Inuticié: A fliggvények novekedési viselkedésének elemzése, hogy nagyjabol lassuk a nagysagrendet
- legyen mit sejtsiink.
e f1(n) = 8n3 — n? névekedést fiiggvény.
e f5(n) = 5y/n + 1000n — Linearis és gyokos tagokat tartalmaz, azaz n nagysagrendi

o f3(n) = 20oe: n)? — plogan a7a7 Gn. szuperpolinomidlis névekedés
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o fi(n) = 1514n%log, n — Kvadratikus névekedés egy logaritmikus tényezével megszorozva.

Igy a kitevok osszehasonlitasa miatt a kovetkezd sorrendre gyanakszunk:

fos fas f1s fs-
Megoldas Egymas utaniak paronkénti ¢sszehasonlitasa - a sejtett sorrend belatasa
o fo(n) és fi(n) Osszehasonlitasa:
f2(n) < 10050 < 100517 logy n < f4(n)

Hasznélva, hogy /n < n és n < n?log,n is igaz minden n > 2 esetén, tehat
fa(n) € O(fa(n)).

e fi(n) és fi(n) osszehasonlitasa:

1514

fa(n) = 1514n*logy n < 1514n° = 3

fi(n),
hasznalva, hogy log, n < n minden n > 1 esetén, ezért:
fa(n) = O(f1(n)).
e fi(n) és f3(n) Osszehasonlitasa:
fa(n) = (2ls2m)logan — plogan,
Mivel log, n > 3 minden n > 8 esetén, ezért:
n? < plogan

is igaz minden n > 8, azaz:

fi(n) = O(fs(n)).

Ezért a helyes névekvs sorrend valoban:
fos J1, J1s fs.

5. Az A[l : n] tomb (binaris keresést hasznald) beszurasos rendezése n — 1 korbdl &all: az ¢. korben
(1 < i < n—1) a mar rendezett A[l : 7] tombben megkeressiik az Afi + 1] elem helyét binaris
kereséssel, majd az A[i + 1] elemet szomszédos elemek cseréjével balra mozgatjuk addig, amig a
megtalalt pozicioba nem érkezik.  (a) Léassa be, hogy az algoritmus lépésszama O(n?), relevans
lépésnek az 6sszehasonlités és a csere szamit.  (b) Lassa be, hogy az algoritmus lépésszama Q(n?)
és O(n?) is.

Megoldds: (a) Legfeljebb n kor van, mindegyik korben egy legfeljebb n mérett tombben csinalunk
binéris keresést és a keresés utan legfeljebb n cserével az aktualis elem a helyére keriil. Ez azt jelenti,
hogy egy kor lépésszama O(logn + n) = O(n) és mivel legfeljebb n kor van, ezért a teljes futas
lépésszama n - O(n) = O(n?).

—1
(b) Ha a tomb csékkenden rendezett, akkor a cserék szama 1+2+...+n—2+n—1= % >

n- % = 0.25n% ha n > 2 = ng. Mivel O(n?) és Q(n?) is igaz, azért O(n?) is igaz, definici6 szerint.
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6. Tekintsiik az fi(n) = 1,5n! és fa(n) = 200 (n — 1)! fiiggvényeket. Melyik igaz és melyik nem az
alabbiak koziil?
f1 € O(f2) f2 € O(f1) f1 € Q(f) f2 € Q(f1) f1 € ©(f2) f2 € ©(f1)

1
Megoldds:  Vegytk észre, hogy fi(n) = 2’0581]“2(71) = cn - fo(n). Ebbdl latszik, hogy fi € O(f2),

f2 € O(fr), L € Qfa), fo € Qf1), tehat fi € O(f2) és fo &€ O(f1).

7. Bizonyitsa be, hogy ha fi1, f, g1, g2 pozitiv értékkészleti fiiggvények és fi(n) € O(gi(n)) és fo(n) €
O(ga(n)), akkor
(a) fi(n) + f2(n) € O(max(g1(n), g2(n))  (b) fi(n) - f2(n) € O(gi(n) - g2(n)).

Megoldds: ey, nq, hogy fi(n) < ci1g1(n), han > ny,

3627”27 hOgy fz(n) S C2g2<n>7 ha n Z na,

ekkor

Fu(n) + fo(n) < max(cr, )(g1(n) + go(n)) < 2max(er, ) max(ga(n), ga(n)), ha n > max(m, ns),
és

fi(n) f2(n) < crc2g1(n)gz(n), ha n > max(ni, ng).

Megoldas részletesebben:

Intuici6é. Ezzel a feladattal azt a heurisztikiat akarjuk tovabb erdsiteni, hogy a O tgy miikddik
fiiggvények kozott, mint a < miikédik a valés szamok kozt. Valos szdmok kozt két ugyanigy allo
egyenlStlenséget Osszeadhatunk, illetve ha pozitivak allnak mindkét oldalon, akkor Gsszeszorozha-
tunk. A feladat arrél szol, hogy ezt O-val is megtehetjiik.

Megoldas. Mivel fi(n) € O(gi1(n)), létezik olyan ¢; > 0 és ny € N, hogy minden n > n; esetén
fi(n) < e1-gi(n).
Hasonloan, mivel fo(n) € O(ge(n)), létezik olyan co > 0 és ny € N, hogy minden n > ny esetén
fa(n) < ca - ga(n).
(a) Osszeadjuk a két fenti egyenltlenséget, kapjuk, hogy minden n > max(ny, ny)-re:
fi(n) + fa(n) < crg1(n) + caga(n).

Felhasznalva azt a tényt, hogy g1(n) + g2(n) < 2max(g1(n), g2(n)) minden n-re igaz, kapjuk,
hogy minden n > max(ny, ny)-re:

fi(n) + fa(n) < max(ci, c2)(g1(n) + g2(n))
< 2max(cq, c2) max(gi(n), ga(n)).

Ez azt jelenti, hogy fi(n) + f2(n) € O(max(gi(n), g2(n))), tehat az (a) allitas igaz.

(b) Mivel a fiiggvények pozitiv értékkészletiiek, ha a két fenti egyenl6tlenséget Osszeszorozzuk, kap-
juk, hogy minden n > max(ny, ny)-re:

fi(n) - f2(n) < (c1g1(n)) - (c2g2(n))
= c162 - g1(n)ga(n).

Ez azt jelenti, hogy fi(n)fa(n) € O(g1(n)gz(n)), tehat a (b) allitas is igaz.

Kovetkezmény. Az allitasnak kovetkezménye példaul, hogy egy tobb tagot tartalmazéd Gsszegben
valoban a dominans tag hatdrozza meg a nagysagrendet.



Algel 2025 Ordo jelolés, minimum keresés, rendezés 1. gyakorlat

8.

Adjon O becslést a kovetkezd fiiggvényekre:
(n®*+8)(n+1) (nlogn + n?)(n® + 2) (n! 4+ 2")(n® + log(n®* + 1)) (2" + n?)(n® + 3")

Megoldas: Sokféle jo6 megoldés van, altaldban az O-ba valami egyszeri, de minél kisebb fiiggvényt
akarunk tenni, most ugy csinaljuk, hogy szamolni se nagyon kelljen. Ehhez az el6forduld 6sszegek
nagysagrendjére adunk becslést, és ezeket szorozzuk Ossze.

(n* +8)(n+1) <2n?-2n € O(n®) (a becslés minden n > 3 esetén igaz).

(nlogn +n?)(n® +2) < 2n?-2n* € O(n®) (a becslés minden n > 1 esetén igaz).

(n! +2")(n® +log(n®*+1)) < 2n!-2n3 € O(n3n!) (a becslés minden n > 4 esetén igaz, amikortél mar
n! > 2").

(2" +n?)(n® 4+ 3") < 2-2"-2-3" (a becslés minden n > 4 esetén igaz, mert innen 2" > n?, és mar
3" > n3 is teljesiil).

10.

11.

12.

Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk A és B. A maximaélis 1épésszamot leir6 fiiggvényeket
jelolje fa és fp. Tudjuk, hogy fa(n) € O(fp(n)). Kovetkezik-e ebbdl, hogy

a) A minden bemeneten gyorsabb, mint B?  b) A véges sok bemenet kivételével gyorsabb, mint
B? ¢) A megfelel6en nagy bemenetekre gyorsabb, mint B?

Megoldds: Mindegyikre nem a valasz, pl. fa(n) = 2n és fg(n) = n esetén igaz, hogy fa(n) €
O(fg(n)), de fa(n) > fp(n) minden n-re.

Mely a,b > 1 egész szamokra teljesiilnek az alabbiak?
n® € O(n®) 20 € O(2') log, n € O(log, n)

Megoldds: Az elsé esetben az kell, hogy n® < en®, azaz n® " < ¢ teljesiiljon valamilyen ¢ > 0
konstanssal, ha n > ng. Az a = b esetben ez nyilvan teljesiil, n* € O(n*) (c=1, ng=1).

Az a < b esetben a kitevd negativ, ezért n® < 1, tehat ng = 1 valasztassal mar ¢ = 1 esetén is
teljestl.

Ha viszont a > b, akkor a kitevs pozitiv, a fiiggvény monoton né, végtelenhez tart, tehat nem létezhet
ilyen ¢ konstans.

A masodiknal, az el6z6hoz hasonléan 297 < ¢ kell, ami a < b esetén teljesiil példaul ¢ = 1, ng = 1

valasztassal, de ha a > b, akkor nincs ilyen ¢ konstans.

log; n
81 fehat ¢ =

A harmadik esetben hasznaljuk fel, hogy log, n =
log, a log, a

(no =1)

> 0 jo, akdrmi is a és b.

Tegyiik fel, hogy n 2-hatvany. Bizonyitsuk be, hogy ahhoz, hogy n kiilonb6z6 szambol a két legna-
gyobb elemet kivalasszuk, n + log, n — 2 0sszehasonlités elégséges.

Megoldds: Kieséses versennyel (n — 1 dsszehasonlitas) hatarozzuk meg a legnagyobb elemet. Uta-
na a masodik azon log, n koziil keriil ki, akik csak a gy6ztestsl kaptak ki. Ez tovabbi logon — 1
osszehasonlitassal megkereshetd.

Az A[l : n] tomb piros és zold elemeket tartalmaz. Szeretnénk atrendezni gy, hogy az egyszi-
ni elemek folytonosan helyezkedjenek el (elol az Osszes piros, utana a zoldek vagy forditva). Egy
megengedett [épés két szomszédos tombelem cseréje. Javasoljunk konstans szorzo erejéig optimalis
lépésszamu algoritmust.

Megoldds: Vildgos, hogy csak kiilonbo6z6 szinl elemeket érdemes cserélni. Ha a kezdetben az elsd
és az utolso n/4 elem piros, akkor akdrmelyik végére is akarjuk rendezni a pirosakat, valamelyik n/4
elem helyet kell cseréljen az osszes zolddel, tehat sziikséges lehet n?/8 1épés. O(n?) 1épéssel meg meg
is lehet csinalni, hisz tetsz6leges sorrendet el lehet érni n?-nél kevesebb szomszéd cseréjével példaul
buborékrendezéssel (piros < zold, ha a pirosakat akarjuk a témb elejére tenni).
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13. Adott n chip, melyek képesek egymas tesztelésére a kovetkezé modon: ha Gsszekapcsolunk két chipet,
mindkét chip nyilatkozik a masikrol, hogy hibésnak taldlta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri,
hogy a masik hibéas-e, mig egy hibas chip akarmilyen valaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek tébb,
mint a fele korrekt. Adjunk algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznélva kikeres egy jo
chipet.

Megoldds:

’ 1. chip \ 2. chip H 1. kimenet \ 2. kimenet ‘

Jo Jo Jo Jo

jo 0SSz rOSSZ jo/rossz
rossz jo jo/rossz rossz
oSSz rossz jo/rossz jo/rossz

Készitsiink el6 3 dobozt: T—=tesztelt, N=nem tesztelt, S=szemét. Kezdetben minden chip az N
dobozban van. Vegyiink ki kettét bel6le. Ha egy par jo-jot mond, akkor egyformék, vagy jo-jo, vagy
rossz-rossz. Ha a par jo-jot mond, akkor tegyiik mindkettst a 7" dobozba. Ha nem jo-jot mondanak,
akkor legalabb az egyik rossz, ilyenkor dobjuk ki mindkettst az S dobozba. Ha az N és T' doboz sem
iires még, akkor mindig a 7" dobozbdl egyet parositunk egy N dobozban levével. Ha jo-jo, akkor a T’
dobozba tessziik mindkettst, kiilonben az S dobozba. Ha kiiiriil a T doboz, akkor két N dobozbelit
vesziink megint, ha van benne még kettd.

A tesztek el6tt is és minden teszt utan is fennéll a kovetkezd két tulajdonsag (tn. invarians tulaj-
donségok ezek):

(1) T'U N-ben tobben vannak a jo chipek, mint a rosszak.
(2) A T-ben mindig ugyanolyan chipek vannak (vagy csak jok, vagy csak rosszak, de lehet iires is).

Az (1) miatt tesztek utan 7"U N nem lehet iires.

Addig teszteliink, ameddig van elvégezhetd teszt. Mi lehet a végén, amikor mar nem tudunk tovabbi
tesztet elvégezni? Ekkor N-ben 0 vagy 1 elem van. Ha 0, akkor (1) és (2) miatt 7" nem tires és csupa
jo chipbal all.

Ha N-ben csak egy elem van, akkor 7" iires és (1) miatt N-ben csak jo chip lehet. Mindkét esetben
igaz, hogy a végén T'U N-ben csupa joé chip van.



