Algel 2024 Dinamikus programozas 5. gyakorlat

1. Adjon meg a 10,3,5,2,7,1,18,4,12,17,6 sorozatban egy leghosszabb ndévekvs részsorozatot az éran
tanult dinamikus programozast hasznélo algoritmussal!

Megoldds:
= 1[2]3[4[5[6]7[8]9[10]11]
Ali] =103 |5 71111814 12|17] 6
Li=| 112|131 4|24 |5]3
el6zd[jl =1 - |-|2]|-[3|-|5|2|51]9]3
V\_/ —

Leghosszabb névekvd részsorozat hossza: max{1,1,2,1,3,1,4,2,4,5,3} = 5. A maximum i = 10-nél van.
el6z6[10] = 9, el6z[9] = 5, el6z6[5] = 3, el6z6[3] = 2,
egy maximalis névekvd részsorozat A[2],A[3],A[5],A[9],A[10], azaz 3,5,7,12,17.

2. Egy f foku létran bizonyos fokok annyira rozogak, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére tudjuk,
hogy melyik fokok ilyenek, hova nem szabad lépniink. Egy lépéssel legfeljebb 3 fokot tudunk lépni.
Adjon dinamikus programozast hasznalo algoritmust ami meghatarozza, hogy (a) a létra aljatol fel
tudunk-e jutni a létra legfelss fokara! (b) a létra aljatol hanyféleképpen tudunk feljutni a létra legfelss
fokara! (Feltehetd, hogy a legfelsd fokra rd szabad lépni.) Mennyi az algoritmusok lépésszama?

Megoldds: Legyen NR az a tomb amiben N R[i] akkor igaz, ha az i-edik fok nem rozoga.

(a) A részfeladatok azok lesznek, hogy az i-edik fokra fel tudunk-e jutni (1 <14 < f). Az F[i] tablazatot
toltjik ki ugy, hogy Fi] igaz, ha fel tudunk az i-edik fokra jutni.

Vegyiik észre, hogy a feladat az F[f] értéket kérdezi.
A kitolteés kezdete: F[0] = igaz, azaz a foldrél nem esiink le, F[1] = NR[1].

A rekurzié: mivel az i-edik fokra eggyel, kettével vagy harommal lejjebbrdl johetiink, pontosan akkor
tudunk az i-edikre lépni, ha a hdrom megel6z6 valamelyikére el lehet jutni és az i-edik fok nem rozoga.
Ezért az altalanos rekurzio: F[i| = NR[i{| A (F[i — 1)V F[i — 2] V F[i — 3]).

Latszik, hogy ez csak i > 3 esetben miikodik. Az i = 2 esetre hasonlé formula jo, csak ott nem szerepel
a nem létez6 F[i — 3], azaz F[2] = NR[2] A (F[1] V F[0]).

Ha a tablazatot ¢+ = 0,1,2,..., f sorrendben toltjiik ki, akkor minden elemnél konstans sok lépést
hasznalunk, az algoritmus lépésszama O(n).

(b) Hasonl6 az (a) részhez, de most nem logikai valtozo kell. Legyen M][i| az, hogy hanyféleképpen
tudunk feljutni az i-edik fokra.

A feladat megoldasat M|f] szolgaltatja.

A kitoltés kezdete: legyen minden M[i] = 0 ha ¢ > 0 és M[0] = 1. Mivel az i-re lépés csak az el6z6
harom valamelyikérdl torténhet, ezért a lehetséges feljutasok széamat a harom el6z6 szam Gsszegeként
kapjuk meg. Ebben tgy vessziik figyelembe a rozoga fokokat, hogy azoknél az M értéke O lesz, tehat
nem adnak semmit a keresett szamhoz. Ezek alapjan:

Ha NR[1] igaz, akkor legyen M[1] = 1, ha NR|2| igaz, akkor M[2] = M]1] + M]0] és altalaban, ha
NRYJi] igaz, akkor legyen M|[i| = M[i — 1] + M[i — 2] + M[i — 3].

Most is © =0,1,2,..., f sorrendben kell kitolteni a tablazatot és akkor a hasznalni kivant értékek mar
rendelkezésiinkre &llnak, minden i-re konstans sok Gsszeadas lesz, azaz 6sszesen O(n) Osszeadas, az
egyszertiség kedvéért ezt tekintjiik a lépésszamnak is.

Ha azt is figyelembe vessziik, hogy az Osszeadand6 szamok nem feltétlentil konstans méretiiek, akkor
lépésszam nagyobb lesz. Indukcidval konnyen beldthatoé azonban, hogy a legnagyobb szam is legfel-
jebb 3™. Ennek leirasdhoz O(n) szamjegy elegends. Mivel az Gsszeadast a jegyek szdmaban linearis
algoritmussal el tudjuk végezni, az algoritmus teljes lépésszdma O(n?).
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3. Adott n+ 1 darab (n > 1) pozitiv egész szam: si, S, ..., Sy, b és azt szeretnénk eldénteni, hogy elséll-e
a b szam néhany s; szam Osszegeként. (Mindegyik s; legfeljebb egyszer hasznalhato fel az Gsszegben.)
Adjunk dinamikus programozast hasznalo O(n - b) lépésszamu algoritmust erre a feladatra (melynek
neve Részhalmaz-6sszeg probléma, roviditése RH) az alabbi részfeladatok felhasznalasaval:

L(i,c) jelentése (0 < i <nés0 < c < besetén) legyen az, hogy el6 lehet-e allitani az sq, . . ., s; szimokbol
a ¢ szamot.
Megoldds:

1. Reészfeladatok: adottak a feladatban, azaz L(i,c) = 0, ha ¢ nem all el§ és 1, ha el6all sy, so,. .., S;-

bol osszegként. (Lényegében egy (n + 1) - (b + 1) méreti tablazatot toltiink ki, aminek L(i,c) all
az i. soranak c. cellajaban.)

2. Sorrend: i megy 0-t0l n-ig és egy belsd ciklusban minden i-re ¢ megy 0-t6l b-ig (vagyis soronként
haladunk a téblazatban fentrdl lefele, a soron beliil balrél jobbra).

3. Eleje: L(7,0) = 1 minden i-re, mert a 0-t mindig ki lehet ugy, hozni, hogy egy szamot se valasztunk
ki és L(0,c) = 0, ha ¢ > 0, mert ha egy szamot se valaszthatunk, akkor 0-nal nagyobb sszeg nem
tud kijonni. (Azaz a tablazat els6 oszlopa csupa 1-es, az elsg sor t&bbi eleme pedig csupa 0.)

4. Tovabblépés, hai > 1 és ¢ > 1: L(i,c) = 1 pontosan akkor, ha L(i — 1,¢) = 1 vagy ha L(i — 1,¢ —
s;) = 1 (ez utoébbi eset csak akkor jatszik, ha ¢ —s; > 0). Ez azért helyes, mert ¢ vagy s; nélkiil
all els, csupan sq, ..., s;_1 kozil néhanybol vagy s;-t is hasznaljuk és ekkor ¢ — s;-t kell elGallitani
S1,...,8;_1 kOzil néhanybol.

5. Végeredmény: nekiink L(n,b) kell, itt deril ki, hogy ki lehet-e hozni b-t az s; szamokbol. (Vagyis
a tablazat jobb also elemét akarjuk.)

6. LSZ: Minden részfeladatnal konstans sok lépés van és (n+ 1) - (b+ 1), azaz O(n - b) részfeladat
van.

7. Josag: mindegyik résznél megnéztiik (lasd feljebb)

8. Mik a szamok, amikbdl kijon az Osszeg: azt kell meghatarozni, hogy melyik s;-k 6sszegeként all els
b, ha el6all egyaltalan. Itt elég egy jo részhalmazat megadni az s; szamoknak és ezt tigy lehet, hogy
L(i,c) szamolasakor feljegyezziik, hogy az els§ (s; nélkiil) vagy a masodik eset (s;-vel) miatt allt
el ¢ (ha mindkettonél elgall, akkor az egyik esetet vessziik csak) és L(n,b) = 1 esetén visszafelé
haladva minden s;-r6l kideriil, hogy kell vagy nem kell b-hez. Itt minden lépésben csokkenik
értéke eggyel, azaz ez a visszalépkedés (mivel csak egy jo részhalmazt keresiink, azaz csak egy utat
akarunk megtalalni) O(n) lépésben megvan.

4. Egy m x m méretii tablazat mezdin lépkediink a bal als6 sarokbol a jobb fels6 sarokba tigy, hogy egy
lépésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épilink, de van néhany ,tiltott" mezs, ahova nem
léphetiink. Adjon egy dinamikus programozast hasznalé eljarast, ami meghatarozza, hogy hanyfélekép-
pen érhetiink célba!

Megoldds:  Definialjunk egy m + 1 sorbél és oszlopbdl allo T' tablazatot, amelyben a Ti, j| elem
jelentése, hogy hanyféleképpen tudunk eljutni az (i, j) mezdbe. (A bal also sarok az (1,1) mezs, a jobb
fels6 az (m,m).)

Legyenek a T' 0. soraban és oszlopaban az értékek nullak, T'[1,1] = 1.

A rekurzios formulédhoz vegyiik észre, hogy az (i, j) mezdbe csak az (i — 1, j) vagy az (i, j — 1) mez6kbol

léphetiink és ha T-ben a tiltott mezSknek megfelels értékeket O-ra allitjuk, akkor a

T, ] = Tl —1,7]+T[i,5 — 1], ha (i, 7) nem tiltott
=900, ha (i, §) tiltott
formula ¢ > 1, 7 > 1 esetén helyes lesz.

Ez a tablazat kitolthetd soronként, hiszen akkor az (i, j)-hez érve a két felhasznalandé érték mar ren-
delkezésiinkre all.
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Lépésszdm: a tablazat mérete (m + 1) € O(n), hiszen az input mérete n = m?. Minden elemhez

konstans sok Osszeadas sziikséges, ezért az Gsszeadéasok szama is O(n). Itt is figyelniink kell azonban a
szdmok méretére. Ha egyetlen tiltott mezd sincs, akkor a legnagyobb szam ( ) Mivel ZZm (2m) = 2%m,

ezért (m) < 2™ Ennek jegyeinek szama O(m). Igy a lépésszam O(m?), azaz O(n'?).

Megjegyzés: A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy aritmetikai mtiveleteket 1 1épésben
el tudunk végezni tetszGleges nagysagu szamokkal.

5. Legyen s189...8, és tity ... 1, egy n és egy m hosszu karaktersorozat. Azt szeretnénk, hogy az n x m
méretd A matrix A[i, j] eleme tartalmazza azt a legnagyobb k szamot, melyre az s1s5...5; ésatita...1;
sorozatok utolso k karaktere megegyezik. Adjon eljarast, ami az A tombot O(nm) lépésben kitolti.

Megoldas: Ha i =1 vagy j = 1, akkor egyszert, hiszen az egyik sorozat 1 elemt, az érték csak 0 vagy

1 lehet.
1 1, ha s; =11

g , ha S1 — tj . o
A[l’j] o { O, ha S1 # tj A[% 1] N { O, ha S; # tl

A tovabbiakhoz azt kell észrevenni, hogy ha az s; és ¢; kiilonbozik, akkor nyilvan k = 0, egyébként
pedig a leghosszabb ilyen kozos rész az eggyel révidebb kezddszeletekre kapott egyezs rész kiterjesztése,

.o 1+A[l—1,j—1]7 haSi:t]‘
A[Z’j] _{ O, ha S; #t]

Amennyiben a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezésiinkre &ll a sziikséges informaécio,
egy elem kiszdmolasa konstans mtivelet, a tablazat mérete nm, ezért az egész Gsszesen O(nm).

6. Egy n x n méretd tablazat minden eleme egy pozitiv egész szam. A tablazat bal als6 sarkdbol akarunk
eljutni a jobb felsé sarkaba gy, hogy egy 1épésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épilink.
Azt szeretnénk, hogy a lépegetés soran latott elemek névekvd sorrendben kivessék egymast. Adjon
O(n?) lépésszamt algoritmust, ami meghatarozza, hogy (a) hany a szabalyoknak megfelels t van! (b)
mekkora a legnagyobb értéki, a szabalyoknak megfelel6 ut, ha egy ut értéke a benne szerepls szamok
szorzatal!

Megoldds: (a) Dinamikus programozast hasznalunk: Jelolje A az eredeti (adott) tablazatot. Keészitiink
egy n X n méretd T tablazatot, amiben a T[i, j] értéke az lesz, hogy hanyféleképpen tudunk a szabé-
lyoknak megfelelsen A-ban az i-edik sor j-edik elemébe jutni. Ha A[l,1] a bal als6 mez6 és A[n,n] a
jobb felss, ekkor T'[n,n| adja a keresett valaszt.

Legyen T'[1,1] = 1. Mivel az (i,j) pozicioba csak balrol vagy lentrél johetiink, akkor van jo ut, ha ezek
koziil legalabb az egyikbe el lehet jutni, és onnan az utols6 1épés is érvényes, azaz teljesiil, hogy az
Ali,j] nagyobb a megel6z4 elemnél.

Ezért az els6 sor j > 1 esetben T'[1, j] = T[1,j — 1], ha A[l, 5] > A[l, 7 — 1], kiilonben meg T'[1, j] = 0.
(A sor egy darabig 1 lesz, egy id6 utan meg 0, ha volt egy nem névekvs 1épés.) Hasonléan. az i > 1
esetben T'[i,1) = T'[i — 1,1], ha A[i, 1] > A[i — 1, 1], kiilonben meg T7[¢, 1] = 0.

Az altalanos rekurzi6, amikor 7,5 > 1:

o ha Afi,j] > Ali — 1,§] é Afi, §] > Ali, j — 1], akkor Ti, j] = T[i — 1, 5] + T[i, 5 — 1]
e ha Ali,j| > Ali — 1, j] és Ali, j] < Ali,j — 1], akkor T, j] = T[i — 1, j]

e ha Ali,j] < Ali —1,j] és Ali, j| > A[z j — 1], akkor T[4, j| = T[i,j — 1]

o ha Afi, j| < Ali —1,7] és Ali, 5] < Ali,j — 1], akkor T'[7, j] = 0.

Ha az els6 sor és oszlop meghatéarozasa utan a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezé-
siinkre &ll a sziikséges informécio, igy minden elem kiszamolasa konstans sok mitveletet fog hasznélni.

Mivel a T t6mb mérete n? és minden elemének kitoltése konstans sok miivelet, ezért a lépésszam O(n?).
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(b) Az el6z6h6z hasonlo, de most a maximalis értéket taroljuk, ezért minden érvényes lépésnél szorozni
kell az aktuélis A értékkel, az dsszeadas helyett pedig a nagyobb értéket kell valasztani.

Ha ez most egy S tomb, akkor S[1,1] = A[1, 1], mivel eddig ez az érték. Az elsg sor és oszlop kitoltése
igy alakul: S[1,j] = S[1,7 — 1] - A[1,j], ha A[1,j] > A[l,j — 1], kiilénben meg S[1, j| = 0. Hasonl6an
az i > 1 esetben S[i, 1] = S[i — 1,1] - A[i, 1], ha A[é, 1] > Ali — 1, 1], kiilonben meg S|i, 1] = 0.

A tovabbiakban i, 7 > 1, ekkor pedig

e ha Ali,j| > Ali — 1,j] és Ali, j] > Ali, j — 1], akkor S[i, j] = A[i, j] - max{S[i — 1, ], S[i,j — 1]}
e ha Ali,j| > A[i — 1,j] és Ali, 5] < Ali, j — 1], akkor S[i, j| = Ali, 5] - S[i — 1, j]

e ha Ali,j| < Ali — 1,7] és Ali, 5] > Ali, ]—1],akk0r Sli,j] = Ali, ] - S[i, 7 — 1]

e ha Ali,j] < Ali — 1,j] és Ali, j] < Ali, j — 1], akkor S[i, j] = 0.

Ha az elsd sor és oszlop meghatérozasa utan a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezé-
siinkre all a sziikséges informacid, igy minden elem kiszamolasa konstans sok miiveletet fog hasznalni.
Ezért a teljes lépésszam most is O(n?).

7. Van n fajlunk, az i-edik fajl hosszat jelolje a h;. Tegyiik fel, hogy a h; szdmok pozitiv egészek. Men-
téshez két egyforman L méretd lemez all rendelkezésiinkre (L pozitiv egész szam). A cél, hogy minél
nagyobb k szamra az els6 k darab fajl mindegyikét mentsiik ki a lemezekre (a fajlok sorrendje rogzitett).
Féjlokat szétvagni nem szabad, minden fajl teljes egészében keriil az egyik vagy a masik lemezre. Ad-
jon algoritmust, ami adott L és h; szamokhoz meghatérozza, hogy melyik fajlt melyik lemezre tegyiik
ahhoz, hogy k a lehetd legnagyobb legyen. Az algoritmus lépésszama legyen O(L?).

Megoldds: Feltehets, hogy n < 2L mert ennél tobb pozitiv hosszusagi allomanyt biztosan nem lehet
elhelyezni 2L teriileten.

Egy iranyitott grafot konstrualunk. Ennek cstcsai (a,b,k) alakt harmasok, ahol a,b,k nem negativ
egészek, k < mn,a < L, b< L, ésa+b=hy+ -+ hy = s A kezdScstucs (0,0,0). Az (a,bk)
csucesok koziil bizonyosak (nem feltétleniil mind) annak felelnek meg, hogy az elsé k alloményt el tudjuk
elhelyezni a két lemezre tgy, hogy a mennyiségii adatot tudunk a szabalyok szerint eltenni az elsé
lemezre, b mennyiséget a mésodikra.

Az (a,b,k) csucsbol legfeljebb két él indul ki: egy (a + hgy1,b,k + 1)-be és egy (a,b + hgi1,k + 1)-be,
amennyiben ezek 1étezd cstcsok.

A kapott graf nyilvan DAG: él mentén a harmadik komponens ng. Egy adott k-ra legfeljebb L + 1
csucs lehet, amelynek a 3. komponense k, hiszen 0 < a < L és s, értéke meghatarozza b értékét
is. Igy a grafnak osszesen legfeljebb (L + 1)(L + 1) = O(L?) csticsa van, az élek szama legfeljebb
a csticsszam kétszerese, ezért az éllistds megadas mérete O(L?). Ekkora koltséggel tudunk keresni a
grafban (0,0, 0)-bol induld leghosszabb utat. Egy ¢ éld ilyen 1t, ha végigmegyiink rajta, éppen az elsé
¢ allomany szabalyok szerinti elhelyezését adja.

8. Egy n és egy m karakterbdl allo szovegben meg akarjuk talalni a legnagyobb azonos darabot, azaz ha az
egyik szoveg aias - - - a, és a mésik bybs - - - b,,, akkor olyan 1 <7 <n és 1 < 7 < m indexeket keresiink,
hogy a;+1Gito ... aiys = bjy1bj19 ... by, teljesiiljon a lehets legnagyobb ¢ szdmra. Adjon erre a feladatra
O(nm) lépést hasznalo algoritmust.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha a 5. feladatban leirt tablazatot elkészitjiik erre az esetre, akkor a
tablazatbeli legnagyobb érték pont a megfelels ¢ lesz. Ennek helye megadja a megfelels ¢ +t és j + ¢
indexeket, amikbdl 7 és j is megkaphato.

A tablazat kitoltése az el6z6 feladat szerint O(nm) 1épés. A maximalis érték megtalalasa tovabbi nm—1
osszehasonlitassal megoldhato, ezek utan i és j kiszamolas konstans lépés. Ez 6sszesen is O(nm).
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9.

10.

Adott egy n és egy m hosszu 0-1 sorozat, aq, as, ..., a,, illetve by, b, . .., b,,. Ezek alapjan egy T tombot
toltottiink ki a kovetkez6 modon:

Ha 0 <i <mn, akkor T'[i,0] =0. Ha 0 < j <m, akkor T'[0,j] = 0.

T[Z—l,]—1]+1 haai:bj
max{T[i,j — 1], T[i = 1,j]} ha a; # b,

Mi a jelentése a T'[i, j| értéknek! A két sorozatnak milyen tulajdonsagat adja meg a T'[n, m| érték?

HalSiSné81§j§m73kk0rT[iJ]:{

Megoldas: Ti,j| =azay---a; és by - - - b; sorozatokban mekkora a legnagyobb kozos részsorozat hossza,
ezért T'n, m| a két teljes sorozatban a leghosszabb kozos részsorozat hossza.

Ez igaz, ha i = 0 vagy 7 = 0. A rekurziés képlet meg azt mutatja, hogy a legnagyobb kozos rész-
sorozatban vagy a; = b;, és a korabbiakbol kell a leghosszabb, ezért a hossz T[i — 1,5 — 1] + 1. Ha
meg a; # b;, akkor vagy a b; vagy az a; nincs benne a leghosszabb k6zos részsorozatban, ezt mutatja a
mésodik lehetdség.

Megjegyzés: ilyen feladatoknal érdemes valami egyszert példdn megnézni mi térténik, az alapjan meg-

tippelni a szabalyt (amit persze be is kell bizonyitani).

Tekintsiik azt a rekurziv algoritmust az n. Fibonacci-szam, F), kiszamolasara, amin = 0 ésn = 1
esetben 1-et ad vissza, n > 2 esetben pedig meghivja sajat magat n — 1 és n — 2 inputtal, majd
visszaadja az igy kapott két érték Gsszegét. Lassuk be, hogy ennek az eljarasnak a lépésszama (272 ).

Megoldds: Jeloljiikk L(n)-nel az algoritmus lépésszamat, ha az input mérete n. Ekkor L(0) = L(1) =1,
és L(n) > L(n— 1)+ L(n —2), han > 2, ezért k > 2 esetén
L(2k) > L(2k — 1) + L(2k — 2) > L(2k — 2) + L(2k — 3) + L(2k — 2) > 2L(2k — 2),

és ugyanez igaz k = 1 esetén is, hiszen ekkor L(2k) = L(2) > L(1)+ L(0) = 1+1 = 2L(0) = 2L(2k —2).
Ez alapjan ha n € N péros, akkor

L(n) > 2L(n —2) > ... > 2"2L(0) = 2"/,

mig ha n > 3 pératlan, akkor

1
L(n)>2L(n—2)>...>2"Y21(1) = EQ”/Q.

Igy tehat L(n) > \%2”/2, han > 0 (ez igazn = 0 ésn = 1 esetén is: L(0) = 1 > 1
L(l)=1> \/lﬁ 212 = 1), tehat pl. az ¢ = 1/v/2 és ng = 1 valasztas mutatja, hogy L(n) = Q(2"/?) (s6t
no = 0 is jo).

2. megoldds: Bizonyithatunk indukciéval is. Valasszunk egy olyan ¢ > 0 értéket, hogy L(n) > c2"/?
teljestiljon n = 0,1 esetén. Mivel L(0) = L(1) > 1, igy példaul a ¢ = 1/2 is megfelels. Tegytik fel, hogy
L(i) > 22 teljesiil minden 0 < i < n esetén. Belatjuk, hogy ekkor teljesiil n 4 1-re is.

L(n+1)>L(n)+ L(n —1) > 2¥? 4 2=D/2 > co=D/2(91/2 4 1) > o=D/2 .9 — contD)/2,

Tehét példaul a ¢ = 1/2 és ng = 0 valasztas mutatja, hogy L(n) = Q(2"/?).



