Algel 2024 DAG, topologikus rendezés 4. gyakorlat

1. Ellistajukkal adottak az alabbi Gy és Gy iranyitott grafok.
G1: a:b(3),c(8);  bid(-7); «c:d(5); die(2); e:a(-10);
Gy a:g(2),£(10);  b:a(-2),g(l); c-;  di-;  ewc(5),d(6); fe(7); g:f(1), e(8);
(a) Dontsiik el mélységi bejaras segitségével errdl a két grafrol, hogy DAG-e.
(b) Amelyik graf DAG, abban adjunk meg egy topologikus sorrendet és hatarozzuk meg az a jeld
cstucsbol a tobbi cstucsba vezetd legrovidebb utak hosszat.

Megoldds: (a) Nem DAG, mert a DFS soran talalunk visszaélet.

mszam|v|, bszam|v|

fagl visszaél  keresztél

faél eloreél keresztél

Topologikus sorrend: b,a,q,f,e,d,c, amit a DFS futtatasaval kapunk, ha a befejezési szamok szerint
csOkkend sorrendben irjuk fel a csticsokat.

tavolsag|v;]

Az e csticsnél a bejové minimalis él lehetne fe is ge helyett.

2. Egy éllistaval adott iranyitott G grafban néhény cstcs piros, néhény cstucs kék, a tobbi csics pedig
szintelen. (A szinezés egy, a csticsokkal indexelt C' témbben adott). Melyik tanult algoritmus egyszeri
futésaval lehet O(n + m) lépésben megoldani az alabbi feladatokat és hogyan?

(a) El akarjuk donteni, hogy az egyik adott p; piros csticsbol mik az elérhets kék cstucsok.
(b) Egy adott piros p; csicshoz meg akarjuk keresni a legkozelebbi kék csticso(ka)t.
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Megoldds: (a) Futtassunk BFS-t vagy DFS-t p;-bdl tjrakezdés nélkiil. Azok a kék csticsok alkotjak a
keresett halmazt, amelyek ezen futas soran bejartta valnak.

Ez azért igaz, mert mindkét algoritmus pontosan azokat a csicsokat jarja be (Gjrakezdés nélkiil) a
kezdGestesbol, amikbe van iranyitott ut a grafban a kezdd@scsiicsbol.

Az eljaras O(n + m), mert mindkét algoritmus futasideje ennyi és ezutan mar csak végig kell menni a
bejarva tombon és ki kell olvasni a bejart kék cstcsokat, ennek lépésszama pedig O(n).

(b) Futtassunk BFS-t p;-bdl tjrakezdés nélkiil, ennek végére minden csicsra megkapjuk a p;-t6l valo
tavolsdgot. Végigmenve ezutédn a tavolsdgok tombjén minimumot keresiink a kék csticsokhoz tartozo
értékek kozott, majd kifrjuk azokat a kék cstcsokat, ahol ez a megtalalt legkisebb téavolsag felvevédott.

Ez azért jo, mert a BFS helyesen hatarozza meg a tavolsagokat akkor, amikor a tavolsag alatt az utat
alkoto élek szamat értjik.

Az eljaras O(n + m), mert a BFS futasideje ennyi és ezutdan mar csak végig kell menni a téavolsagok
tombjén egyszer a minimum megkereséséhez, majd még egyszer azon kékek kiirasahoz, akiknek ez a
tavolsaga. Ez utobbi két 1épés O(n)-s, ezért az egész futas O(n + m).

3. Legyen G egy iranyitatlan Osszefiiggs graf. Igaz-e, hogy
(al) mélységi

(a) G minden f éléhez van G-nek olyan éllistds megadasa, melynek (a2) szélesscgi

fael?

(b) G minden F feszit6fajahoz van G-nek olyan éllistas megadasa, melynek

bejarasaban f egy

0 A i
F minden éle faél?

Megoldds: (al-2) Mindkét kérdésre igen a valasz. Tegyiik fel, hogy f az u és v cstcsokat koti 6ssze. Az
éllista pontokat tartalmazé tombjének elsé eleme legyen u, és u szomszédainak felsorolasaban legyen v
az elsé elem. Mind a BFS, mind a DFS wu-bdl fog indulni és elsének v-t fedezi fel.

(bl) Ez nem igaz példaul ha G = K,, egy n > 3 pontu teljes graf és F' egy csillag (minden él kozépss
csucshoz csatlakozik). Ekkor akarmilyen éllista esetén a DFS mindig tovabb tud lépni és a DFS fa egy
ut lesz, nem pedig csillag. (b2) Ez sem igaz példaul ha G = K, ismét egy teljes graf, de F' most egy
ut (a maximalis fokszama 2). A BFS ekkor barmely éllista esetén a kiindulopontboél rogton felfedez
minden mas pontot, igy a BFS fa egy csillag lesz, nem pedig tt.

4. Ellistajaval adott egy G iranyitott graf, amiben nincsen iranyitott kor. Adott tovabba a graf egy s
cstcsa és szeretnénk meghatarozni a graf Osszes v cstucsa esetén az s-bél v-be vezet§ utak szamat.
Adjon erre a feladatra O(n + m) lépésszamu algoritmust.

Megoldds: Jeloljik a grafot G = (V,E)-vel. Felvesziink egy, a csicsokkal indexelt témbot, amelyet
darab-bal jelolink. A célunk az, hogy darablv] az s — v utak szamat adja meg. Ennek egy lehetséges
modja a kovetkezS. Meghatarozzuk a graf egy topologikus sorrendjét. Ha a v csiics s el6tt kovetkezik
a topologikus sorrendben, akkor darab[v] = 0, mert ekkor nem lehet s — v Ut a topologikus sorrend
definici6ja szerint. Tovabba darab[s] = 1 (s-bdl s-be pontosan egy ut megy, az tires tt, mivel a grafban
nincs irdnyitott kor). Ezek ismeretében az s utan kovetkezd v csicsok esetén pedig a topologikus

sorrendben elérefelé haladva a
darab[v] = Z darab|u] (1)
ueV: (u,)eE

rekurzi6 adja meg az s — v utak szamaét, ahol a darab[u|-k mar ismertek, hiszen ha van u — v él, akkor
u biztos, hogy v el6tt van a topologikus sorrendben. Ez a formula azért igaz, mert ha van u — v él,
akkor s-bél u-n 4t v-be pontosan annyi Gt megy, mint s-bél u-ba, igy az u-kra Osszegezve megkapjuk
az s — v utak szamat (itt megint hasznaltuk, hogy élek csak a topologikus sorrend szerint elérefelé
mehetnek).

Az algoritmus implementaci6ja és lépésszama: a topologikus sorrendrél tudjuk, hogy O(n+m) lépésben
meghatarozhaté. Az (1) lépéshez tudni kell, hogy melyik u-kbol megy egy adott v-be él, amihez
elkészitjiik az eredeti éllistabol a forditott éllistat, ami O(n+m) lépés (lasd el6zé feladatsor 5. feladat).
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Ezutan minden v csticsnal legfeljebb annyi u csticsra kell megnézni a darab-értékeket, ahany bejove éle
van v-nek, és ezeket csicsonként Gsszeadni, vagyis ez és az egész algoritmus is O(n 4+ m) 1épés.
Megjegyzés: az (1) rekurzioval definialt algoritmus tulajdonképpen dinamikus programozas, lasd késébb.

5. A 2. feladat folytatasa:
(c) El akarjuk donteni, hogy mindegyik kék csiics elérheté-e legalabb egy pirosbél (azaz igaz-e, hogy
minden kék cstcsra van olyan piros cstucs ahonnan 6 elérhetd).
(d) Meg akarjuk keresni a legrovidebb olyan utat a grafban, ami piros cstucsbol kék cstcsba vezet.

Megoldds: (c) Adjunk a G grathoz egy 4j v csticsot. Ebb6l vezessiink (iranyitott) élet a G minden
piros csucsdhoz. A kapott graf legyen G;. A G megkaphaté G-bsl O(n) lépésben. A csicsok szdma
n + 1 lesz, az éleké legfeljebb n + m. Ezutén bejarast inditunk G-ben v-bél. Ez lehet DFS vagy BES
is. A v-bdl elérhets kék csicsok K halmazaban pontosan azok a kék cstucsok lesznek, amelyek G-ben
piros csticsbol elérhetsk. A K-beli csicsokat megjeloljik, és végiil ellendrizziik - ez O(n) munka - hogy
K az osszes kék cstucs halmaza-e. A bejaras koltsége O(1 +n+n+m) = O(n +m).

(d) Ttt az elézGekben felépitett G grafban v-bél indulo BFS-t hajtunk végre. Minden w cstcs mellé
odairjuk a v-t6l valé G-beli tavolsagat, legyen ez a tavolsag d,,. Ez eddig O(n + m) munka. Ezt
kovetGen meghatarozzuk, a d,, — 1 mennyiségek minimumaét, ahol w befutja a kék csiicsok halmazat.
Ez tovabbi O(n) munka. Az 6sszkoltség tehat O(n 4+ m).

6. Cirkuszi akrobatdk egymaés vallara allva minél nagyobb tornyot szeretnének létrehozni (a toronyban
minden szinten csak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlati szempontok miatt egy ember vallara
csak olyan allhat, aki néala alacsonyabb és konnyebb is. A cirkuszban n akrobata van, adott mindegyi-
kiik magasséga és stlya.

(a) Adjon algoritmust, amely O(n?) 1épésben megadja a lehetséges legtébb emberbél allo torony dssze-
allitasat.

(b) Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legmagasabb torony (hany centimé-
ter magas) Osszeéllitasat.

Megoldds:  Vegyiink egy olyan G grafot, melyben a csticsok az akrobataknak felelnek meg és két
tetszoleges (v; és v;) cstics kozott pontosan akkor fut iranyitott él, ha a j. akrobata allhat az i. akrobata
vallan. Vegytink fel tovabba egy f (mint fold) csicsot, hiizzunk beléle élt minden masik cstucsba (a f6ld
vallan barki allhat). Vegytik észre, hogy G graf DAG (az egymaésra allas feltételei miatt) és a benne 16v6,
f-bél indulo utak megfeleltethetGek tornyoknak. Ugy kell iigyeskedniink az élek stlyozaséval, hogy az
ilyen utak hossza pont a tornyok (kérdezett) magassaga legyen. Ezutan mindkét probléma megoldhato
G-ben lefuttatott f-bél leghosszabb tut kereséssel.

a) Legyen minden él sulya 1. Az a torony, aminek a tetején az i. akrobata &ll, legfeljebb tavolsag|uv;]
ember magas lehet (mivel f-bdl indulva nem létezik tavolsag|v;] -1 -nél tobb cstcesbol (akrobatabol) allo
ut vi-be). Keressiik meg a legnagyobb tavolsag|v;]-t, ehhez fog tartozni a legmagasabb torony. Maga
a torony ugy kaphatoé meg, hogy feljegyezziik a leghosszabb tut keresés sordn minden cstcsnal azt is,
hogy honnan érkezett a leghosszabb 1t és ennek mentén vissza tudjuk kovetni, hogy emlyik akrobatak
allnak a toronyban.

b) Legyen minden v; — v; él stlya a j. akrobata magassaga, és hasonloan az f — v, él stlya is legyen
a j. akrobata magassaga. Ekkor egy ut hossza éppen meg fog egyezni az tton talalhaté akrobatak
magassaganak Osszegével, igy az a torony, aminek a tetején az i. akrobata all, legfeljebb tavolsag|v;]|
magas lesz (mivel f-bél indulva nem létezik hosszabb (Gsszesen magasabb akrobatéabol) allo ut v;-be).
Keressiik meg a legnagyobb tavolsag|v;]-t, majd magét a tornyot ugyanigy kajuk, mint az (a) részben.

A graf szomszédossagi matrixanak (vagy éllistdjanak) megadasa O(n?) 1épés, mert minden akrobata-
part meg kell vizsgdlnunk, a leghosszabb 1t keresés O(n?) vagy O(n+m), a megadis modjatol fiiggden,
a maximum megtalalasa pedig O(n) lépés. Mivel a graf egyszertd, m € O(n?), igy a teljes algoritmusok
is beleférnek O(n?)-be.
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7.

10.

Ellistaval adott a stlyozott élii G iranyitatlan graf, ahol az élek stlyai az 1,2,3 szamok koziil valok.
Javasoljunk O(n + m) koltségl algoritmust egy adott s pontbél az Gsszes tovabbi v pontokba vive
legrévidebb utak hosszanak meghatarozasaral

Megoldds: Huzzuk szét a 2 silyu éleket 2 éllé (egy-egy 0j pont felvételével), a 3 sulytakat pedig 3 éllé.
Az igy kapott G' = (V' E’) grafra teljesiil, hogy |V'| < |[V|+2|E] és |E'| < 3|E|. A G-beli legrovidebb
utak helyett elegends G’-ben legkevesebb élbgl 4llo utakat keresni. Ez pedig a v-bdl induld szélességi
bejarassal megtehets. Lépésszam = O(|V'| + |E'|) = O(n + m).

. Egy irdnyitott G grafban hagyjuk el a forrasokat (dpe(v) = 0) és a nyelSket (dy;(v) = 0). A maradék

grafban ismét hagyjuk el a forrasokat és a nyelSket, ezt ismételjiik, amig lehet. Bizonyitsuk be, hogy
akkor és csak akkor kapunk iires grafot, ha G-ben nincs iranyitott kor!

Megoldds: Ha G-ben van egy iranyitott kor, akkor annak egyik csticsa sem forras és nem is nyeld, és
ez akkor sem valtozik, ha a grafbol elhagyjuk a forrasokat és a nyelSket, tehat G-t a forrasok és nyelsk
elhagyasanak ismétlésével nem lehet kiiiriteni.

Ha viszont G-ben nincs iranyitott kor, vegyiikk GG egy topologikus sorrendjét. A topologikus sorrend
szerinti els6 csics mindig forras, az utols6 mindig nyels, igy ezeket az eljaras els6 lépésében minden-
képpen elhagyjuk (elképzelhetd, hogy ezek egybeestek, de csak akkor, ha a graf egyetlen izolalt pontbol
allt). Ha a forrasok és nyelSk elhagyasa utdan még van csicsa a grafnak, akkor az eredeti topologikus
sorrend szerinti els6 meghagyott cstics mindenképpen forrasséa valik, mert aki el6tte volt a topologikus
sorrendben, azt elhagytuk, igy belé mar nem mehet él. Hasonléan az utols6 meghagyott cstucs nyelGvé
valik, mert beléle kifelé mar nem mehet él. Igy ezeket a kiovetkezs lépésben szintén el fogjuk hagyni
(az Osszes tObbi, forrassa vagy nyel6vé valt csicesal egyiitt). Ezért minden lépésben el tudunk hagyni
legalabb két csicsot, kivéve ha mar csak egyetlen (izolalt) cstcsa van a grafnak, amit szintén el tudunk
hagyni. Igy a grafot az eljarast legfeljebb [n/2] + 1 1épésben ismételve ki lehet iiriteni.

. Legyen adott egy n x n pixelbdl allo fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels§ saroktol a jobb

als6 sarokig egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat hiizni tgy, hogy a vonaltol jobbra-felfele es6 fekete,
valamint a vonaltol balra-lefele es6 fehér pixelek szamanak az 6sszege a lehet legkisebb legyen. Oldjuk
meg ezt a feladatot O(n?) id6ben!

Megoldds: Keészitsiink egy grafot, amiben cstcsok a pixelek (mint téglalapok) sarkai és élek a pixelek
hatarai. A fiiggSlegesek élsulya legyen a téle jobbra levs fekete és a téle balra levs fehér pixelek
szamanak Osszege. A vizszintes élek stlya viszont legyen 0. Minden fiigg6leges élet irdnyitsunk lefelé, a
vizszinteseket pedig jobbra. Konnyen lathato, hogy a bal fels§ saroktol a jobb alsé sarokig jobbra-lefele
halad6 hatarvonal Gsszstlya éppen a minimalizadlandé szam.

Az élek iranyitdsabol kovetkezden a graf DAG. Csicsainak szama (n + 1)? = O(n?), éleinek szama
m = 2n(n + 1) = O(n?). A fiiggsleges élek stlyat meg tudjuk hatarozni O(n?) lépésben, ha soronként
balrol jobbra haladunk. Egy sorban el@szor megszamoljuk a fekete pixelek szamat (O(n)), ez lesz a bal
sz€ls6 él silya. Az i-edik pixel jobb oldalan 1évé €l silya pedig 1-gyel kisebb a bal oldaldn levGénél,
ha a pixel fekete, és 1-gyel nagyobb, ha fehér. Igy O(n) lépésben megkapjuk egy sorban a stlyokat. A
grafban megkereshetjiik a miniméalis stlyt utat O(n +m) = O(n?) lépésben. A kapott Gt épp megfelel
a feltételeknek.

Egy varosban 1000 ember lakik, mindenki minden nap elmondja az ismerGseinek az Osszes el6z6 nap
megtudott hirt. Tudjuk, hogy olyan az ismeretségek halozata, hogy el6bb-utébb mindenki megtud
mindent. Bizonyitsuk be, hogy van 90 olyan ember, hogy ha 6k egyszerre megtudnak valamit, akkor
legkésébb 10 nap milva mindenki megtudja!

Megoldds: Tekintsiik az ismeretségek altal meghatérozott (iranyitatlan) grafot. Ebben létezik egy leg-
hosszabb ut, P = (zg,x1,...,2q). Futtassuk le a DFS(G,zo) algoritmust. Mivel el6bb-utébb mindenki
megtud mindent, ezért a graf dsszefliggs, igy a DFS egy fat eredményez. Fontos észrevétel, hogy P élei
mind faélek lesznek, az ut egyik vége zo, a masik pedig x4 a DFS-fa egyik levele. (Ha a csticsokat ugy
rendezziik sorba, hogy elGszor xg,x1, ..., x4 jon, akkor a DFS elGszor végigmegy ezen a P-n és a x4-nek
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1 lesz a befejezési szama.) A feszit6faban minden mas pontba egyetlen at vezet, ennek éleinek szama
az illeté pont tavolsaga xg-tol a faban. Legyen V; a xg-tol a faban ¢ tavolsagra 1évé pontok halmaza,
ezek egymastol paronként diszjunkt halmazok. Ha a V; halmazban 1év6 emberek megtudnak egy hirt,
akkor 10 nap alatt megtudjék a V;,4,..., Viy1o halmazban levék is. Raadasul azt is belatjuk, hogy ha
1 < 10, akkor a Vj, Vi, ..., V;_1 halmazokban levk is. Tegyiik fel, hogy van koziik olyan aki nem, legyen
ez y. Tudjuk, hogy z; € V;. Ez azt jelenti, hogy a faban z; és y tavolsaga nagyobb, mint 10. Igy az
T4, Tq_1,--.,x; utat az y-ba vezetd uttal folytatva egy hosszabb utat kapnank, mint a leghosszabb t,
ami ellentmondés.

Legyen k = 0,1,2,...,10-te Wy, = VL, U Vii11 U Voo U . ... Mivel a V; halmazok paronként diszjunktak,
a Wy halmazok is azok. Ha valamelyik napon Wj-ban mindenki megtudja a hirt, akkor 10 nap milva
mindenki meg fogja tudni. Tudjuk, hogy Z,ICOZO |Wk| = 1000. Nem lehet, hogy minden |[Wy| > 91,
hiszen 91 - 11 = 1001 > 1000. Vagyis valamelyik [W}| < 90. Nekik kell elmondani a hirt.

2. megoldas: A G grafrol feltehetjiik, hogy fa. Vegyiik egy tetszGleges r csiicsat és iranyitsuk az éleit
r-t6l tavolodoan. Igy DAG-ot kapunk. Ennek egy x cstcsa esetén az x gyokert részfa azon csticsok
altal feszitett részgraf, amelyek elérhetsk iranyitott iton x-bdsl.

Lemma. Ha |G| > 11, akkor van olyan x csucs, amelynek a részfajaban legalabb 11 cstics van és a részfa
minden csucsa elérhet§ 2-bdl legfeljebb 10 1épésben.

Bizonyitds: Ha a fadban nincs 10-nél hosszabb r-bdl indulé iranyitott U ut, akor x = r jo lesz. Ha van
ilyen ut akkor azon a kovetkezs csucs legyen ri. Az rqy részfaja U létezése miatt legalabb 11 csticsot
tartalmaz. Erre a részfara ismételjik az eddigieket: ha ebben a részfaban nincs 10-nél hosszabb tt,
akkor megallunk, x = 7y jo lesz; ha van hosszabb 1ut, akkor azon l1épiink egyet az r3 cstcsba, sth. A
DAG-tulajdonsag miatt véges sok menetben véget ér az eljards. [J

Az eredeti grafban vélasszunk a Lemma szerinti x1 = x-et, ezt toroljik a grafbol a részfajaval egyiitt.
A megmaradd graf egy iranyitott fa, mint az eredeti, ebbdl valasszunk xo-t a Lemma segitségével és
toroljiik a részfajaval egyiitt. Tegyilik ezt ismételten, amig lehetséges. A kapott gyokerek zq, ..., zy.
Ezekbdl elérhets a torolt részfak minden pontja legfeljebb 10 1épésben. A torolt részfak csicsszama
legalabb 11, ezért k£ < 90, hiszen 91 11 > 1000. Ha mér nem tudjuk folytatni a részfakat kivalaszto és
torls eljarast, akkor legfeljebb 10 cstics marad, ezek xy-val egyiitt egy legfeljebb 11 pontu fat alkotnak.
Ennek a fanak a csicsai nyilvan elérheték xi-bol legfeljebb 10 lépésben.

Az {xy,...,z;} halmaz tehat alkalmas lesz.

Megjegyzés: 89 embernek nem mindig elég elmondani a hirt. Vegytink egy teljes grafot 100 ponton, 90
pontjahoz (vy, ... vg) csatoljunk egy-egy 10 hosszii utat (ez 10-10 4j pont). Osszesen 1000 pont lesz.
Viszont, ha valamelyik v; és a hozza tartozd uton egyetlen ember sem tudja meg a hirt az elsé nap,
akkor az 1t végén 1évé ember biztos nem fogja megtudni 10 nap mulva. Mivel 90 ilyen ut van (v;-t az
tthoz szamolva), mindegyiken valakinek kell tudni a hirt.



