Algel 2024 Keresés, rendezés 2. gyakorlat

1. Rendezze a 3,12,1,34,4,6,0 szamsorozatot beszurasos rendezéssel! Hany Osszehasonlitasra volt sziik-
ség?

Megoldds: A beszurasos rendezésnek két fajtaja van: amikor linearisan és amikor binarisan keresiink.
A beszirasonként kapott sorozatok ugyanazok, de az 6sszehasonlitasok szama eltérhet.

Az eljaras az, hogy az i-edik elemet szirjuk be a mér rendezett els6 i — 1 elem kozé, tehat a sorozat
az egyes lépésekben igy alakul: (3,12,1,34,4,6,0) — (3,12,1,34,4,6,0) — (1,3,12,34,4,6,0) —
(1,3,12,34,4,6,0) — (1,3,4,12,34,6,0) — (1,3,4,6,12,34,0) — (0,1, 3,4, 6,12, 34).

Az 6sszehasonlitasok szama lineéris keresésnél (itt feltessziik, hogy hatulrél elére haladva keresiink):
1+2+1+3+3+6 =16, binaris keresésnél: 1 +2+2+4+2+3+3 =13.

2. Rendezze a 16,17,2,6,11, 33, 28, 22 sorozatot gyorsrendezéssel tgy, hogy mindig a tomb elsé elemét
valasztja particionalo elemnek!

Megoldds: (16,17,2,6,11,33,28,22) —
(6,11,2 | 16 | 17,33,28,22) —»
(216]11]16 |17 | 33,28,22) —»
(26]11]16|17|22,28 | 33) —
(2]16]11]16]17|22] 28| 33)

3. Rendezze a kovetkezd lancokat a radix rendezés segitségével: abe, acb, bca, bbc, acc, bac, baa.

Megoldas:

bca, baa, acb, abc, bbc, acc, bac
baa, bac, abc, bbe, bea, acb, acc
abc, ach, acc, baa, bac, bbc, bca

4. Dr. Watson azzal allit be Sherlock Holmes-hoz, hogy olyan 6sszehasonlitas-alapt rendezési algoritmust
talalt, ami dgy rendez akarmekkora tombdét, hogy minden egyes tombbeli szam legfeljebb 2024 Gssze-
hasonlitasban szerepel. Mivel indokolhatja Sherlock Holmes, hogy Watson téved?

Megoldds: ~Ha minden elem legfeljebb 2024 Gsszehasonlitasban szerepel, akkor az algoritmus az n
elemmel Osszesen 2024n/2 Gsszehasonlitast végez. De tudjuk, hogy minden Gsszehasonlitas-alapu al-
goritmusnak kell legalabb logn! = Q(nlogn) Gsszehasonlitas, és 2024n/2 ¢ Q(nlogn), tehat valoban
nincs ilyen algoritmus.

5. Adjon egy O(n) id6igényt algoritmust n olyan egész szambol &llo sorozat rendezésére, melynek elemei
az

(a) {1,...,3n} halmazbol vannak!
(b) {1,...,n% — 1} halmazbol vannak!

Megoldas: (a) Hasznaljunk ladarendezést 3n ladavall Ekkor a lépésszam O(n + 3n) = O(n).

(b) Az egyszert ladarendezés itt nem elég, hasznaljuk a radix rendezést! Képzeljiik el a szamokat az n
alapt szamrendszerben felirva. Ekkor mindegyik (legfeljebb) 3 jegyid. Ha ebben az alakban hasznaljuk
a radix rendezést, akkor 3 ladarendezés kell, mindegyiknél n lada, tehat az egész valoban O(n) lépést
hasznél.

Megjegyzés: Az n alapu szamrendszerbe valo atiras is megoldhato O(n) aritmetikai mtivelettel, hiszen
minden szamot maradékosan el kell osztani n-nel, a maradék adja az utols6 jegyet, a hanyadost ujra
elosztjuk n-nel, az itteni maradék adja a kovetkezs szamjegyet, a hanyados meg az elsét.
6. Az A[l : n] tombben szamokat tarolunk. Hatarozza meg O(nlogn) lépésben
(a) azokat az értékeket, amelyek egynél tobbszor fordulnak eld;

(b) a leggyakoribb értékeket (vagyis azokat, amelyeknél t6bbszor semelyik méasik szam sem fordul
el6 a tombben)!
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Megoldds: (a) Ha a tomb rendezve van, akkor egyszeriibb a feladat, hiszen akkor az egyforma értékek
egymas mellett vannak. Algoritmus: El6szor rendezziik a tombot, példaul az 6sszefésiiléses rendezéssel,
aminek lépésszama O(nlogn) (a tobbi eddig tanult rendezs algoritmus nem lenne j6, mert azok nem
O(nlogn) lépésszamuak, ha nem csak az Gsszehasonlitasokat szamoljuk). Majd végigmegyiink a tom-
bon, kifrjuk minden olyan elemet, ami hatarozottan nagyobb az el6zénél (vagy nincs el6z6) és egyenls
a kovetkezdével. Josdg: A rendezés miatt az egyforma elemek egy blokkban lesznek, minden blokk elsd
elemét irjuk ki. Ha egy szam csak egyszer fordul els, akkor nem fogjuk kiirni. Lépésszam: A rendezés
O(nlogn), utana a kiiras 1épés, tehat osszesen O(nlogn) lépést végziink.

(b) Rendezziik a tombot, mint elébb. Most azt kell meghatarozni, hogy a rendezett tombben melyik
elem alkotja a leghosszabb blokkot. Algoritmus: ElGszor rendezziik a tombot. Uténa végigmegyiink
a tombon és egy-egy szamléaloval nyilvantartjuk, hogy mennyi az eddigi legnagyobb blokk hossza, ott
milyen érték vagy értékek voltak, és szamoljuk az aktualis blokk hosszat. Ha az aktuélis blokk hossza
nagyobb vagy egyenlé a korabbi legnagyobbnél, akkor frissitjiikk az els§ két szamlalot. Jdsdg: Ha
hosszabb blokk kévetkezik, akkor csak az ott levé értéket tartjuk mar nyilvan. Ha az eddigi leghosszabb
blokkal egyenlét talalunk, akkor pedig az Gj értéket is megjegyezziik. Lépésszdam: A rendezésen kiviil
itt is O(n) sok lépés torténik, ezért a lépésszam O(nlogn).

7. Egy tombon gyorsrendezést futtatva az elsé particionalds utan az eredmény: 4,2,3,1,6,8,11. Mi
lehetett a particional6 elem?

Megoldas:  Olyan elemet kell keresni, hogy az el6tte levk a néla kisebbek, az utédna levék a nala
nagyobbak. Tehéat a 6, a 8 és a 11 is jo, de mas nem.

8. Az A[l : n] témbben levs elemekrdl tudjuk, hogy A[1] # Aln]. Adjon O(logn) &sszehasonlitast hasznald
algoritmust, amely talal egy olyan i indexet, hogy A[i| # A[i + 1].

Megoldds:  Binéaris kereséshez hasonlo algoritmust hasznalunk: legyen i = [n/2]. Ha A[i] # A[l],
akkor az A[l : ¢] tomb is ugyanolyan tulajdonsagi, mint az eredeti, elég ebben keresni. Ha viszont
Ali] = A[1], akkor nyilvan A[i] # A[n], és akkor a tovabbiakban az A[i : n] tombben kereshetiink. Igy
ennél a lépésnél biztosan egy kisebb témbot kapunk, ha n > 3.

Az eljaras végén a tomb leszikiil egy 2 elemiire, azaz két szomszédos nem egyenl§ elemre, ekkor készen
vagyunk.

A lépésszam, ahogy a binaris kereséséhez hasonloan O(logn) lesz.

9. Legyen adott egy egészekbdl allo A[l : n| tomb valamint egy b egész szam. Egy olyan 7,5 € {1,...,n}
indexpéart keresiink, melyre A[i] + A[j] = b. Hogyan lehet ezt O(nlogn) idében megoldani?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha minden lehetséges indexpart ki akarunk préobalni, akkor (g) € O(n?)
lehetGség van, ami tobb, mint a kivant 1épésszam.

[tt is sokat segit a rendezettség, ezért rendezziik a témbot O(nlogn) lépésben, dsszefésiiléses rendezéssel.

Ezutan az i = 1,2,...,n indexekre keressiik a tombben a b — A[i] értéket. Tegyiik fel, hogy A[j] =
b — Ali], ekkor egy jo indexpar a rendezett tombben az (i,5). Meg kell még keresni ezeknek az A[i] és
A[j] elemeknek az eredeti helyét az eredeti témbben, ez tovabbi két binaris kereséssel megkaphato.

Ez az eljaras azért jo, mert A[i] + A[j] = b pontosan akkor teljesiil valami i és j indexpérra, ha
Alj] = b — Ali], azaz b — A[i] benne van a tombben.

Ha binéaris keresést hasznalunk b — A[i] megkeresésére is, akkor mindegyik (Gsszesen n darab) keresés
O(logn) lépésszam, tehat a lépésszam (a végeén levs két extra kereséssel egyiitt) O((n + 2)logn) =
O(nlogn).

Megjegyzés: a rendezés utani rész linearisan is megoldhaté. Kiindulunk az ¢ = 1, 7 = n indexekbdl és
altalaban, ha A[i] + A[j] < b, akkor az i értékét noveljiik eggyel, ha pedig Ali] + A[j] > b akkor a j
értékét csokkentjiik eggyel. Akkor hagyjuk abba, ha A[i| + A[j] = b vagy ha i > j lenne — ez ut6bbi
esetben nincs megoldas. (Miért?)
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10.

11.

12.

13.

Az eredetileg névekvs aq, . . ., a, sorozatban egy elem értéke megvaltozott, de nem tudjuk melyik. Ho-
gyan lehet O(n) lépésben tjra névekvs sorrendbe rendezni az elemeket?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha a valtoztatas utan is a; < a;41 minden ¢-re, akkor bar nem tudjuk
megallapitani, melyik valtozott, de erre nincs is sziikség, a sorozat tovabbra is rendezett.

Ha viszont van olyan i, melyre a; > a;41, akkor ez Ggy keletkezett, hogy a; és a;; valamelyike valto-
zott, a; nétt vagy a;1 csokkent. A legegyszertib (nem feltételniil leggyorsabb) modszer, ha ezt a két
problémas elemet beszurjuk a tébbi elem altal alkotott névekvd sorozatba. Kzt végezhetjiik linearis
kereséssel, amikor O(n) 1épést végziink. (Binaris keresésnél az sszehasonlitasok szama logaritmikus,
de a mozgatasokra akkor is elmehet lineédrisan sok 1épés.)

Megjegyzés: Egyetlen beszirassal is megoldhat6, hogyan?

Adjon minél kevesebb Gsszehasonlitast hasznéald algoritmust, ami n elem koziil megtalédlja a két legki-
sebbet!

Megoldas: El6bb a legkisebb, majd a tobbibdsl megint a legkisebb meghatarozésan—14+n—2=2n—3
osszehasonlitas. Ennél jobbat is kaphatunk. Gondoljunk egy kieséses bajnoksagra. A gyéztes legyen a
legkisebb. A maésodik nyilvan csak olyan lehet, akit a késébbi gy6ztes vert ki (a tobbieknél van legalabb
kett nagyobb). Tehat a masodikra kéronként egyetlen jelolt van. A bajnokséag lebonyolithato [logn]
kérben, ennyi kozil kell kivalasztani a masodikat, tehéat a feladat Gsszesen n + [logn] — 2 1épésben
megoldhato.

Tudjuk, hogy az as,...,a, sorozat olyan, hogy egy darabig névekszik, utdna csokken. Adjon O(n)
Osszehasonlitast hasznald algoritmust, ami névekvs sorrendbe rendezi az elemeit!

Megoldds: Otlet: a legnagyobb elemnél kettévagjuk a sorozatot. A kapott két rész mindegyike rende-
zett, ezeket Ossze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett sorozatté.

Algoritmus: Sorban az a; — a;41 szomszédokat Osszehasonlitva megtalalhatjuk a legnagyobb elemet:
Ha a, 1 < a, és a, > a,1 akkor a, a legnagyobb elem. Ha nincs ilyen, vagyis a;_1 < a; minden
i-re teljesiil akkor nincs tovabbi tennivalonk, hiszen a sorozat novekszik. Eddig n — 1 6sszehasonlitast
hasznalunk. Az aq,...,a, és az a,,a,_1, ..., 0,41 NOvekvs sorozatokat a tanult modon legfeljebb n — 1
osszehasonlitassal sszefésiiljiik, és igy legfeljebb 2n — 2 € O(n) 6sszehasonlitassal készen vagyunk. (Az
algoritmus mozgatja is az elemeket, de Gsszesen ez is O(n) lépés.)

Megoldhatjuk az a, el6zetes megkeresése nélkiil is. Elég azt képzelni, hogy két sorozatunk van, az egyik
els6 eleme aq, a masiké a, (és kezdetben nem tudjuk, hol érnek véget). Legyen i = 1 és a j = n, és
hasonlitsuk Ossze az a; és az a; elemet. A kisebb a késziil§ rendezett lista kdvetkezé eleme, és ha a; < aj,
akkor az i értékét noveljiik, kiilonben a j értékét csokkentjiik. A tovabbiakban is igy, az Osszefésiiléshez
hasonloan folytatjuk. Akkor lesz vége, ha i = j (és akkor ez a legnagyobb elem). Ez az eljaras legfeljebb
n — 1 € O(n) 6sszehasonlitast hasznal.

Megjegyzés: mindkét eljaras helyesen miikodik abban az esetben is, amikor a legnagyobb elem az a,
vagy az a,, akkor eredetileg is egy rendezett sorozatunk van (névekvé vagy csokkend).

Az n méretd (nem feltétlentil rendezett) A tomb elemei kiilénb6z6 pozitiv szamok. Adjon algoritmust,
amely meghataroz egy 1 < k < n szamot és kivalaszt k kiilonb6z§ elemet az A t6mbbdl tgy, hogy a
kivalasztott elemek Osszege nem tobb mint k3. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt.
Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn).

Megoldas: Vegyiik észre, hogy egy rogzitett k esetén, ha van megoldas, akkor a tomb legkisebb k eleme
is megoldas. Ha ezek nem jok, akkor pedig nincs megoldas. Tehat azt kell vizsgélni, hogy van-e olyan
k, hogy a legkisebb k elem 6sszege legfeljebb k3.

Ehhez rendezziik a tombot O(nlogn) lépésben, példaul Gsszefésiiléses rendezéssel. Legyen k = 1 és
T = A[1]. Ha T < k3, akkor készen vagyunk, kiilénben néveljiik k-t és adjuk T-hez az A[k] szamot. Ha
egyik £ < n sem jo, akkor nincs megoldas.

A rendezés utéani rész n 6sszehasonlitast és O(n) Osszeadast hasznal, ezért 6sszesen a lépésszam O(n logn).
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14.

15.

16.

Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ay, by), (ag, b2), ..., (an,b,). Olyan P = (z,y) pontot keresiink
a sikon, amire a y ., (Ja; — x| +|b; —y|) 6sszeg minimalis. Adjon algoritmust, amely O(nlogn) lépésben
meghataroz egy ilyen P pontot!

Megoldas: A felirt 0sszeget minimalizalhatjuk tgy, hogy kiilon meghatarozzuk az x koordinatdban
és killon az y koordinatdban a minimumot. Tehéat példaul olyan z kell, amire a Y | |a; — x| Gsszeg
minimalis. Ehhez képzeljiik el az a; pontokat a szamegyenesen. Ha x kisebb, mint a legkisebb a;, akkor
z-et novelve az Osszeg csokken. Amig kevesebb a; van ami kisebb z-nél, mint ami nagyobb nala, addig
z-et novelve az 6sszeg tovabb csokken. Akkortoél ng, amikor mér tébb a; van ami z-nél kisebb, mint
ahany nagyobb. Tehéat az optimélis x a rendezés szerinti kézépsé a;, ha n paratlan. Paros esetben
mindegy, hogy hol van a koézéps6 intervallumon beliil, példaul az x = a,,/, valasztas jo.

Ezek utan az algoritmus: rendezziik az a; értékeket, és legyen = a rendezés szerinti [n/2] szam. Ugyanezt
megesinaljuk y-ra: rendezziik a b; értékeket, és legyen y a rendezés szerinti [n/2| szam.

Az algoritmus lépésszama, Osszefésiiléses rendezés esetén O(nlogn).

Adott a szamegyenesen n intervallum, [ay, by], ... [an, b,]. Azt akarjuk tudni, hogy egytitt milyen hosszu
részt fednek le a szamegyenesbdl (azaz, hogy mennyi UP, [a;, b;] 6sszhossza). Adjon O(nlogn) lépéses
algoritmust ennek a hossznak a meghatarozasara!

Megolddas: Egy intervallum hossza b; —a;, de az unié lehet ezek 0sszegénél kevesebb, ha az intervallumok
metszik egymast. Ezeket az atfedéseket kell valahogy kezelni, pontosabban megtalalni azokat a diszjunkt
intervallumokat, amik az uniot alkotjak.

Rendezziik a végpontokat (mind a 2n szamot) tgy, hogy taroljuk, melyik volt egy intervallum kez-
dépontja és melyik egy intervallum végpontja. Az uni6 els6 része a legkisebb értéknél kezdsdik (és
ez sziikségszertien egy intervallum a; kezdete). Menjiink a rendezett sorozatban addig, amig el6szor
megegyezik a kezdd és végpontok szama. Ez egy végpontnal kovezkezik be (by), és vegyiik észre, hogy
itt ér véget az unio els6 része, ennek a résznek a hossza b, —a;. Ha még maradtak a sorozatban elemek,
ugyanigy folytathatjuk.

A lépésszamhoz azt kell latni, hogy a rendezés utdn mar csak végig kell menni a sorozaton, szamlalva
a kezdd- és végpontokat. A hossz meghatarozasahoz legfeljebb n kivonas kell, majd ezek eredményét
kell &sszeadni. A rendezés lépésszama O(2nlog(2n)) = O(nlogn), az utana kévetkezdké O(n), tehat ez
osszesen O(nlogn).

Adjon minél kevesebb Gsszehasonlitast hasznalé algoritmust, ami n elem koziil megtalélja a legkisebbet
és a legnagyobbat is!

Megoldds: Kiilon a legkisebbet és a legnagyobbat is meg lehet taldlni n — 1 Gsszehasonlitassal, azaz
megoldhato 2n — 2 Osszehasonlitassal. (S6t (2n — 3)-mal is. Miért?)

Ennél jobb a kovetkezs: elébb hasonlitsuk 6ssze az els6t a méasodikkal, a harmadikat a negyedikkel,
stb. Ez utan vegyiik minden péarboél a kisebb elemet. A legkisebb koziiliik keriil ki. Hasznéljuk ezekre
a minimumot keres§ algoritmust. Hasonldéan a paronkénti nagyobb elemek kozott taladljuk meg a ma-
ximumot. Ha paratlan sok elem van, akkor az utolsé par helyett 3 elembdl hatarozzuk meg a kicsit és
nagyot.

A lépésszam: |n/2]+242(|n/2] —1), ami kb. 1,5n. Pontosabban, ha n paros, akkor 1,5n — 2, paratlan
esetben pedig (n —1)/2+24+2(n—1)/2-2=1,5(n—1).

Megjegyzés: meggondolhato, hogy 1,5n — 2 kell is. Legyen B azoknak az elemeknek a szdma, amelyek
még lehetnek legkisebbek és legnagyobbak is, I, ami mar csak legkisebb lehet (volt mar néala nagyobb),
A, ami méar csak legnagyobb lehet (volt néla kisebb, F pedig a tobbi, aminél méar volt kisebb és nagyobb
is. Kezdetben |B| = n, a tobbi iires, a végén B iires, |I| = |A| = 1.

Két B-beli 6sszehasonlitasakor B kettével csokken, I és A eggyel-eggyel ng. Ha egy B-belit nem B-
belivel hasonlitunk, akkor B csdkken és mindig lehet olyan eredmény, amikor I és A egyike né, a masik
nem csOkken (azaz [ és A uni6ja nem csokken). Ha két I-belit vagy két A-belit hasonlitunk, akkor
egyikiik atkeriil az E-be. A tobbi esetben mindig lehet olyan valasz, hogy sem I sem A nem valtozik.
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Ahhoz, hogy a B kiiiriiljon ezek szerint kell legalabb n/2 6sszehasonlitas és ekozben I és A unidja nem
valtozik. A B-bdl minden elem el6bb az [-be vagy A-ba keriil, ahonnan viszont egyszerre csak egy tud
kikeriilni, tehéat ezek (majdnem) kiiiritéséhez kell Gsszesen legalabb n — 2 Gsszehasonlitas. Tehat egytitt
van legalabb 1,5n — 2.



