Algoritmuselmélet 2019 9. gyakorlat
EP, kozelités

1. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszéleges n csicsu grafrél polinom idében megmondja, hogy
az kiszinezhet6-e 3 szinnel. Hogyan lehet ezt felhaszndlva polinom idében megtalalni egy adott G grafnak
egy 3 szinnel szinezését (ha van ilyen egyéltaldn)?

Megoldds: Az otlet hasonlé az el6zO0hoz, Ugy akarjuk moédositani a grafot, hogy a végére mar csak egy
megoldds maradjon és az konnyen kiolvashaté legyen a kapott grafbdl.

Kezdjiik most is azzal, hogy az eljarasnak beadjuk a G grafot. Ha az az eredmény, hogy nem lehet 3 szinnel
kiszinezni, akkor készen vagyunk.

Ellenkez6 esetben htizzunk be egy 1j élet és az gy kapott G’ grafot adjuk az eljardsnak. Ha ez is j6,
akkor folytassuk a G = G’ graffal, kiilonben meg G-vel. Ha ezt minden hidnyzé élre megesinaljuk, akkor
a végeredményiil kapott graf még mindig kiszinezhetd 3 szinnel, viszont egyetlen tovabbi él sem hizhatd
be gy, hogy ez a tulajdonsdg megmaradjon. Azaz a graf pontjai 3 fliggetlen halmazra oszthatdk, amik
ko6zott minden €l be van hiuzva. Tehat ha azokat szinezziik egyformara, amik kozott nincs él, egy jé szinezést
kapunk.

A médszer sorén az eljarast O(n?)-szer hivtuk (n a graf csicsainak szdma) és ugyanennyiszer kell egy élet
hozzaadnunk, igy tehat a feltevés miatt egy polinomialis algoritmust kaptunk.

Egy mdasik megoldds: A csicsokat egymads utdn megprobaljuk dgy kiszinezni, hogy folytathaté legyen az
egész grafra. De az eljarasnak nem adhatunk be egy részben kiszinezett grafot, ezért G mellé vegyiink fel 3
4j csucsot, legyenek ezek a, b és ¢, és ezt a harom csicsot kossiik Ossze egymassal. Most ha G egy v cstcsat
Osszekotjik a-val és b-vel, és az igy kapott graf kiszinezhet6 3 szinnel, akkor v szine a ¢ szinével megegyezd.

Ezek utéan a médszer a kovetkezd lehet: elészor az eljardst futtatjuk azon a G’ grafon, ami G-bdl és a 3 1j
csucson levo K3-bol 4ll. Ha ez nem szinezhetd ki 3 szinnel, akkor G sem, és készen vagyunk. Uténa sorban
minden v csicsra csindljuk a kovetkezot: ElGszor Osszekotjik a-val és b-vel, és ezt adjuk az eljarasnak. Ha
az a valasz, hogy igen, akkor ez lesz az 1j G’. Kiilonben v-t osszekotjiik a-val és c-vel, ha most az a vélasz,
hogy ez a graf 3 szinnel szinezhetd, akkor ez az 1j G’, egyébként meg az, amikor v a b-vel és c-vel van
osszekotve. (Ha a mésik ketté nem, akkor ez a harmadik biztos kiszinezheté 3 szinnel.) Végiil G minden
cstcsa Ossze lesz kotve az a, b, ¢ csticsokbdl kettovel, azok lesznek egyforma szintiek, amelyek ugyanazzal a
kettével vannak Osszekotve.

Lépésszam: El kell késziteni a G’ gréfot, ehhez mindig 4j éleket adunk, ami polinom 1épés, (2n + 1)-szer
hivjuk meg az eljarast, ami dsszesen O(n°t1), tehat polinom 1épés.

2. Tegyiik fel, hogy van egy eljardsunk, ami ha egy G = (V, E) gréfot és egy k < |V| pozitiv egészet kap
bemenetként, akkor polinom idében megmondja, hogy van-e G-ben k fiiggetlen pont.

(a) Hogyan lehet ezt felhasznalva polinom idében meghatdrozni egy adott H grafban a legnagyobb
fliggetlen ponthalmaz méretét?

(b) Hogyan lehet megtaldlni egy ilyen legnagyobb ponthalmazt polinom idében?

Megolddas: (a) Az eljarast hivjuk meg a (H,1), (H,2), ... parokra. Ha a k-adik az utolsd, amire a vdlasz
igen, akkor a(H) = k. Nyilvan legfeljebb annyi hivds lesz, amennyi csiicsa van H-nak, tehdt ez Osszesen
polinom sok 1épés. (A megfelels értéket binaris kereséssel is meghatdrozhatjuk, akkor a lépésszédm is kevesebb
lesz.)

(b) Most mar tudjuk, hogy k méretii fiiggetlen halmazt keresiink. Elek behuizogatasaval eljuthatunk egy
olyan G-t tartalmazé grafhoz, amiben egy k méretii fliggetlen ponthalmaz kivételével mar minden él be van
hiizva (ahogy a 3 szinnel szinezhetdség 1. megolddsdban). Ehhez Gsszesen kevesebb, mint n2-szer kell hivni
az eljarast n pontu grafokra, ami polinomidlis 1épésszam.
3. Irja le egészértékii programozési feladatként az alabbi problémak optimalizdldsi véltozatas!
(a) MAXKLIKK
(b) MAXPAROSITAS

(¢) Minimalis lefogé ponthalmaz keresése egyszerti, iranyitatlan grafban
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Megoldds:

(a) Az adott G grafban maximalis klikket kerestink, amibe a megfelelé csticsokat kell bevélasztani. Ezért a
valtozdk feleljenek meg a csticsoknak.

A feltételek: x; > 0, ; <1 minden 1 <14 < |E(G)| esetén és x; + x; < 1 minden {1, j} & E(G).
A célfiiggvény: max ), x;

Ez jo: Tekintsiink egy teljes részgrafot G-ben. Ekkor ha x; = 1 a kivalasztott cstcsokra, egyébként meg
x; = 0, akkor ezek a valtozdk teljesitik az egyenlétlenségeket, mert két nem Osszekotott pont koziil legfeljebb
az egyik tartozik a teljes részgrafhoz.

Masrészt ha az x;-k az egyenlGtlenségeket teljesité egész szamok, akkor mindegyik valtozé értéke 1 vagy
0, Azokat a csucsokat kivdlasztva, melyekre x; = 1 egy teljes részgrafot kapunk, mert olyan pontparbdl,
amelyek nincsenek Osszekotve, legfeljebb az egyik lehet benne.

A célfiiggvény pont azt irja le, hogy a maximalis méretiit keressiik.

(b) Az adott G gréfban maximaélisan sok fiiggetlen élet keresiink, azaz most az élek beletartozasardl kell
donteni. Ezért a valtozdk feleljenek meg az éleknek.

A feltételek: x; > 0, x; <1 minden 1 <i < n esetén és x; +x; < 1 ha az f; és f; éleknek van kozos csticsa.
A célfiiggvény: max ), x;

Ez j6: Tekintsiink egy parositast. Ekkor ha a péarositds éleire x; = 1, egyébként meg x; = 0, akkor ezek a
valtozdk teljesitik az egyenlGtlenségeket. Masrészt ha az x;-k az egyenlGtlenségeket teljesitd egész szamok,
akkor mindegyik valtozd értéke 1 vagy 0, és azokat az éleket kivalasztva, melyekre, x; = 1 egy parositdst
kapunk, mert minden csticsra csak egy olyan él illeszkedhet, amire x; = 1.

A célfiiggvény pont azt irja le, hogy a maximdlis méretiit keressiik.

(c) Ez egy minimalizalasi feladat, de a mi EP véltozatunk maximalizélds. Egy lehetséges megoldés, hogy
észrevessziik, hogy egy minimalis lefogé rendszer komplementere maximalis fliggetlen ponthalmaz. Ezért a
valtozdk feleljenek meg a cstcsoknak.

A feltételek: x; > 0, x; <1 minden 1 <14 < n esetén és x; +x; < 1 ha az {i,j} € E(G).
A célfiiggvény: max ), x;

Fz jo: Tekintsiik egy lefogd pontrendszert. Ekkor, ha a benne levé csicsokra x; = 0, egyébként meg x; = 1,
akkor ezek a valtozok teljesitik az egyenlGtlenségeket. Masrészt ha az x;-k az egyenlGtlenségeket teljesito
egész szamok, akkor mindegyik valtozo értéke 1 vagy 0, és azokat a cstucsokat kivalasztva, melyekre, z; = 0
egy lefogd rendszert kapunk, mert minden élnek legaldabb az egyik vége benne van.

A célfiiggvény azt irja le, hogy a komplementere maximalis, azaz a ponthalmazunk minimalis.
4. Adott egy G = (V,F) irdnyitatlan, egyszerii graf, melyben minden v € V csticshoz tartozik egy ¢, sily,
ami tetszOleges egész szdm lehet. A G graf legfeljebb 2000 elemii fiiggetlen csicshalmazai koziil keressiink

olyat, melyben a cstcsok silyainak 6sszege maximélis. Fogalmazza meg a kérdést egészértékili programozasi
feladatként! (A feladatot nem kell megoldani, csak dtfogalmaznil!)

Megolddas: Az eléz6 (e) feladatban mar tulajdonképpen felirtuk a megfelels feltételeket, csak azzal kell
kiegésziteni, hogy kizarédlag a legfeljebb 2000 csicst fliggetlen halmazok érdekesek.

Minden v cstcshoz tartozik egy x, valtozd.
A feltételek: x, > 0, z, < 1 minden v € V(G) esetén, z, + z, < 1 ha az {v,w} € E(G) és ), x, < 2000
A célfiiggvény: max ), ¢, - Ty

Ez j6: Az el6zb6ek szerint az egyenlGtlenségek egész megoldasai megfelelnek az olyan fiiggetlen ponthalma-
zoknak, melyek mérete nem nagyobb, mint 2000.

A célfiiggvény pont a részhalmaz Osszsulyat irja le.
5. A LADAPAKOLAS feladatban legyenek a sulyok: s; = 0,4; s = 0,7; s3 = 0,1; s4, = 0,6. Hajtsa végre erre
(a) az FF algoritmust;
(b) az FFD algoritmust!

2019. aprilis 26. 2 FK



(c¢) Hany ladét hasznal az optimadlis pakolds?

Megoldds: (a) 3 lada lesz: 0,4 4+ 0,1, 0,7, 0,6.

(b) 2 lada lesz: 0,7+ 0,1, 0,6 + 0,4.

(c) Nyilvan az utébbi optimaélis, hiszen a sulyok sszege 0,4 + 0,7 4+ 0,1 + 0,6 = 1,8 > 1, azaz 1 ldda nem
elég.

6. A LADAPAKOLAS feladatban legyen két sily 0,34 és négy stly 0,33 értékil. Hajtsa végre erre
(a) az FFD algoritmust!

(b) Hany 14dét hasznal az optimalis pakolds?

Megoldds: (a) 3 lada lesz: 0,34 4 0,34, 0,33 + 0,33 + 0,33, 0,33.
(b) 2 lada elég, mindkett6 0,34 + 0,33 + 0,33. Mivel ezek a ladak tele vannak, ez nyilvan optimalis.

7. Tekintsiik a LADAPAKOLAS probléménak azt a specilis esetét, amikor minden stly 1 /2 vagy 1. Igazolja,
hogy ez a valtozat P-ben van!

Megoldds: Az 1 méretii targyak 1-1 ladaba keriilnek, az 1/2-eseket meg tetszélegesen parosithatjuk. A
laddk szama: ny + [(n —n1)/2] = [(n 4+ n1)/2], ha n az Gsszes, ny az 1 méretii tdrgyak szdma.

8. Egy csomagkiild6 szolgalatnal csupa egyforma dobozba pakoljak az elkiildend6 arut. Céljuk az, hogy a
ladakban maradé iires helyet kitolté anyagbdl minél kevesebbre legyen sziikség. Valaki azt javasolja, hogy
alkalmazzak az FF algoritmust a pakolasra. Igaz-e, hogy ez erre a problémara is egy 2-kozelitoé algoritmust
ad?

Megoldds: Ez is egy minimalizdlasi feladat, a kimaradd helyet minimalizdljuk. Az hogy az FF itt nem
2-kozelitd, latszik pl. az 1(a)-bdl, ahol az FF-nél a kimaradé hely: 1,2, mig az optimélisndl 0,2.
Megjegyzés: az FF erre a feladatra semmilyen ¢ konstansra nem c-kozelité. Egy egyszerti példa erre, ha az
optimélisnal nem marad ki hely, az FF-nél meg igen (a tobb ladabdl). Vagy pl. 0,5, 0,5 — 2a, 0,5, 0,5 + a
esetén az optimdlis 2 1d4dds megoldas 0,5 + 0,5 és (0,5 — 2a) + (0,5 + a), az FF meg 0,5 + 0,5 — 2a, 0,5,
0,5+ a, azaz a kimarado hely az optimalis esetben a, az FF-nél 1 4+ a. Ha az a értékét ugy valasztjuk, hogy
(1+a)/a> ¢, azaz a < 1/(c — 1), akkor latszik, hogy ez nem c-kozelités.

9. Az UTAZOUGYNOK problémadra tekintsiik a kévetkez8 mohé algoritmust: tetszéleges csiicsbol indulunk,
és minden alkalommal a legkisebb olyan silyi élen megyiink tovabb, ami 1j cstucsba visz. Ha mér minden
csucsban jartunk, akkor egy élen visszatériink a kezd6 csucsba.

Tetszolegesen adott ¢ > 1 konstansra adjon meg olyan grafot, ami mutatja, hogy ez nem c-kozelit6 algoritmus!

Megoldds: Legyen pl. a graf a Ku, a silyok: s(1,2) = s(2,3) = s(3,4) = 1, s(1,3) = s(2,4) = 2 és
s(1,4) = a. Az 1 csicsbdl kezdve az algoritmus az {1,2}, {2,3}, {3,4} éleket véalasztja ami utédn csak a
{4,1} johet, ennek silya Osszesen 3 + a. Az {1,2}, {2,4}, {4,3}, {3,1} ttvonal silya pedig 6. Az ardnyuk
(3+a)/6 > ¢, haa> 6c— 3.
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