Algoritmuselmélet 2019 8. gyakorlat
NP-teljesség

1. Mutassa meg, hogy az alabbi nyelvek NP-teljesek!

(a) az olyan G gréafokbdl &all6 nyelv, amelyek kiszinezhetéek 3 szinnel gy, hogy minden szint ugyan-
annyiszor hasznéljuk.

(b) az olyan (G, a,b, k) négyesekbél 4ll6 nyelv, ahol G egy irdnyitatlan graf, a,b € V(G), k > 0 egész
szam és G-ben van olyan Ut a és b kozott, aminek a hossza legalabb k.

(c) az olyan (G, a,b) harmasokbdl &ll6 nyelv, ahol G egy irdnyitatlan graf, a,b > 0 egész szamok és a G
grafnak van a K, teljes paros graffal izomorf feszitett részgrafja.

(d) az olyan G irdnyitatlan grafokbdl all6 nyelv, amelyekre G-ben van olyan C' koér, hogy minden v ¢ C
cstcs Ossze van kotve éllel a C' valamely cstcsaval.

Megoldas: (a) Konnyen latszik, hogy ez az L nyelv NP-beli, tant egy megfelelé szinezés. Az NP-nehézség
bizonyitdsdhoz megadunk egy 3SZIN < L Karp-redukciét. Ha G egy v pontd graf, akkor G/ = f (G)
legyen az a graf, amit G-b6l 2v db izoldlt pont hozzavételével kapunk. Ez nyilvan kiszamithaté polinom
idében. Ha G szinezhetd 3 szinnel tgy, hogy az i-edik szint k;-szer haszndljuk, akkor G’ kiszinezhetd 3
szinnel a feltételeknek megfeleléen a kovetkez6 médon: G pontjait ugyanigy szinezziik, az izolalt pontok
kozil pedig v — k;-t szinezilink az i-edik szinnel. Ebben a szinezésben egyrészt minden pontot kiszineztiink,
hiszen v — k1 + v — ko + v — k3 = 3v — (k1 + ko + k3) = 2v. Mdsrészt minden szint épp v-szer hasznaltunk.

Ha viszont G’ kiszinezhetd 3 szinnel a feltételeknek megfelelen, akkor ez megad egy jo szinezést G pontjain.

(Formdlisan a figgvénynek azon szavakhoz is kell rendelni valamit, amik azért nincsenek benne a 3SZIN
nyelvben, mert nem irnak le grdfot. Ha az ilyen x szavakra f(x) = x, az minden esetben megfeleld, hiszen
x & L is teljestiilni fog. Ezért erre nem sziikséges mindig kilon kitérni.)

(b) Vizatosan: NP-beli, mert tant egy ilyen it. NP-nehéz: Adunk egy HAMUT < L Karp-redukciét:
G-hez adjunk 2 14j pontot és ezek legyenek a és b, legyen k = V(G) + 1. Beldthat6, hogy ez teljesiti a
feltételeket.

(c) Az, hogy ez az L nyelv NP-ben van egyszerlien lathaté a tanu tétel alapjan: tand lehet a megfeleld
részgraf pontjainak felsoroldsa. Kz nyilvdn polinom hosszi, és polinom idében ellenérizhet6 is, hogy a
megadott pontok egy paros grafot feszitenek.

Az NP-teljesség bizonyitasahoz egy ismert NP-teljes nyelvet kell visszavezetni L-re. Itt mutatunk egy
MAXFTL < L Karp-redukciét. A MAXFTL bemenetei (G, k) alakdak, ahol G egy gréf, k pozitiv egész.
Készitsiik el beléle a (G, k,2) bemenetet, ahol G’ tgy keletkezik a G-bol, hogy hozzdvesziink 2 csticsot,
melyeket 6sszekotiink G cstcsaival (de egymassal nem). Ez polinom idében megoldhaté.

Vegyiik észre, hogy ha G-ben van k fiiggetlen pont, akkor ezek és a két 1j pont egy feszitett Kj o grafot
adnak G’-ben, azaz ha (G, k) € MAXFTL, akkor (G', k,2) € L. Mdésrészt, ha G'-ben van feszitett Kj o és
k > 2, akkor ennek a k oldala biztos, hogy az eredeti G-ben helyezkedik el, azaz van G-ben k fiiggetlen pont.
(A k = 1 eset trividlisan eldéntheté polinom id6ben, ilyenkor feleltessiink meg neki egy trividlisan L-ben
levé bemenetet.)

(2 pont helyett elég 1 pontot hozzévenni, akkor a K}, paros graf, létezése a kérdés.)

(d) Az, hogy ez a nyelv NP-ben van vilagos, hiszen a nyelvbe tartozéasra tani egy megfelel6 C' kor csicsainak
a kor szerinti sorrendben val6 felsorolasa. Ez polinom hosszi, és annak ellenérzése, hogy a megadott pontok
az adott sorrendben kort alkotnak, illetve, hogy minden tovabbi csics Gssze van kétve a kor egy pontjaval
ellenérizheté O(c 4+ n?) = O(n?) lépésben (itt ¢ a kor hossza, n a graf csticsainak széma).

Az NP-teljességhez mutatunk egy HAM < L Karp-redukciét. Egy tetszéleges G grafbdl készitsiik el azt
a G’ grafot, amiben G-t Ugy egészitjiik ki, hogy minden v; cstcsdhoz felvesziink egy 1j w; csticsot, amit
osszekotiink v;-vel (és massal nem). Ezzel a csicsok szamét megdupléztuk, az 4j graf szomszédossagi métrixa
polinom id6ben eléallithaté. (Hogy néz ki az 1j matrix?)

Ha a G gréfban van Hamilton-kor, akkor ez a kor olyan, amilyennek G’-ben lenni kell, tehdt ha G € HAM,
akkor G’ € L. Mésrészt ha G’ € L, akkor a feltételnek megfeleld C' kor nem tartalmazhat egyet sem a w;
pontokbdl mert ezek fokszama 1, ahhoz meg, hogy ezek mindegyike Gssze legyen kétve a korrel, a C-nek az
osszes v;-t tartalmaznia kell, azaz C' egy Hamilton-kor G-ben, tehét ha G’ € L akkor G € HAM teljesiil.
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2. Az aldbbi problémdak mindegyikében a bemenet egy G(V, E) irdnyitatlan graf és a graf pontjainak egy S C V
részhalmaza. Hatdrozza meg, melyik esetben kapunk P-beli, mikor NP-teljes problémaét!

(a) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melyben S minden eleme levél?
(b) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melynek levelei pontosan az S-beli pontok?

(c) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melynek levelei az S-beli pontok koziil valok?

Megoldds: Csak vazlatosan:

(a) Pontosan akkor lehet S minden eleme levél, ha S pontjait elhagyva van feszitéfa és ehhez az S-beli
csucsok egyenként csatlakoznak, azaz G — S Osszefiiggé és minden S-beli cstcsbdl van él egy nem S-belibe.
Ez a tulajdonsag ellendrizheté polinom idGben, tehat L € P.

(b) Ez NP-teljes, hiszen ha S = {s,t}, akkor az a kérdés, van-e olyan feszit6fa, aminek csak két levele van s
és t, azaz, hogy van-e s és t kozotti Hamilton-1it, ami egy NP-teljes probléma.

(c) Itt tehdt nem kell, hogy S minden eleme levél legyen. Ez viszont nem segit az el6z6 esetben, amikor
S = {s,t}, hiszen legalabb két levele biztos van a fanak. Tehdt ez is NP-teljes.

3. Tekintsiik azt a problémat, hogy egy adott G iranyitatlan stlyozott grafban mekkora a maximalis silyd Ut
stulya! Adja meg, mi lesz az ehhez tartozo nyelv, és lassa be, hogy az NP-teljes!

Megoldds: Egy eldontési problémava kell atalakitani. Maximum-keresési feladatoknal ezt gy jo csindlni,
hogy azt kérdezziik, van-e elég nagy megoldds. Tehdt az L nyelv az olyan (G, k) parokbdl alljon, ahol G egy
irdnyitatlan silyozott graf, k egy szam és G-ben van olyan 1t melynek stlya legalabb k.

L € NP mert tant lehet egy j6 ut, pontosabban a pontjainak az 1t szerinti sorrendben vald felsorolasa.
Ez polinom hosszi. Amit ellenérizni kell, hogy valéban egy utat hatiroznak meg és hogy ennek Osszsulya
legalabb k, ami megy polinom idében.

Az NP-teljességhez visszavezetiink ra egy NP-teljes nyelvet: HAMUT < L. Egy tetszoleges G grafbdl ugy
kapjuk a G’ sulyozott grafot, hogy minden él sulya legyen 1. Legyen f(G) = (G',k), ahol k =n —1ésn
a G csicsainak szama. Ez Karp-redukcié, mert polinom id6ében szédmolhaté (a graf matrixdn nem is kell
véaltoztatni, elég a k értékét kiszdmolni). Tovdbba vildgos, hogy pontosan akkor van Hamilton-ut a grafban
ha van legaldbb n — 1 silyd ut G'-ben (igazédbdl pontosan n — 1 silyu lesz az 1it, mert ennél t6bb élbél nem
allhat).

4. Egy n emberbdl all6 szervezetben b féle bizottsag miikodik. Bizottsagi tilések idépontjat akarjuk kitlizni.
Két kiilonbo6z6 bizottsag tilése akkor lehet azonos napon, ha nincs olyan ember, aki mindkét bizottsagnak
tagja. Legyen adott egy k pozitiv egész szam és minden bizottsighoz a tagok névsora. Azt szeretnénk
eldonteni, hogy az Gsszes bizottsag iilése lebonyolithaté-e k£ napon beliil. Vagy adjon egy, a kivant beosztast
megtaldlé polinomidlis algoritmust, vagy mutassa meg, hogy a feladathoz tartozé nyelv NP-teljes.

Megoldds: Otlet: tekintsiik azt a G gréfot, melynek cstcsai a bizottségok, kettd akkor legyen dsszekitve,
ha van kozos tagjuk. Igy azoknak a bizottsdgoknak lehet egy napon az iilése, amelyek fiiggetlen halmazt
alkotnak. Akkor elég k nap, ha k fiiggetlen halmazra felbonthatdk a csicsok, azaz a graf kiszinezhetd k
szinnel.

Ez utan nem nehéz egy visszavezetést adni a 3SZIN nyelvrol: a csticsoknak feleljenek meg a bizottsidgok,
minden élnek megfelel egy ember, aki pontosan abban a két adott bizottsdgban van benne, k = 3.

5. Bizonyitsa be, hogy ha L1 < Ly és Lo € NP, akkor L; € NP.

Megoldds: Ha Ly < Ly, akkor van olyan M; DTG, ami O(n¥) id6ben kiszamolja a redukcié f(x) fiiggvényét.
Mivel Ly € NP, van olyan My NTG, aminek nyelve Ly és futdsideje O(n!). Legyen M az a NTG, ami z
inputon el?szor kiszamitja f(x)-et, majd f(z)-en futtatja Ma-t. A f tulajdonsdgai miatt vildgos, hogy M
nyelve L1, futdsideje pedig O(n*) lesz. Ezért L; € NP.

6. Tudjuk, hogy Li < Lo és hogy az Lo komplementere Karp-redukalhaté a PARTICIO nyelvre. Igazolja,
hogy ekkor L; € coNP !

Megoldds: A masodik feltétel szerint Ly < PARTICIO, és mivel PARTICIO NP-teljes (és fgy NP-beli),
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ezért Ly € NP. Az els6 feltétel szerint Ly < Lo, amib8l L1 < Lo kovetkezik. Ezért L; is NP-ben van, ami a
co NP definiciéja miatt ekvivalens az L; € co NP tulajdonsiaggal.

7. Igazolja, hogy léteznek az alébbi Karp-redukeick! (a) RH < HAM  (b) OSSZEFUGGO < 3SAT
(c) OSSZEFUGGO < PAROS

(OSSZEFUGGG az Osszefiiggd grafok nyelve, PAROS meg a paros grafoké)

Megoldds: (a) RH € NP (s6t, NP-teljes), HAM NP-teljes, tehat a Karp-redukci6 az NP-teljesség definicidja

miatt 1étezik.

(b) OSSZEFUGGO € P C NP és 3SAT NP-teljes, tehat a Karp-redukcié az NP-teljesség definicidja miatt
létezik.

(c) OSSZEFUGGO € P és PAROS € P is teljesiil. Legyen a Karp-redukcié a kivetkezé: ha az = bemenet
nem graf, akkor f(z) = z, kiillonben pedig ellendrizziik, hogy a megadott graf osszefiiggd. Ha igen, akkor
legyen f(x) egy él, kiillénben meg egy hdromszog. Mivel az Osszefiiggdség polinom id6ében eldonthetd, ezért
ez az f polinom id6ben szdmolhat6. Ha a graf osszefiiggs, akkor a képe (egyetlen él) péaros graf, ha meg
nem Osszefiiggd, akkor a képe K3, ami nem péros graf.

8. Egy hivatal egy 1j, E emeletes épililetbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet
hasznalhato fel irodak kialakitasara. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart
igényt. Azt akarjuk eldonteni, hogy megoldhaté-e a koltozés igy, hogy egyetlen részleg se legyen kettévagva,
azaz egy részleg teljes egészében egy emeleten legyen (de egy emeletre keriilhet tobb részleg is). Mi lesz a
problémahoz tartozé nyelv? Ez a nyelv P-ben van vagy NP-teljes?

Megoldds: A nyelv elemei: (aj,as,...,a,; E,T), ahol a; >0, E > 0, T' > 0 egész szamok, és az a; szdmok
szétoszthaték E csoportba, hogy minden csoport Osszege legfeljebb T'. (Itt T a szintek teriilete, a;-k az
igények.)

Otlet: NP-teljes, pl. a PARTICIO visszavezethetd rd, £ = 2 esetén két emeletre kell elrendezni a
,,szamokat”. A PARTICIO egy (ai,aq,...,a,) bemenetéhez rendeljik az (a1, az,...,an;2,[> a;i/2]) be-
menetet.

9. P-beli vagy NP-teljes az a feladat, ahol adottak az ai,...,a, egész szamok és az a kérdés, hogy ez a
szamhalmaz szétoszthaté-e harom részre gy, hogy mindharom rész 0sszege ugyanannyi legyen?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy NP-teljes. Az, hogy NP-ben van vildgos, hiszen tanu lehet egy jo szétosztas
(pl. ©(n) bittel megadjuk melyik szam melyik osztdlyba keriiljon), amir6l ©(n) 1épésben ellenérizziik, hogy
tényleg 3 felé osztas, és az Gsszegek megegyeznek.

A teljességhez megadunk egy PARTICIO < L Karp-redukciét. A PARTICIO egy b1,ba, ..., b, beme-
netébdl (b; > 0) képezzik az a; = b; (1 < i < m), ams1 = 3. b;/2 sorozatot, ha ez az 6sszeg paros. (Igy
n =m+ 1.) Ha az Gsszeg nem pdros, akkor legyen példaul n = 3, a; = a2 = 1,a3 = 2. Ez polinom id6ben
szamolhat6. A b;-k kétfelé osztdsa adja az a;-knek egy 3 felé osztasat (a 3. osztaly egy elemii, az ap,+1 van
csak benne). Mdsrészt csak gy lehet az a;-ket 3 felé osztani, ha az a,,4+1 egymaga lesz, a masik két osztaly
meg a b;-k egy jo particidja.

10. Adjon Karp-redukciot a PARTICIO problémardl a RH problémaral
Megoldds: Legyen f : (s1,82,...,5n) > (81,82,...,8,;b), ahol b = > s;/2, ha ez a b egész szam, kiilonben

meg pl. (2,2;1). Ez az f egy megfelel6 Karp-redukcié mert csak linedrisan sok osszeadds kell hozzd, hogy a
b-t kiszdamoljuk, és az RH megolddsa megegyezik a PARTICIO megoldaséval.

11. Igazolja, hogy ha co NP % NP, akkor MAXKLIKK & P.

Megoldds: Indirekt: Ha MAXKLIKK € P, akkor a komplementere is P-ben van, tehdat MAXKLIKK €
coNP. Viszont az NP-teljessége miatt minden L’ € NP nyelvre teljesiil, hogy L' < MAXKLIKK, amiért
L’ € coNP is igaz. Tehat NP C coNP.

Ha most L” € coNP, akkor a definicié miatt L” € NP, amib6l az el6bb kapott tartalmazas szerint L” € co NP
is kovetkezik, tehat L” € NP.
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A feltevésiinkbodl ezek szerint az NP = co NP is kovetkezik, ami ellentmond a feladatnak.

12. Igazolja, hogy ha egy X eldontési probléma NP-teljes és X € NP N coNP, akkor NP = co NP.

Megoldds: Mivel X NP-teljes ezért minden L € NP probléma esetén L < X, amib6l X € coNP miatt
L € coNP jon, tehat NP C co NP.

A forditott irdnyu tartalmazast hasonléan lathatjuk be, mint az elébb: tetszéleges L € co NP problémara
teljesiil, hogy L € NP, tehat L < X az X NP-teljessége miatt, amibél L € co NP kovetkezik. Tehat L € NP,
azaz coNP C NP, és igy NP = coNP

13. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszdleges Boole-formuldrél polinom idében eldonti, hogy
a SAT nyelvnek eleme vagy nem. Hogyan lehet ezt felhasznédlva polinom idében megtaldlni egy adott
o(z1,z2, -+, Tp) formuldhoz a valtozéknak egy olyan értékelését, amelyet ha a p-be behelyettesitiink, akkor
a formula értéke igaz lesz?

Megolddas:  Elészor adjuk be az eljardsnak magat a ¢ formulat. Ha a véalasz az, hogy nincs megoldés,
akkor készen vagyunk. Ellenkez6 esetben legyen ¢ = 1 és helyettesitsiink x; helyébe hamis értéket. Legyen
o az a formula, amit igy ©-bél kapunk. Adjuk oda ezt az eljardsnak. Ha a véalasz az, hogy tovdbbra is
van megoldés, akkor legyen ¢ = (g, kiilonben pedig ¢ = 1, ahol az utébbi azt jelzi, amit az x; helyébe
igazat behelyettesitve kapunk. (Vegyiik észre, hogy ha g nem, akkor ¢; biztos kielégithetd.) Hajtsuk végre
ugyanezt az i = 2,3,...,n valasztassal.

Fzen a médon a valtozoknak sorban értéket adunk. Mivel minden i esetén x;-nek olyan értéket vilasztunk,
amihez a héatralevé valtozdék megvalaszthatok dgy, hogy a formula igaz legyen, a végén, amikor minden
valtozét rogzitettiink, az érték igaz lesz.

Lépésszam: legyen az eredeti eljards 1épéspészama az n valtozds formuldkon O(n¢). Ezt n-szer hivjuk meg,
mindig legfeljebb n valtozds formuldra. Ezért a lépésszdma O(nct1).

Megjegyzés: lehet, hogy az eredeti formuldhoz tobb jé kiértékelés is van, ez a mddszer ezekbdl egyet fog
megtaldlni, a lexikografikusan legelsot.

14. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszéleges n csticsu grafrél polinom idében megmondja, hogy
van-e benne Hamilton-kér. Hogyan lehet ezt felhasznalva polinom idében megtaldlni egy adott G grafban
egy Hamilton-kort?

Megoldds: Eloszor adjuk be az eljarasnak a G grafot. Ha az a véalasz, hogy nincs benne Hamilton-kor,
akkor készen vagyunk.

Kiilonben legyenek a G gréf élei fi, fo, ..., fm. Az i =1,2,...m értékekre sorban csindljuk a kévetkezét:

Hagyjuk el a grafbdl az f; élet, jelolje a kapott grafot G'. Adjuk be ezt a grafot az eljarasnak. Amennyiben
az a vélasz, hogy van benne Hamilton-kor, akkor G = G’-vel folytatjuk az eljardst. Ha nincs benne, akkor
viszont nem valtoztatjuk meg G-t.

Vegylik észre, hogy az aktudlis G-ben mindig lesz Hamilton-kor, de elhagyunk minden élet, ami ehhez
»,hem fontos”. A végén a grafban kizardlag egy Hamilton-kor élei maradnak meg, igy itt méar konnyl ezt
,,megtalalni”.

Lépésszam: Legyen az eredeti eljaras 1épésszama az n csticsi grafokon O(n€). Ezt m-szer hivjuk meg, m < n?.
Egy él elhagyasa megoldhaté O(n) 1épésben, tehdt az egész egyiitt O(m(n® + n)), azaz polinomidlis.

Megjegyzés: Lehet, hogy eredetileg tobb Hamilton-kor is van a grafban. Mindig azt ellendrizziik, hogy
marad-e az f; elhagydsa utdn is Hamilton-kor, és ha igen, akkor egy kevesebb éli graffal folytatjuk.
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