Algoritmuselmélet 2019 7. gyakorlat
NP teljesség

1. Bizonyitsa be, hogy az aldabbi nyelvek co NP-beliek!
(a) Az olyan péros grafok nyelve, amelyekben van teljes parositds.
(b) Az olyan grafok nyelve, amelyekben van teljes parositas.
(c) A sikbarajzolhat6 grafok nyelve.

(d) Az olyan gréfok nyelve, amelyekben akirhogyan szinezziik ki az éleket 2 szinnel, mindig keletkezik
egyszinli haromszog.

Megoldds: Mindegyik esetben azt kell megmutatni, hogy a nyelv komplementere NP-ben van. Ehhez a tant
tétel értelmében elegendd egy hatékony tantsitvanyt mutatnunk a komplementer nyelvre, ami lényegében
azt jelenti, hogy a nyelvbe nem tartozashoz kell rovid tant és ezt ellenérzé polinom idejii eljaras.

(a) A nyelv polinom idében felismerhetd, ennek bizonyitasa is jé megoldas, de itt most, a gyakorlas kedvéért,
egy tanut mutatunk a komplementerre.

Arra, hogy egy pdros grafban nincs teljes parositds tani egy olyan X ponthalmaz, ami megsérti a Hall-
feltételt. Ha megadjuk a pontoknak egy ilyen részhalmazat, akkor ellendrizni kell, hogy ezek a pontok mind
a paros graf egyik pontosztalyabdl keriiltek ki. A szomszédaik meghatérozasanak 1épésszama O(n?), és ennyi
idében azt is ellenérizni tudjuk, hogy a szdmuk valéban tébb mint | X|. Amennyiben van teljes pdrositas a
grafban, akkor vilagos, hogy ilyen X nem létezik.

Szigorian véve a nyelv komplementerébe azok a bemenetek is beletartoznak, amelyek nem paros grafot irnak
le. Ilyenkor az tires szé is megfelel tantinak, hiszen polinom idében meg tudunk gy6zoédni réla, ha egy graf
nem péaros graf (BFS), és arrdl is, ha a bemenet nem gréafot ir le (mert nem négyzetszam hosszi 0/1 sorozat
vagy a megfelel6 matrix nem lenne szimmetrikus — nem irdnyitatlan a graf).

A kés6bbiekben ilyen esetekben a nem megfelel alaki bemenet (tehdt nem graf vagy ha irdnyitatlan graf
kellene, akkor nem ilyet leird) esetére altalaban nem fogunk kitérni. Ezek az elébb vazolt médon egyszertien
kezelhetok.

(b) A Hall-tétel helyett itt a Tutte-tételt kell alkalmazni: arra, hogy nincs teljes parositds tani egy olyan
X ponthalmaz, hogy ezt elhagyva a grafbdl, a megmaradt részben a paratlan pontszamu komponensek
szdma tobb, mint |X|. Tehat L; allhat a (G,z) parokbdl, ahol x az X halmaz pontjainak felsorolésa,
aminek n csitcsi graf esetén a hossza O(nlogn). Az Li-be tartozdshoz ellenérizni kell, hogy = a graf k
kiillénboz6 csucsdnak a felsoroldsa. Az elhagyasukkal keletkezd graf (métrixa) polinom idében megkonst-
rualhaté. Ennek a maradék grafnak a komponensei (és azok mérete) egy szélességi bejarassal polinom
idében meghatarozhatdk, és innen a Tutte-tételbeli feltétel ellendrizhetd.

Azt is tudjuk, hogy ha van teljes parositdas akkor nincs megfelel6 .

(c) Itt a Kuratowski-tételt hasznaljuk: tanid a grafban taldlhaté K5 vagy K33 graf csicsai és annak leirasa,
hogy ezek éleinek a grafban mely utak felelnek meg. (Kizarélag a pontok megaddsa nem elég, mert nagyon
sokféle it lehet kozottiik.) Amit az Li-be tartozds soran ellendrizni kell: ezek tényleg utak az eredeti
grafban, a graf minden csucsa legfeljebb az egyikhez tartozik, és persze, hogy valéban az egyik Kuratowski-
graf leirasaval van dolgunk. Ez polinom idejli eljarassal megvaldsithaté.

Tudjuk, hogy ha a gréf sikbarajzolhatd, akkor nincs jé tand.

(d) Nézziik a komplementer tulajdonsdgot: a graf éleihez lehet gy két szint rendelni, hogy minden haromszog-
ben mindkét szin el6forduljon. Erre tant egy megfelelé szinezés, amit O(n?) bittel lefrhatunk (n a graf
csticsainak szdma). A grafbeli osszes haromszog ellendrzése O(n?) 1épés, ezért L € P. (A nyelv kompleme-
tere az elébb megadott tulajdonsagi grafokbdl és a nem grafot leiré bemenetekbdl all, de ez utébbi eset a
kordbbiak szerint kezelhetd, hiszen felismerhet6 polinom idében.)

2. Alljon a nyelv az olyan (G, t) parokbdl, ahol G egy stlyozott, irdnyitatlan graf, ¢ > 0 egész, és G-ben minden,
t darab élbél 4llé péarositas sulya legalabb t2. Igazolja, hogy ez a nyelv co NP-ben van!

Megoldds: A komplementer tulajdonsdg: a grafban van olyan t élii parositds, melynek silya kisebb, mint
t2. Ehhez tant egy ilyen pérositds, amihez 2t csticsot kell megadni. Ennek hossza O(tlogn) C O(n?), mert

2019. mércius 29. 1 FK



t < n kell legyen. Amit az Li-be tartozashoz ellenOrizni kell: ez valéban 2t kiillonb6z6 csicsa a grafnak, a
megfelel$ élek a grafban szerepelnek és ki kell szdmolni a stlyaik Osszegét, ami kisebb kell legyen, mint ¢2.
Ezek mindegyike megvaldsithaté O(t) C O(n) lépésben, tehat az eljards polinomiélis.

3. Legyen f:{0,1}* — {0,1}" olyan polinom id6ben kiszdmolhatd, bijektiv fiiggvény, aminél minden
x € {0,1}" széra teljesiil, hogy |f(x)| = |z|. Legyen L = {y : van olyan l-gyel kezd6d6 = amire f(x) = y}.
Igaz-e, hogy L € NP NcoNP? (Az inverz nem feltétleniil polinomidlis!)

Megoldds: A figgvény bijektiv, tehat van inverze, de ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy ezt az inverzet
polinom id6ben ki is tudjuk szamolni.

Azt viszont, hogy L € NP elég egy megfelel6 tantisitvannyal igazolni. Legyen Li = {(y,12) : f(1z) = y}.
Ekkor az x = 1z tand hossza a feltétel szerint |y|, az ellenérzése pedig az f(z) kiszdmoldsabdl all, ami
polinomidlis.

A coNP-beliséghez az Ly = {(y,0z) : f(0z) = y} nyelv hasznalhaté, mert a feltétel miatt, ha f(0z) = v,
akkor nincs maésik ¢ sz, amire f(t) = y.

4. s-T-HAMUT jeloli az olyan (G, s, t) harmasokbdl allé nyelvet, ahol a G iranyitatlan graf s és t csticsa kozott
van Hamilton-ut. Igazolja, hogy az aldbbi nyelvekre az S-T-HAMUT nyelvrél van Karp-redukcid!

(a) HAMUT: a Hamilton-tittal rendelkezé grafok nyelve
(b) HAM: a Hamilton-korrel rendelkezé grafok nyelve

Megoldds: Vegyiik észre, hogy a feladat nem kéri, hogy adjunk meg Karp-redukcidt, elegendé a létezését
megmutatni!

HAMUT és HAM is NP-teljes, az NP-teljesség definiciéja miatt elegendd beldtni, hogy s-T-HAMUT € NP.
FEz azért teljesiil, mert j6 tanui egy s-bél t-be vezetd Ut csucsainak felsorolasa az 1t szerinti sorrendben. Egy
ilyen tant hossza O(nlogn) C O(n?), ami polinomidlis (n a graf cstcsainak szdma). Az ellen6rzése meg
abbdl all, hogy valéban a graf kiilonb6z6 csucsait soroltuk fel, melyek kozil az elsé az s, az utolsé a t,
és a felsoroldsban szomszédos csiuicsok kozott van él, ami a felsorolds hosszaban linedris, azaz a bemenet
hosszaban polinomidlis 1épésben megoldhaté.

5. Adjon meg egy HAM < s-T-HAMUT Karp-redukciét!

Megoldds: Egy tetszbleges G(V, E) grafhoz készitsiik el a (G’, s,t) harmast a kovetkez8képpen: Vdlasszuk
ki egy csticsdt G-nek, ez lesz s. A G’ csucshalmazdt egészitsiik ki egy 1j elemmel, V! =V U {t}. A G’-ben
megtartjuk a G éleit, az 1j t csics szomszédai egyezzenek meg az s szomszédaival, B’ = EU{{t,v} : {s,v} €
E}. Ez a konstrukcié polinom id6ben elvégezheté (a métrixhoz egy 1j sort és oszlopot kell hozzdvenni,
amelyek megegyeznek s sordval, oszlopaval). Ez sajnos nem fog miikodni egy elfajuld esetben: ha G 1db él.
Ehhez rendeljiik inkabb a 2 izoldlt pontbdl 4116 grafot vagy egy olyan szét, ami nem gréfot ir le. (Formélisan
minden nem grafot leird szohoz is kell rendelni valamit, legyen ez 6nmaga. De ezzel nem szoktunk foglalkozni,
mert mindig ezt kell csindlni.)

Még azt kell megmutatni, hogy G € HAM < (G, s,t) € s-T-HAMUT. Ha G € HAM, akkor ha G'-ben
elkezdjik ezt a Hamilton-kort s-bdl kévetni de az utolsé éllel nem s-ben bezarjuk, hanem a megfelel6 1j
éllel t-be 1épiink, akkor a G’ egy s-bdl t-be vivé Hamilton-utjat kapjuk. Visszafelé pedig, a G’ egy s és t
pontot 6sszekotd Hamilton-1itjabol tgy kaphatjuk G egy Hamilton-korét, ha az 1t utolsé éle helyett a neki
megfeleld éllel az s-be 1éplink G-ben.

6. Adjon meg egy HAM < HAMUT Karp-redukcit!

Megoldds: Ugyanaz, mint az el6z6, csak az s,t-hez még csatlakoztassunk egy-egy els6fokd pontot.

7. Adjon meg egy HAMUT < HAM Karp-redukciét!P

Megoldas: Egy tetszéleges G(V, E) grafthoz készitsiik el a G’ grafot: Adjunk huzzé egy 1j pontot G-hez és
kosstik 6ssze minden pontjaval. Konnyen latszik, hogy ez teljesiteni fogja a kovetelményeket.

8. Igazolja, hogy az a nyelv, ami az Osszes olyan M determinisztikus véges automata leirdasabdl all, melyre
L(M) # 0 teljesiil, NP-ben van.
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Megoldds: Arra, hogy L(M) # () egy tant lehet egy x € L(M). Az ellenérzés 1épésszama O(|z|). Azt kell
még meggondolni, hogy van olyan x € L(M), amire |z| polinomiélis az automata lefrasanak hosszaban, azaz,
hogy ha a nyelv nem {ires, akkor van révid eleme. Ehhez vegyiik észre, hogy ha x € L(M) egy legrovidebb
sz6, akkor a neki megfelel6 allapotatmenetek sorozatdban nem ismétlédhet allapot (kiilonben az ismétlédések
kozotti rész kihagyhaté lenne a szébdl). Ez viszont azt jelenti, hogy |z| kisebb, mint az &llapotok szdma,
tehdt polinomidlis (valéjdban linedris).

Megjegyzés: igazadbdl ez a nyelv P-ben is benne van: azt kell eldonteni, hogy az automatdban a kezdo6
allapotbdl elérheto egy elfogadd allapot, ami egy, a grafon végrehajtott bejarassal megoldhatd.

9. Igazolja, hogy 2SZIN < 3SZIN és hogy 3SZIN < 100SZIN ! Mit mondanak ezek a Karp-redukcidk a 3
nyelv bonyolultsagarol?

Megoldds: Kezdjiik a végén! A felirt allitdsok intuitiv jelentése az, hogy a 3SZIN legaldbb olyan nehéz,
mint a 2SZIN és legfeljebb olyan nehéz, mint a 100SZIN.

Pontosabban, az elsé nem ad tjat ahhoz képest, hogy tudjuk, a 2 szinnel szinezhetéség polinom idében
eldénthetd, a 3 szinnel szinezhetdség pedig NP-teljes. A masodik Karp-redukcié, ha még azt is meggondoljuk,
hogy a 100SZIN nyelv NP-ben van, akkor azt mutatja, hogy ez a nyelv is NP-teljes (azaz altaldban a 100
szinnel szinezhet6ség se nem konnyebb. se nem nehezebb a 3 szinnel szinezhet6ségnél).

Tudjuk, hogy 2SZIN € P C NP és hogy a 3SZIN nyelv NP-teljes. Az NP-teljesség definiciéjabdl kovetkezik
az elsé Karp-redukcié 1étezése.

A masodikhoz médosithatjuk az eléaddson latott 3SZIN < 4SZIN bizonyitést. Tetszbleges G grafbél gy
késziil f(G) = G', hogy a csicshalmazt kiegészitjitk 97 tovabbi csticesal, ezek legyenek 6sszekotve G minden
csuicsaval és egymassal is. Ezzel egy polinom id6ben szamolhaté f fiiggvényt definidltunk, G szomszédossagi
matrixat kiegészitjiik 97 tovabbi sorral, oszloppal, az 1j, nem diagonélis elemek mind 1-ek.

Ha G € 3SZfN, akkor G'-re egy ilyen szinezés kiterjeszthetS: az 1) csicsok az eddigiektdl és egymadstdl
is kiilonbozd szint kapnak, amihez Osszesen 100 szin elég. Masrészt, ha G’ € 100SZIN, akkor egy jo
szinezésében a G cstcsai legfeljebb 3 szinnel vannak szinezve, tehat ilyenkor valéban G € 3SZIN.

Ha precizek akarunk lenni, a Karp-redukcié értékét minden bemenetre, a nem grafokra is meg kell adni.
Konny léatni, hogy ha f nem valtoztat az ilyen bemeneten, az jo lesz mivel ilyenkor biztos, hogy a bemenet
nem graf, igy se a 3SZIN, se a 100SZIN nyelvben nincs benne. Az meg, hogy ez az eset &ll fenn, polinom
id6ben eldonthetd. Tehdt az f szamolasa azzal kezdddik, hogy ellenérzi, hogy a kapott x bemenet grifot ad
meg vagy sem, ha nem, akkor f(x) = z, kiilénben meg a fent leirt médon médositott graf lesz f értéke.

1. Megjegyzés: a 2SZIN < 3SZIN igazolaséara is hasznalhattuk volna a 3SZIN < 4SZIN visszavezetésnél
latott konstrukciot.

2. Megjegyzés: Mivel altalaban annak ellendrzése, hogy a bemenet egy graf (vagy altaldban az, hogy
formailag j6) éaltaldban megy polinom idében, ezért f-et sokszor csak a formailag j6 bemeneteken adjuk
meg.

10. Az L nyelv az olyan G egyszerii grafokbdl all, melyeknél a cstcsok szinezéséhez kell legalabb 4 szin. Igazolja,
hogy a PRIM < L Karp-redukcié 1étezik!

Megoldds: A PRiM < L Karp-redukcié létezéséhez elegendé megmutatni, hogy a komplementerek kozott
van Karp-redukeié, PRIM < L. Tudjuk, hogy PRiM = OSSZETETT € NP. Azt fogjuk beldtni, hogy L egy
NP-teljes nyelv, és akkor az NP-teljesség definicidja miatt készen vagyunk. Ehhez elegendé azt észrevenni,
hogy a ,kell legalabb 4 szin” komplementer tulajdonsidga az, hogy ,,3 szin elég”, azaz lényegében a 3SZIN
nyelvrol van szé, ami valéban NP-teljes.

Kicsit pontosabban, L a 3SZIN nyelvnek és a nem grafokat leiré bemeneteknek az unidja, amire a 3SZIN
nyelv konnyen Karp-redukalhaté gy, hogy el6szor ellenérizziik, hogy a bemenet grafot ir le. Ha nem, akkor
megfeleltetjiik neki a 4 pontu teljes grafot, amihez nyilvan kell 4 szin, egyébként meg, ha grafot ir le, akkor
sajat magat.

Megjegyzés: A komplementer nyelv helyett dltaldban elegendé a komplementer tulajdonsaggal foglalkozni,
hiszen az ez altal meghatarozott nyelv csak a formalisan nem jé bemenetekben kiilonbozik a komplementer
nyelvtol.
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11. Tegyiik fel, hogy P # NP és L, € P. Lehetséges-e, hogy
(a) egy NP-teljes Lo nyelvre L; Karp-redukédlhaté?
(b) egy NP-teljes Ly nyelv Karp-redukalhat6 Li-re?
(c) az Ly nyelv NP-beli?

Megoldds: (a) Ly € P C NP, tehdt az NP-teljesség definicidja miatt biztos, hogy L1 < Lo.

(b) Ha Lo < Ly és Lo NP-teljes, akkor L; is az, mivel Ly € P C NP. Ebbdl P = NP kovetkezne, tehdt a
feltevés miatt ez nem lehetséges.

(c) Mivel P C NP, ezért L; € NP biztosan igaz.
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