Algoritmuselmélet 2019 5. gyakorlat
Turing-gépek

1. Készitsen veremautomatat az S — aSa | bSb | aa | bb | a | b nyelvtanbdl és adjon meg az ababa széhoz egy
elfogadd szamitast (ha van ilyen)!

Megoldds: Csak az eléaddson tanult sémat kell kovetni: Q@ = {qo,q,¢e}, qo a kezdd édllapot, F' = {q.},
' =X UV U{Z}. Az éllapotdtmenetek:

(g0, ¢, 2) = {(q,52)}

(g, a,2) = {(g,¢)}

(g, b,0) = {(g,¢)}

(g, e, 5) = {(q,aSa), (¢, bSb), (¢, aa), (¢,bb), (¢, 2), (¢, b)}
6(q,¢,Z) = {(¢e 2)}

Egy elfogad6 szamitds konfiguracié sorozata:

(qo, ababa, Z) = (g, ababa, SZ) = (g, ababa,aSaZ) = (q, baba, SaZ) = (¢, baba,bSbaZ) =
(q,aba, SbaZ) = (¢, aba,abaZ) = (¢,ba,baZ) = (¢,a,a%) = (q,&,Z) = (ge, &, 2)

2. Igazolja, hogy az {x#y : x,y € {0,1}" és = # y} nyelv kornyezetfiiggetlen! (Az dbécé a {0,1,#}.)

Megolddas: Az, hogy = # y kétféleképpen fordulhat elé: vagy |z| # |y| vagy van olyan i, hogy =; # v; (itt x;
az x és y; az y sz6 i-edik betiijét jeloli). Természetesen lehetséges, hogy tobb ilyen i is van, vagy hogy van
ilyen i és a két rész hossza sem egyezik meg, de elegend6 azzal foglalkozni, hogy mindig legalabb az egyik
feltétel teljesiilését biztositsuk.

Azt, hogy a nyelv kornyezetfliiggetlen, lehet igazolni egy megfelel6 veremautomataval vagy egy kornye-
zetfliggetlen nyelvtannal. Nézziink mindkettére egy-egy megoldast:

Nyelvtannal:
A H valtozobdl legyenek azok levezethetOk, amikor a hossz kiilonbozik, az
I-b6l a masik eset. A H miikdédhet gy mint amikor ugyanolyan hosszi két
felet akarunk generalni, csak valamelyik oldalt még kiegészitjiik legaldbb egy S—H|I
karakterrel. Itt hasznaljuk az A véltozét, amibél tetszOleges nem iires sz6t H — OHO |0H1 | 1HO | 1H1 |
eléallithatunk. H#A | A
A masik tipusnal generdljuk azokat, ahol valamelyik i-re x; # y;, és ez utan

(1 . . A—O0A|1A|0]1
az y-ban akérhény (esetleg 0 darab) karakter kovetkezik (azaz lehet, hogy
|x| # |y|). A sz6 végét generdlhatjuk megint A-val, az eleje késziiljon a J I—J]JA
valtozébol. A J-bSl generdlt utolsé karakter az y; és utdna mdar csak arra J — EO| N1
kell vigydzni, hogy az elordl szamitott i-edik karakter legyen ettdl kiilonboz6. EF — XEX | 14 | 1A#
Ezért mas-mas valtozét hasznalunk, ha y; = 0 vagy ha y; = 1. Ebbdl az FE, N = XNX | 0# | 0A#
illetve N valtozébdl generalunk ugyanannyi tetszoleges karaktert a szé elejére
és végére (ezek szadma lesz i — 1), majd kozépre egy 1, illetve 0 karaktert,
tetszéleges tovabbi karakterrel (z vége) és a # karaktert:

X—=0|1

Veremautomatdval:

A két feltételre készithetiink kiilon-kiilon veremautomatat, amiket gy épitiink egybe, hogy egy kezdéallapotbol
mindkettébe egy-egy (¢;¢ — ¢) dtmenettel 1éphetiink. Ehelyett itt egy egybeépitett véltozatot adunk meg.

A hosszak ellen6rzése a szokdsos médon torténik, az elején (A édllapot) minden karakterre egy 1 keriil a
verembe, majd a # utan (egy madsik, B allapotban) minden karakterre kivesziink a verem tetejérél egy 1-et.
Most az a j6 eset, ha a verem vagy kordbban kiiiriil mint a bemenet végére érnénk (C) vagy addig nem tiriil
ki (D).

A masik feltételhez az elsé ¢ — 1 karakterig noveljiik csak a vermet, utdna egy allapotban megjegyezziik, hogy
x; = 0 volt (N) vagy z; = 1 (E). Ezt kovetéen az = tovabbi karakterein allapot és a verem véltoztatdsa
nélkil atmegyilink. Az # hatédsara atléplink egy-egy mdsik allapotba, ahol a tovabbi karaktereknél {iritjiik
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a vermet. Amikor elériink a verem aljat jelzé Z-ig, akkor jon az y;, aminek az N dgon 1-nek, az FE agon
0-nak kell lenni ahhoz, hogy elfogadjuk a szét. Ez utdn azutdn mar barmilyen karakterek johetnek, ezek
nem befolyasoljak az elfogadast.

0;1—¢ 0;1—¢€
11 —e Li—e
% H#ie > ¢
A A
O;e = ¢
@ O;e = ¢
l;e = ¢
H#ie > ¢ l;e > ¢
(A A

/D\/ H#ie —> €
L7 —=Z

g1 1 ;1 —e 0;1—e
Ll1—e 1,1 —¢

0;e = ¢

O;e = ¢

Megjegyzés: Az {x#y : x,y € {0,1}" és z = y} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

3. Legyen L, egy tetszoleges reguléris nyelv és legyen L. egy tetszoleges kornyezetfiiggetlen nyelv.
(a) Mutasson olyan példat, amikor L, N L. nem reguldris!
(b) Igazolja, hogy L, N L. mindig kérnyezetfiiggetlen!

(¢) Mutasson olyan példat, amikor Lj és Lo is kornyezetfiiggetlen, de L N Ly nem az!

Megoldas: (a) Ha L, = {a,b}* és L, = {a"b" : n > 0}, akkor L, N L. = L, ami nem reguldris.

(b) Legyen M; = (Q1,%,q1, F1,01) egy DVA az L, nyelvhez, és My = (Q2.X,1, q2, Zo, F»,d2) egy verem-
automata az L. nyelvhez. A kett6bol elkészithetjiik azt az M veremautomatat, amelynek dllapothalmaza
Q1 X Q2, kezddbéllapota (q1,q2), elfogadd éllapotainak halmaza Fy x Fb, az dtmeneteiben az allapot els6
koordindtajaban d; szerint 1ép, a masodikban &y szerint. Amennyiben a veremautomata nem olvas a beme-
netrél, akkor az allapot elsé koordindtdja nem véltozik (M; nem 1ép). Ha a veremautomata nem tud lépni,
akkor M szamitdsa elakad. A veremben mindig torténjen az, ami az My megfeleld 1épésében torténik.

FEz az automata lényegében parhuzamosan futtatja az M; és Mo automatdt, akkor fogad el, ha mindketto
elfogadé.

(c) Az Ly = {a"b"cF : n > 0} és Ly = {a"bFc™ : n > 0} nyelvek kornyezetfiiggetlenek (ldsd 3. gyak. 9(d)),
a metszetik az {a"b"c” : n > 0} nyelv, ami nem CF.

(A (b)-ben vazolt konstrukcié az automatdkra most azért nem miikodik, mert két vermet kellene eggyel
szimulalni.)

4. Legyen ¥ = {1}, az 1-szalagos Turing-gép &tmeneti fiiggvénye d(qo, 1) = (q1,1,J), d(qo, *) = (g2, *, J),
q1,1) = (g3,1,J), (g3, 1) = (qo, 1, J), kezd6 allapot a qo, elfogadd a g3. Mi a gép altal elfogadott nyelv?

Megoldds: Vegylik észre, hogy ez a Turing-gép nem valtoztatja meg a szalag tartalmét, mindig az ott talalt
karaktert irja vissza és mindig tovabb 1ép jobbra.

Az {ires széra a d(qo, *) = (qa, *, J) szabéllyal go-be 1ép, és mivel ott nincs dtmenet definidlva, megdll. A ¢o
nem elfogadé allapot ezért nem fogadja el az tires szot.

Az 1 karakterek hatdsédra a qg, q1, g3 allapotokon mozog korbe korbe. Akkor fogad el, ha ez a g3-ban all le,
azaz az elfogadott nyelv: {1*: k =2 (mod 3)}.
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(Es mi a nyelv, ha { 0, 1 } az 4bécé?)

5. A 2-szalagos M Turing-gép atmeneti fiiggvényét a kovetkezd tablazat irja le, ahol * jeloli a szalagon az tires
jelet és qp a kezdd allapotot:

allapot | 1. szalag | 2. szalag || 1. szalag 2. szalag 4j allapot
qo 0 * 0 a1
q1
as
q1
q1
q2
g2
qz
a3
g4
g4
q3
q3
q3
q3
as
as

q1

q2

q3

qa

= O == O O Ol % % %% = O % =
¥ ¥ H O R Ol OIX R O % % %% %
— O R = OO Ol % % % |% = O|% —
asji=sfivellvellveMlvs) Jusfas| fov)jasiyas| Juspptrlasas an
¥ ¥ R O R Ol OIX R O|l%x m Ol% XK
=sjanii=sfianiyasfias| EEREHE T ovlvel fus BEEEH] fas IR

(a) Mi a 2. szalag tartalma, amikor a gép g2 dllapotba kertil?
(b) Mi az L(M) nyelv, ha g5 az egyetlen elfogadé allapot?
(c) Legfeljebb hany 1épést tehet a gép egy n hosszi bemeneten, miel6tt megall?

Megoldds: Nézziik, mi torténik:

qo:
q1:

q2:

qs3:

q4:

Ha nem iires a bemenet, akkor egy X keriil a 2. szalagra (ez jelzi majd a szalag elejét).

Lemasolja az 1. szalagon taldlt karaktert a 2. szalagra. Akkor 1ép csak ki innen, ha a bemenet végére
ért (ekkor, ha az elsd szalagon a w sz6 van, akkor a 2. szalagon Xw). Ilyenkor kovetkezik a go allapot,
ahova ugy 1épiink at, hogy az 1. szalagon maradunk az els6 lires mezon, a 2. szalagon visszaléplink az
utolsénak irt karakterre.

Az els6 szalagon nem mozdulunk, mialatt visszamegyiink a 2. szalag elejére. Végiil tigy 1épiink at gs-ba,
hogy az 1. szalagon egyet visszalépiink (az utols6 nem iires mezdre), a 2. szalagon egyet elére 1épiink
(az els6 nem X karakterre).

Ha ugyanazt latjuk mindkét szalagon, akkor az elsén nem mozdulunk, a masodikon egyet elére 1épilink
és atkeriiliink g4-be. (Els6 alkalommal tehat az 1. szalag utolsé és a 2. szalag X uténi els6 karakterét,
azaz a w elsé és utolsd karakterét hasonlitjuk ossze. Ha nem egyeznek, akkor ebben a nem elfogadd
allapotban ledllunk.)

Ha nem értiik el a 2. szalag végét, akkor semmit nem valtoztatva az 1. szalagon visszafelé 1éplink egyet,
a 2. szalagon helyben maradunk és a qs-ban folytatjuk. Azaz a ¢3-beli hasonlitds és a q4-beli 1épés
felvaltva addig torténik, amig el nem ériink a 2. szalag végére. Ekkor atlépiink a ¢5 elfogado allapotba
és a szamitds sikeresen véget ért.

Az iires szo6n érdemi munka nélkiil egybdl atjutunk az elfogadé allapotba.

(a) Ha w a bemeneti sz6, akkor Xw.

(b) A palindromok nyelve.

(c) Egy n hosszi palindromon a 1épések szama: 14+ (n+1)+n+1+2n+1 = 4n+ 4. Ha a sz6 nem
palindrom, akkor el6bb elakadhat (de a mésolds és a 2. szalag elejére visszalépegetés akkor is megtorténik,
2n + 2 1épés akkor is lesz, amennyiben n > 0).

6. Adjon Turing-gépet a {w#w : w € {0,1}*} nyelvhez! Adjon fels6 becslést a Turing-gép lépésszamanak
nagyséagrendjére!

Megoldds: Lassunk elébb egy 2 szalagos gépet! Az otlet, hogy a 2. szalagra lemésoljuk a sz6 elejét (az
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m=madsolas dllapotban). A # jelhez érve atlépiink egy tjabb v allapotba, amivel visszamegytink a 2. szalag
elejére (v=vissza allapot), és onnan kezdve majd ezt hasonlitjuk az 1. szalagon levé szé masodik feléhez (h
allapot). Arra most is figyelni kell, hogy a 2. szalag elejére tegylink egy jelet (s — m), hogy visszafelé jovet
tudjuk, hol az eleje.

Azt az esetet is kezelni kell, ha a w az tires sz0, az egyetlen # karakterbdl 4ll16 bemenetet is el kell fogadni,
ez torténik az ul és u2 allapot segitségével.

(0,%) — (0,X), H, J

(1,%) = (1,X), H, J (#.%) = (#,%), H, B (#,X) = (#,X),J, ] (x%) = (x,%), H H
(0,%) — (0,0), J, J (#,0) = (#,0), H, B (0,0) — (0,0), J, J
(1,%) = (1,1), J,J (#1) = @1, 0B (1,1) > (1,1),J,J

()

Lépésszém: Az n hosszi bemeneteken az m, v és h &allapotok barmelyikében legfeljebb n 1épést toltiink,
ezeken kivil csak konstans sok 1épés van, tehat a 1épésszam O(n). (Konnyd létni, hogy az elfogadott
szavakra ©(n) is igaz. Miért nem igaz ez minden bemenetre?)

(k, %) = (%,%), H, H

Egy masik megoldéds 1 szalaggal: most azt csinaljuk, hogy oda-vissza mozogva a szalagon hasonlitjuk a
parokat, amiken tul vagyunk, azokat atirjuk X-re. Részletesebben: az els6 karaktert feliilirjuk, és attol
fiiggben, hogy ez 0 vagy 1 volt, megyiink az n vagy e allapotba. A két d4gon hasonldéan jarunk el, az n és e
allapotban elmegytink a # jelig, majd a bemenet méasodik felében &tlépjiik az esetleges X jeleket (In, le).
Ha az ez utén jové els6 karakter megfelel annak, amit varunk (az n dgon 0, az e dgon 1), akkor a sz6 eddig
jO, ezt a karaktert feliilirjuk, és visszamegyiink az X-eken a # jelig, ami utdn a # allapotban atlépkediink a
sz6 els6 felében még megmaradt 0 és 1 karaktereken. Amikor elérjik az els§ X jelet, akkor az s allapotbdl
folytathatjuk a kovetkezo karakterpar ellendérzését. Ha ide érve a # karaktert latjuk, akkor a sz6 els6 felét
feldolgoztuk. Ha ilyenkor a mésodik felében sem maradt X-en kiviil semmi, akkor elfogadunk. (Ugyanez
torténik, ha w = ¢).

0—0,J
151, ) X—-X,1J

8 #—H#,J

X5 X,B
# =,

X=X,

* — %, H
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A lépésszam becsléséhez elég azt észrevenni, hogy egyrészt minden allapotban egyfolytaban legfeljebb n
1épésig maradunk, masrészt az s allapotba kevesebb, mint n-szer tériink vissza (hiszen a nem X karakterek
szdma minden korben eggyel csdkken). Ezért a lépésszam Osszesen O(n?).

7. Vézoljon Turing-gépet az aldbbi nyelvekhez! Nem sziikséges precizen megadni az dtmeneteket, elegendd a
miikédés elvét (részletesen) lefrni.

(a) {a"b*" | n > 1}
(b) {abick i+ j=kési,j k> 1}
(c) {av/cF:i-j=Fkési j k> 1}

Megoldds: (a) Csindljuk 2 szalaggal: El6szor, a korabbi példak szerint az elsé szalagon helyben maradva a
masodik elejére irjunk egy X jelet és ezzel dtmegyiink egy Al allapotba.

A kovetkezdkben az a betiliket dolgozzuk fel, mindegyik olvasdsakor két tijabb a beti{it frunk a 2. szalagra.
Ezt két 1épésben tudjuk megtenni, §(Al, a,*) = (A2,a,a, H,J) és 6(A2,a,x) = (Al,a,a,J,J).

Az els6 b érkezésekor a §(Al,b,*) = (B,b, x, H, B) szabdllyal atlépiink a B &llapotba, ahol minden, az 1.
szalagon olvasott b karakterre balra 1épiink a 2. szalagon. Ha egyszerre ériink el az 1. szalagon a sz6 végére
és a 2. szalag elejére irt X jelhez, akkor elfogadunk. (Megoldhat 1 szalaggal is az el6z6 feladat mintéjara,
csak most egy a karakter feldolgozasakor két b karaktert {runk feliil.)

(b) Szintén egy 2 szalagos megoldds: Az el6z8hoz hasonléan a 2. szalagra rakunk egy X karaktert, majd
ramasoljuk az els6 szalagon lev6 a betiliket. Az els6 b karakternél 1j allapotba 1épilink, minden b karakternél
tovédbbra is egy-egy a-t {frunk a 2. szalagra. Az els6 c-t6l kezdve (egy wjabb allapotban) az elsé szalagon
levé minden c-nél balra léplink a 2. szalagon. Ha egyszerre ériink el az 1. szalagon a sz6 végére és a 2.
szalagon az elejére irt X jelhez, akkor elfogadunk.

(c) Legyen most 3 szalagunk. El6szor a 2. és 3. szalagra is irunk egy-egy X-et, hogy megjeloljiik az elejiiket.
Ez utan a 2. szalagra lemésoljuk az a betiiket. Az elsé b-nél egy tGjabb dllapotba léplink, az els6 szalagon
helyben maradunk, a masodikndl meg visszamegytiink az X-ig. A cél az, hogy innent6l minden, a 2. szalagon
levé a-ra lemasoljuk az els6 szalag b-jeit a 3. szalagra.

A miésolas f6 1épései: a 2. szalagon lev6é a hatdsara atkeriiltink az m mésold allapotba, amikor az 1. és
3. szalagon haladunk, a 3. iires mezoGibe b betiit irva. Ha az 1. szalagon egy c jon, akkor atlépiink egy v
allapotba, ahol az 1. szalagon visszamegyiink az els6 b elé. Ezen, és a 2. szalagon is jobbra 1épve bekeriiliink
djra az m allapotba.

Amire a 2. szalag a betiijei elfogynak, dsszesen i -j darab b keriil a 3. szalagra, amiknek a szamat a szokdsos
modon 6ssze tudjuk vetni az 1. szalagon lev6 c-k szamaval.

8. Legyen ¥ = {0,1,+,=}. Vazoljon egy Turing-gépet ahhoz a nyelvhez, amelyik az olyan x+y=z alakd
szavakbdl &ll, ahol z,y, z € {0,1}" nem iires bitsorozatok, és ha ezeket bindrisan felirt szamoknak tekintjiik,
akkor valéban z az = és y Osszege. Adjon becslést a Turing-gép lépésszamaral

Megoldds: Az egyszeriiség kedvéért hasznaljunk 4 szalagot. El6szor a bemenetrél a + -ig terjedd részt (z) a
szokott médon lemésoljuk a 2. szalagra (el6tte megjeldlve a szalag elejét). Majd az =-ig a kovetkez6 részt
(y) hasonléan atmésoljuk a 3. szalagra. Alljunk vissza a fejjel a 2. és 3. szalag utolsé nem tiires mezdjére
(azaz x és y utolso bitjére), hiszen az Gsszeadédt az utolsd bitnél jé kezdeni.

A 4. szalagra irjuk az Osszeget a szam végérdl kezdve. Az Osszeadasndl két allapotot hasznédlunk, az egyik
jelképezi, hogy volt atvitel az el6z6 szamjegy Osszeadasabdl, a masik meg, hogy nem volt. Ennek megfeleléen
a két allapotban mast-mast irunk a 4. szalagra ugyananndl az olvasott karakterparnal.

Ha az Gsszeadds véget ért, Gssze lehet hasonlitani az eredményt, azaz a 4. szalag tartalmat visszafelé, az els6
szalagon az = utani (z) résszel.

(Az Osszeg feliraséat el is keriilhetjiik, ha a keletkez6 karaktereket egybdl a z rész megfelelé karakterével

6sszehasonlitjuk.)

9. Az M Turing-gép az L1 C {0,1}", az My Turing-gép az Lo C {0,1}" nyelvet fogadja el, a gépeknek egy-egy
szalagja van. Ezek segitségével vézoljon egy olyan (akar tobb szalagos) Turing-gépet, ami az L N Ly nyelvet
fogadja el!
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Megoldds: Az otlet, hogy egymas utan futtatjuk a két gépet. Legyen az M gépnek 3 szalagja, a 2. szalagon
az My, a 3. szalagon az Mo miikodését kovetjiik majd. Az allapotok az M és az My allapotai és még néhany
:). Az M, elfogadé allapotai lesznek az elfogadé allapotok.

Elészor lemésoljuk a bemenetet a 2. és 3. szalagra (mindkettén elé rakunk egy X-et is, X egy 1j karakter,
nem szerepel az M; gépek szalag dbécéjében).

Ez utan léptink M eredeti kezd6 allapotdba, és az M, szabdlyait figyelembe véve futtatjuk az M; gépet
(csak a 2. szalagot haszndlja, a tobbin helyben marad, nem véltoztat). Az Mj-ben az eredetileg elfogadd
allapotoknal a hidnyzé atmeneteket iranyitsuk az Mo gép eredeti kezdd allapotaba, innen az My szabélyaival
tudunk tovabblépni (csak a 3. szalagon valtoztatva). Az igy vézolt Turing-gép csak akkor fogad el egy szdt,
ha M, elfogadé allapotban akadt volna el (ekkor 1épilink at az Msy-részbe) és My is elfogadna, azaz amikor a
bemeneti sz6 az L1 N Ly egy eleme.

Megjegyzés: Ha az M7 nem &ll meg az adott bemeneten, akkor az M gépiink sem fog megéllni, és az Ms-re
nem is keriil benne sor. De ez ebben az esetben nem baj, mert a sz6 biztos nincs a két nyelv metszetében
(mar L;i-ben sincs benne).

10. Igazolja, hogy ha van Turing-gép ami az L nyelvet fogadja el, és olyan is van, amelyik az L nyelv L komple-
menterét, akkor van olyan L-et elfogad6 Turing-gép is, ami minden bemeneten véges sok 1épés utan megall!

Megolddas: Az elképzelés az, hogy a két gépet ,,parhuzamosan” futtatjuk, és ha valamelyik megall, akkor
megallunk.

Ha a két gép ki és ko szalagos, akkor egy 1 + k1 + ko szalagos gépet vazolunk, az elsé szalag a bemenet, a
kovetkezo ki szalagon az L-et felismerd M7, az utolsé ko szalag az L nyelvet felismerd Mo 1épéseit kovetjik.

Az allapotok az M és az My allapotaibdl 4llé parok, tovabba ¢, ¢— és még néhany, a parhuzamos futtatast
el6készito allapot.

Most is el6szor lemésoljuk a bemenetet M és My elsé szalagjara (elStte egy egyik gép szalag abécéjében
sem szerepl6 X-szel).

Ez utan a két kezdd allapotbdl 4ll6 parral jelolt dllapotba 1épiink. Innentdl kezdve az allapotpar elsé felében
az M, a méasodik felében az My dllapotvaltozasait kovetjiik.

Az M, elfogadé allapotbdl hidnyz6 dtmeneteit a ¢, a tobbit a ¢_ allapotba vezetjik, Ms-nél meg forditva,
az elfogaddébdl hidnyzokat a q_-ba, a tobbit a gi-ba. A gy és q_-bdl nincs dtmenet definidlva.

Mivel minden szén az M; és My koziil legalabb az egyik megall, ezért biztos, hogy az 4j gép eljut a ¢4 vagy
a ¢g_ allapotba, ott viszont elakad.

A konstrukcié miatt azért juthatunk a ¢, allapotba, mert M elfogadd allapotban dllna meg, vagy azért, mert

My nem elfogadéban. Mésrészt g_-ba meg azért keriilhetiink, mert vagy M, elfogadna vagy M; megallna
egy nem elfogadd allapotban.

Tehat ha gy a gép egyetlen elfogadd allapota, akkor az igy megadott Turing-gép pont az L nyelvet fogadja
el.
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