Algoritmuselmélet 2019 3. gyakorlat
Regularis kifejezések, kornyezetfiiggetlen nyelvek

1. Legyen ¥ = {a, b} és élljon L azokbdl a szavakbdl, melyekben az a és a b betiik szdma megegyezik. Reguldris-
e ez az L nyelv?

Megoldds: Nem. Indirekt bizonyitunk, az eléadason az {a™b"} nyelvre elmondott bizonyités itt is bizonyit.
Fontos: dltaldban az nem igaz, hogy egy nem reguldris nyelvet tartalmazé nyelv sem regularis! Miért?

2. Alljon az abécé a nyitd és a csukd zardjelbol. Igazolja, hogy a helyes zardjelsorozatokbdl allé nyelv nem
regularis!

Megolddas: Az el6zd bizonyitds itt is érvényes, csak az a helyett nyitd, a b helyett csukd zardjellel.

3. Reguléris-e az a nyelv, ami az olyan, csupa 0 sorozatbdl all, amelyeknek a hossza

(a) paros szam? (b) pératlan szam?
(c) négyzetszam? (d) kett6 hatvany?
Megoldds:
0 0
(a) Igen: a (b) Igen: H@/_‘
0 0

A (c) és (d) esetén a valasz nem: gondoljuk meg, hogyan néz ki egy DVA ha csak egy elemii az dbécé!
Minden &llapotbdl egyetlen nyil (dtmenet) indul ki. A kezddédllapotbdl a gréafban van egy mondjuk ¢ hosszi
at, aminek utolsé csicsan vagy egy hurok van vagy innen az él visszamutat egy korabbi dllapotba. Tehat a
graf egy kezdeti atbdl és egy az it végén levé korbél all (az 1t lehet 0 hosszi, a kor meg 1 hosszi, utébbi
ha hurok van). Ha nincs elfogadé allapot a koron, akkor csak véges sok kiillonb6z6 szét tud elfogadni. Ha
van (lehet akér tGbb is), akkor végtelen sok sz6t. Méghozzé, ha c jeldli a kor hosszat, és 0F € L egy a kéron
levé elfogadé allapotban ér véget, akkor kérbe érve 0FT¢ ¢ L is teljesiil. Ezért az nem fordulhat el8, hogy
egy adott nyelvnél az elfogadott szavak hosszai kozott tetszélegesen nagy ugrés eléforduljon.

A kordbbi bizonyitdsi technika is miikédik, példaul igy ha t allapota van DVA-nak, akkor vegyiik a nyelv
t + 1 darab legrovidebb szavat. Biztos van kozottiik kettd, ami ugyanabban az (elfogadd) allapotban ér
véget. Tegyiik fel, hogy |wi| = k? és |we| = % ugyanabban a ¢ allapotban végzddik és k < ¢ Ha ¢-bol
még 2k + 1 1épést tesziink, akkor elfogadd allapothoz kell jussunk, hiszen ha a wi-et folytatjuk, akkor egy
k%2 4+ 2k + 1 = (k + 1)? hosszi sz6t kapunk. Viszont ha a ws-t folytatjuk, akkor is elfogad az automata,
pedig a sz6 hossza (2 + 2k +1 < /2 4+ 20+ 1 = (£ + 1)2, és mivel ugyanakkor nagyobb mint ¢2, ezért nem
négyzetszam.

A (d)-re ugyanez az &tlet (de més szdmolds) miikodik.
4. Legyen az dbécé ¥ = {0, 1}. Hatdrozza meg az aldbbi reguldris kifejezésekhez tartozé nyelveket!

(a) (0+1)*011(0+1)* (b) 1(0+1)*0 (¢c) ((0+1)(0+1))*

Megoldds: (a) A 011-et tartalmazé szavak. (b) Az 1-gyel kezd6dé és 0-ra végz6dd szavak. (¢) A péaros
hosszu szavak (tetsz6leges kettd hosszu szavakbdl rakunk egymds utédn valahény, akér nulla darabot).

5. Adjon regularis kifejezést azokra a nyelvekre, amelyek a {0,1} dbécé felett a kovetkezd szavakbdl allnak!
a) paratlan hosszi szavak;
b) paros hosszi nem iires szavak melyeknek elsé és utolsé karaktere is 1;

c) legalabb 3 db O-t tartalmazo szavak;

(

(

(

(d) paros sok 0-t tartalmazé szavak;

(e) a 0-val kezd6dé és paratlan hosszi, valamint az 1-gyel kezdéd6 és paros hosszi szavak;
(

)
f) a 00 részszét tartalmazé paratlan hosszu szavak.
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Megoldds: (a) Az iires sz6 nem j6. Tetszéleges elsé karakter utdn egy tetszéleges paros hosszi sz6 kovetke-
zik: (04 1)((041)(0+1))* (vagy persze az utolso karaktert is levaghatjuk az els6 helyett).

(b) Az els6 és utolsé karakter kozott tetszéleges paros hosszi szé allhat: 1((0 4 1)(0 + 1)*1

(c¢) A harom kivalasztott 0 karakter el6tt, utan és kozott is barmi &llhat: (0+1)*0(0+1)*0(0+1)*0(0+1)*
(d) A 0-kat péaroséaval tessziik le, két szomszédos kozott, eléttiik, utdnuk tetszéleges szamu 1 dllhat: (1*01*01%)*,
vagy pl. az utdnuk allé 1-eket elhagyhatjuk, a kovetkezo par elején tigyis van 1*, de ilyenkor a legvégén kell
gondoskodni arrdl, hogy végzédhessen valahdny egyesre is: (1*01*0)*1*.

(e) Azt, hogy a két lehetdség legalabb egyike teljesiil a két reguldris kifejezés Osszege fejezi ki:
0((0+1)(0+1)*+1(0+1)((0+1)(0+ 1))*.

(f) Vagy péaros sok karakter van a 00 el8tt, és akkor utdna pératlan vagy el6tte van paratlan és utana paros,
azaz ((0+1)(0+ 1))*00(0 4+ 1)((04+1)(0+1))* + (0 + 1)((0 + 1)(0 + 1))*00((0 4+ 1)(0 + 1))* vagy kicsit
maésként csoportositva, valamivel révidebben: ((0 4 1)(0+ 1))*(00(0+ 1) 4 (0 + 1)00)((0 + 1)(0 + 1))*.

6. Adjon olyan reguldris kifejezéseket, amelyek rovidebbek az itt szerepléknél, de ugyanazt a nyelvet irjak le!

(a) (04¢)* (b) ((0+¢e)(0+¢e))* (¢) (0+41)*01(0+1)* + 1*0*

Megoldds: (a) A kifejezés tetszéleges szamu 0-t generdl, a 0* is pont ezt csindlja.

(b) A két zardjel egyiitt nulla, egy vagy ketté 0 karaktert ad, ezt lehet tetszéleges szdmszor ismételni, azaz
minden, 0-kbdl all6 szét general, ami leirhaté a 0* kifejezéssel is.

(c) A leirt szavak: van benne 01 vagy el6bb 1-ek és utdna 0-k dllnak, azaz barmilyen sz6 lehet, tehét a
0+ 1)* jo.

7. Adjon regularis kifejezést arra a nyelvre, ami az Gsszes, az 110 részsz6t nem tartalmazoé {0, 1} feletti szobdl
all!

Megoldds: A regularis kifejezésnél nincs miivelet a kivondsra, azt kell kitaldlnunk, hogyan néznek ki a
megengedett szavak. Egy ilyen sz6 dllhat csupa 0-bdl, vagy kezdédhet tetszoleges szamu 0 karakterrel (akér
nulla darabbal is). Ha van benne 1, akkor két 1 kozott kell legyen 0, kivéve, ha a szé végén vagyunk, ott
akarhany 1 lehet egymas utédn. Ha nincs két 1 egymds utan, akkor a végén még lehetnek 0-k. Ezek alapjan
egy lehetséges megoldés: 0*(e + 1(0*01)*(0* + 1*)) vagy egy elegdnsabb: (0 + 10)*1*

8. Hatarozza meg az S — A|B A — 0A1 |01 B — 1B0 | 10 nyelvtan altal generélt nyelvet!

Megoldds: a nyelv az A-bdl, illetve a B-bol generalhaté nyelvek unidja, és ezért
L={0"1":n>1}U{1"0":n>1}

9. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant a 4. feladatban szerepl6 nyelvekre!

Megoldds: Sok helyes nyelvtan van, mutatunk egyet-egyet, ami a regularis kifejezés szerkezetét tiikrozi.
(a) S — A011A, A —>0A|1A|e (A-bdla (0+ 1)* generalhatd, eléadason is volt)

(b) S — 140, A—0A|1A|¢

(¢c) S— 005|015 |10S | 11S | e de példdul S — 050|051 | 150|151 |e isjo

10. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant a jé zardjelezések nyelvéhez!

Megoldds: A zérdjelsorozatot elképzelhetjiik gy, hogy vannak a kiilsé szintli zardjelek (ezekbdl akarhéany),
és minden ilyen kiilsé szint zardjelparon beliil is egy jo sorozatnak kell lenni. Ebbél a kévetkezd nyelvtant
kaphatjuk:

Z—7Z7Z|(2)|¢€

Az els6 szabéllyal legyarthatjuk a tetszéleges szamu kiilsé szintii zardjel helyét, a masodik szabaly kirakja a
zardjelparokat, és lehetéséget ad, hogy a belsejiikben folytassuk az eljarast.

Kezdhetjiik az els6 kiilsé zardjelparral is, aminek a belsejében, és utana is jé sorozatnak kell lenni:
Z = (2)Z | €

Vagy kezdhetjiik egy tetszoleges kiilso zardjelparral, akkor el6tte, benne és utana is helyes sorozat kell alljon:
Z = Z(2)7 | e

(Rdadés: a fentiek koziil melyik nyelvtan egyértelmii és melyik nem?)
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11. Hatdrozza meg az aldbbi kornyezetfiiggetlen nyelvtanok altal generalt nyelveket!
(a) T —TT |alTb|bTalale
(b) R—Tal T —TT |alv|bTal|ale

Megoldds: (a) Az vildgos, hogy a keletkezett széban, ha nem az iires sz6, akkor legalabb annyi a betil
lesz mint b. (Ez utébbi tulajdonsig valéjdban az iires széra is teljesiil.) Megmutatjuk, hogy minden ilyen
sz6 levezetheto, ezt a hossz szerinti teljes indukciéval csindljuk. Tekintstink egy ilyen w sz6t. Ha a hossza
|w| < 1, akkor vagy w = € vagy w = a, és mindkett6 valéban levezethet. Tegyiik fel, hogy minden n-nél
rovidebb, legalabb annyi a betiit mint b betiit tartalmazé szé levezetheto.

Legyen most w = x1x2 - -z, egy n > 2 hosszu sz6, amiben legalabb annyi a van, mint b.

Legyen i a legkisebb olyan pozitiv szam, melyre teljesiil, hogy az x1 - - - x; részszoban ugyanannyi a van mint
b.

Ha nincs ilyen 4, akkor minden kezd&szeletben, és az egész széban is tobb az a, mint a b. Tehdt biztos,
hogy x1 = a és ha ezt a betlit levagjuk, akkor is a nyelvben maradunk, ezért az indukcids feltevés miatt a
T =TT = aT kezdés folytathaté tgy, hogy a végén jo levezetést kapjunk.

Vegyiik észre, hogy ha van j6 i, akkor x1 # x; (mert az i-ediknél lesz pont ugyanannyi a mint b). Ezért ha a
levezetés elso 1épése utan az elsé T-bol a 2. vagy 3. szaballyal megkapjuk az ;1 és x; karaktereket, kozéjik
a tobbi (itt is ugyanannyi a van mint b) a 7-bél generdlhaté. A sz6 végében is legaldbb annyi a van mint b,
ezért ez megkaphatd az elsé lépésben kapott masodik T-bol.

Miésik megfontolas (,alulrdl felfelé”): kiindulunk a szébdl, és alkalmazzuk a kovetkez6 atirasi szabélyokat:
tetszOleges ab vagy ba részszét helyettesitsiink T-vel (a T'= aTb = ab vagy a T' = bT'a = ba lépéssorozatok
megforditdsai); TT-t helyettesitsiink T-vel; aTd és bT'a szintén helyettesitheté T-vel. Mit kapunk, amikor
ezek egyike sem alkalmazhatd: b betii biztos nem marad (mert akkor a is kell, hogy maradjon, és lesz, esetleg
T-vel elvélasztott, a és b is). Ha mér csak a és T maradt, helyettesitsiik az a betiiket T-vel, a szomszédos
T-ket meg egyetlen T-vel. fgy a végén egyetlen T marad csak, és ekkor megkaptunk (visszafele) egy levezetést.

(b) A nyelv azokbdl a szavakbdl all, amelyekben t6bb a van mint b.

Vegylik észre, hogy a T-re az el6z6 szabédlyok maradtak, azaz T-bol azok a szavak vezethetok le, amelyekben
legalabb annyi a van mint b. A kezdé szabéllyal még egy a betlit hozzatesziink, tehat biztos, hogy a levezetett
szavakban tobb a lesz mint b. Azt kell még megindokolni, hogy minden ilyet megkapunk: Egy ilyen w szdt
bontsunk gy fel, hogy w = wjaws, ahol wi-ben ugyanannyi a van mint b, wo-ben meg legaldbb ugyanannyi.
Ez a wi és wsy is levezetheto T-bdl, tehat az egész sz0 is.

Ilyen felbontas mindig van, mert tekintsiik a legrovidebb kezddszeletet, amiben az a-k szama tobb mint a
b-k szdma. Ennek az utolsé karaktere a, az ez el6tti rész legyen wi, az utédna levs pedig we. (Lehet, hogy
w1 = € vagy wy = €.)

12. Hatérozza meg a kovetkezd nyelvtan dltal generdlt nyelvet!

R— XRX|S

S — alb|bla
T XTX | X |e
X —alb

Megoldds: Ez a nem palindromokbdl all6 nyelv. Egy szé pontosan akkor nem palindrom, ha van olyan i,
hogy az elolrél és a hatulrdl szamitott i-edik karaktere eltéré. (Tobb ilyen i is lehet, de most valasszunk
egyet.) Egy ilyen szé gy vezethet6 le a nyelvtanbdl, ha (i — 1)-szer alkalmazzuk az 1. szabalyt, amivel
megcsinaljuk a helyet az els6 és utolsé i — 1 karakternek, utdna a 2. szabaly segitségével kapunk egy
S-et, amivel a harmadik, illetve negyedik szabdly segitségével létrehozzuk az i-edik poziciékba az eltérd
karaktereket, utana az 5-9 szabdlyokkal tetszolegesen kitolthetjiik a tobbi helyet.

Azt is konnyt 14tni, hogy csak ilyen szavak vezethet6k le a nyelvtanbdl, mert X-bél az (a + b), T-bél az
(a + b)* reguléris kifejezéssel leirhaté nyelvek vezetheték le, S-bél az olyanok, amiknek az els6 és utolsé
betiije kiilonbozik, e koré rak R ugyanannyi karaktert elére, mint hatulra.
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