Algoritmuselmélet 2019 12. feladatsor
Kereso6fak

1. Igazolja, hogy nincs olyan Gsszehasonlitasokkal rendez6 algoritmus, amelynél akarmi is a bemenet, minden
elem legfeljebb 2000 &sszehasonlitasban szerepel!

Megoldds: Ha minden elem legfeljebb 2000 6sszehasonlitdsban szerepel, akkor az algoritmus az n elemmel
Osszesen 2000n/2 osszehasonlitdst végez. De tudjuk, hogy minden algoritmusnak kell legaldbb logn! =
Q(nlogn) ésszehasonlitas, és 1000n ¢ Q(nlogn), tehat valéban nincs ilyen algoritmus.

2. Adjon egy O(n) idéigényii algoritmust n olyan egész szambol allé sorozat rendezésére, melynek elemei az
(a) {1,...,3n} halmazbdl vannak!
(b) {1,...,n% — 1} halmazbdl vannak!

Megoldas: (a) Hasznaljunk lddarendezést 3n laddval! Ekkor a lépésszam O(n + 3n) = O(n).

(b) Az egyszerii ladarendezés itt nem elég, hasznéljuk a radix rendezést! Képzeljiik el a szamokat az n alapi
szamrendszerben felirva. Ekkor mindegyik (legfeljebb) 3 jegyti. Ha ebben az alakban hasznédljuk a radix
rendezést, akkor 3 ladarendezés kell, mindegyiknél n ldda, tehat az egész valéban O(n) 1épést hasznal.

Megjegyzés: Az n alapi szamrendszerbe valé &dtirds is megoldhaté O(n) aritmetikai miivelettel, hiszen
minden szamot maradékosan el kell osztani n-nel, a maradék adja az utolso jegyet, a hanyadost tjra elosztjuk
n-nel, az itteni maradék adja a kdvetkezd szamjegyet, a hdnyados meg az elsét.

3. A G = (V,E) tobbszoros élet nem tartalmazé irdnyitott graf csticshalmaza legyen V = {1,2,...,n}. Tegyiik
fel, hogy a graf olyan éllistaval adott, amelyben minden cstcsnal a szomszédok tetszoleges sorrendben vannak
felsorolva. Adjon algoritmust, ami O(|V'|+|E|) lépésben olyan éllistat hoz létre, amiben a szomszédok minden
cstucsnal novekvé sorrendben vannak!

Megoldds: Adoédna a ldadarendezés, de ha minden cstcsra kiilon végrehajtjuk (|V| lddaval), akkor egy d-fokd
csticsndl O(d + |V|), sszesen O(|E| + |V|?) lesz a lépésszam, ami til sok lehet.

Ezért inkdbb az éllista alapjin soroljuk fel az éleket (i,7) alakban. Ha ezeken egy radix rendezést hajtunk
végre, akkor pont a kivant sorrendben lesznek az élek, amibdl a rendezett éllista mar egyszerlien felirhatdé.
A 1épésszam igy: az élek felsoroldsa, illetve az 1j éllistdba beirasuk O(|V| + |E]), a rendezés, mindkétszer
|V| 14dat hasznélva, O(|E| + 2|V|), tehét Gsszesen is O(|E| + |V]).

2. megoldés: Rendezés helyett forditsuk meg kétszer a grafot. A megforditds tgy torténjen, hogy az éllistan
végigmenve, amikor épp az i csics j szomszédjandl tartunk, akkor egy 1j éllistaban a j cstucshoz irjuk be
az i-t, mint szomszédot. Vildgos, hogy ezzel a forditott graf éllistdjat mar rendezetten kapjuk. és ezért a
masodik megforditas utdn, amikor visszakapjuk az eredeti graf éleit, annak az éllistaja is rendezett lesz.

A megforditas soran csak kiolvassuk és beirjuk az éleket, tehdt ennek lépésszdma ardnyos az éllista méretével,
tehdt O(|E| + V).

4. Egy bindris keres6faban csupa kiilonb6zé egész szamot tarolunk. Mely = egész szamokra lehetséges, hogy
egy KERES(z) hivés sordn a keresési it mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kulcsokat 1latjuk ebben a sorrendben?

Megoldds: Nyilvan a 20 van a fa gyokerében. Mivel utdna a 18 < 20 jon majd, nyilvan balra 1éptiink, azaz
x < 20. Hasonldéan a 3 < 18 miatt megint balra 1éptiink, tehat « < 18. Ekkor egy 3-ndl nagyobb szdm
kovetkezett, tehdt = > 3, és igy tovabb, z < 15, z > 5, x > 8. Osszegezve, biztos teljesiil, hogy 8 < z < 15.
Azaz x =9,10,11, 12,13, 14 mindegyike lehet, az elsd esetben a keresés sikeres volt, a tébbiben nem.

5. (a) Epitsen beszirasokkal bindris kereséfat az alabbi sorrendben érkezd szamokbdl: 7, 3, 2, 9, 8, 12, 6, 4.
(b) Jarja be pre-. in-, és posztorder bejarassal a kapott fat!
(c) Az (a) rész keres6fdjdn hajtsa végre az aldbbi miiveletsort: BESZUR(5), TOROL(2), TOROL(7),
TOROL(6)

Megoldds: A végeredmény ez lesz:
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preorder: 7,3,2,6,4,9,8, 12
inorder: 2,3,4,6,7,8,9, 12
posztorder: 2, 4,6, 3,8,12,9,7

6. Egy bindris fa cstcsai 0 és 9 kozotti egész szamokkal vannak megcimkézve. Az inorder bejards soran a
cimkék sorrendje: 9, 3, 1,0, 4, 2, 7, 6, 8, 5, a posztorder bejarasnal pedig 9, 1, 4, 0, 3, =, 7, 5, y, 2. Mi lehet
az r és mi az y?

Megoldds: Latszik, hogy a masodik listdbdl a 6 és a 8 hidnyzik, ezek egyike az x, a méasik az y.

Prébéljuk rekonstrudlni a fat! A posztorder utolsé eleme a fa gyokere, tehdt ez a 2. Az inorderben a 2
eldttiek vannak a bal részfadban, a 2 utdniak a jobban. A 2 gyerekeit megint a posztorderbdl olvashatjuk ki,
a 3 a bal oldalra kertilt elemek koziil az utolsd, tehat ez a 2 bal gyereke, a jobb pedig az y. Az y értékétdl
fiiggetleniil a 7 az y bal részfajaban lesz, hiszen az indorder sorrendben megel6zi. Nem lehet y = 6, mert
akkor az inorder sorrend szerint a bal részfdja csak a 7-bol allna, és nem allhatna a posztorder sorrendben
elotte az x. Tehat csak x = 6 és y = 8 lehet. Ez pedig valéban egy jé megoldas, a 2 jobb gyereke az y = 8,
ennek két fia a 7 és az 5, a 7-nek valamelyik oldali gyereke a 6.

Megjegyzés: ha latni akarjuk, hogy ez tényleg j6 megoldés, azt is ellendrizni kell, hogy a bal részfa sorrendjei
sem mondanak ellent egymaésnak.

7. Hatarozza meg azokat a binaris fikat, amelyekben a preorder bejaras szerinti sorrend éppen a posztorder
bejaras altal adott sorrend forditottjal

Megoldds: Ha egy csucsnak két gyereke van, akkor ezek sorrendje ugyanaz a preorder és a posztorder bejaras
szerint is. Tehdt a fa egyetlen it lehet csak (nincs benne eldgazds). Ebben az esetben pedig fiiggetlentil attdl,
hogy az a gyerek melyik oldalon van, a preorder a fan lefelé haladva sorolja fel az elemeket, a posztorder
meg felfelé.

8. Az A kereséfiban n egész szamot, a B-ben pedig m-et tarolunk. Rendezziik az n + m elemet O(n + m)
lépésben!

Megoldds: Tudjuk, hogy az inorder bejaras novekvd sorrendben adja meg a tarolt elemeket. Olvassuk igy
ki mindkét fabol a térolt szamokat, és a két novekvo listat fésiiljitk ossze. A kiolvasds (bejaras) lépésszama
aranyos a fa méretével, az Osszefésiilés n +m — 1 Gsszehasonlitast és n+m mozgatast igényel, Osszesen tehat
a lépésszam O(n + m).
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9. Igazolja, hogy minden olyan algoritmus, ami csak Gsszehasonlitasokkal fel tud épiteni egy binaris keres6éfat
n elem esetén 2(nlogn) Osszehasonlitast haszndl!

Megoldds: Mivel egy binaris keres6fabdl az elemek névekve sorrendjének eléallitasahoz mar nem kell tovabbi
osszehasonlitas (csak az inorder bejaras), ezért az Osszes sziikséges Osszehasonlités a fa elkészitésekor torténik.
A rendezéshez kell Q(nlogn) osszehasonlités, tehat a fa épitéséhez is sziikség volt ennyire.

10. Adott egy n csucsu bindris keres6fa, melyben csupa kiilonbozé elemeket tarolunk. Ennek minden v csicséra
meg akarjuk hatdrozni, hogy a v gydkerli részfaban hdny darab wv-nél kisebb elem van tarolva. Adjon
algoritmust, ami ezt a feladatot O(n) 1épésben megoldja!

Megoldds:  FEgy kereséfa v gyokert részfajaban v-nél kisebb elemek csak a v bal részfdjaban lehetnek,
a feladatunk minden csicsra a bal részfa méretének meghatarozasa. Helyette dinamikus programozassal
hatérozzuk meg minden v cstcsra a bal részfa Blv] és a jobb részfa J[v] méretét is! Posztorder sorrendben
menjiink végig a csicsokon. Ha v levél, akkor Blv] = J[v] = 0. Ha v nem levél és = a bal, y a jobb gyereke,
akkor Blv] = Blx] + J[z] + 1 és J[v] = Bly] + J[y] + 1. Amennyiben x vagy y nem létezik, akkor B[v] vagy
J[v] értéke 0.

Végiil a Blv] értékekre van sziikségiink.

A lépésszam: a bejards linedris, minden csicsnal konstans sok tovabbi miveletet végzink, ezért Gsszesen

O(n).

11. Lehetséges-e hogy az aldbbi abrdkon egy-egy piros-fekete fa csicsait abrazoltuk? (A levelek nincsenek
feltiintetve, a fekete kor fekete csicsot, a fehér négyzet piros csicsot jeldl.)

Megoldds: Az els6 esetben nem, mert a jobb oldali piros cstcsnél egyik irdnyban (a levéllel egyiitt) 2, a
masik iranyban csak 1 fekete cstics van.

A maésodik lehetséges, minden tulajdonsag teljesiil.

12. Egy piros-fekete faban valamelyik, a gyokértél egy levélig vezetd titon sorban az aldbbi szini csicsok vannak:
fekete, piros, fekete, fekete. Mennyi a faban tarolt elemek szaménak a minimuma?

Megoldds: 5.

13. Mennyi a tarolhaté elemek szadmanak minimuma, illetve maximuma egy olyan piros-fekete faban, aminek a
fekete magassaga 37

Megoldds: Tudjuk, hogy a nem levél csticsok szama legaldbb 23 — 1 = 7, legaldbb ennyi elemet térol a fa.
Ha a faban csak fekete csticsok vannak, akkor épp 7 elemet tud tarol, tehat 7 a minimum.

Azt is tudjuk,hogy a magassiga legfeljebb 2 -3 = 6, egy 6 magas faban pedig legfeljebb 26 — 1 = 63 elem
tarolhatd. Ezt el is lehet érni, ha valtakozva a szintek feketék és pirosak.

14. Egy piros-fekete féban jelolje x és y a gyokér két fidat. Tudjuk, hogy fm(z) = fm(y), de az x cstcs két
gyerekének kiilonbozik a fekete magassaga. Milyen szini az y csics?

Megoldds: Mivel a (fekete) magassidgba a csics maga nem szamit bele, ezért = és y szine azonos, de = két
gyerekének szine kiilonb6z6. Ez utébbi viszont csak akkor lehet, ha z fekete (piros csics gyerekei mindig
feketék), tehat y is fekete.
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