Algoritmuselmélet 2019 11. feladatsor
Rendezések

1. Adott az A[l : n] témb, ami n kiillénb6zé egész szdmot tartalmaz noévekvd sorrendben. Adjon hatékony
algoritmust egy olyan i index meghatédrozasara, melyre A[i] = ¢ (feltéve, hogy van ilyen 7)!

Megoldds: Ellenérizhetjik ¢ = 1,2,...,n sorrendben, de kénnyl ennél jobbat csindlni. A bindris keresés
mintdjara nézziik meg, hogy az i = [n/2] elem j6-e. Ha igen, akkor készen vagyunk. Ha erre A[i] < i, akkor
mivel egész szamokrol van szé, Ali — j| < Ali] —j < i — j, a tomb els6 felében mar nem lehet megoldas,
elég a masodik felében keresni. Hasonléan, ha A[i] > i, akkor meg az i-nél nagyobb indexek kozott nem
lehet megfeleld, mert Ali + j|] > Ali] +7 > i+ j. fgy mindig egy kozépso elem ellenorzésével felezni tudjuk
a lehetséges elemek szamét, azaz egy O(logn) 1épésszami algoritmust kaptunk.

2. Az A[l : n] tombben levé elemekrdl tudjuk, hogy A[1] # Aln]. Adjon O(logn) dsszehasonlitdst haszndlé
algoritmust, amely taldl egy olyan i indexet, hogy Ali] # Ali + 1].

Megoldds: — Bindris keresést haszndlunk: legyen i = [n/2]. Ha A[i] # A[l], akkor az A[l : i] tomb
is ugyanolyan tulajdonsigi, mint az eredeti, elég ebben keresni. Ha viszont A[i] = A[l], akkor nyilvan
Ali] # Aln], és akkor a tovdbbiakban az A[i : n] témbben kereshetiink.

Az eljédras végén a tomb leszilikill egy 2 elemiire, azaz két szomszédos nem egyenld elemre, ekkor készen
vagyunk.

A 1épésszém, ahogy a binéris keresésnél O(logn).

3. Rendezze a 3,12,1,34,4,6,0 szamsorozatot beszirasos rendezéssell Hany Gsszehasonlitdsra volt sziikség?

Megoldds: A beszirasos rendezésnek két fajtdja van: amikor linedrisan és amikor bindrisan keresiink. A
beszurasonként kapott sorozatok ugyanazok, de az 6sszehasonlitdasok szama eltérhet.

Az eljards az, hogy az i-edik elemet szurjuk be a maéar rendezett elsé i — 1 elem kozé, tehdt a sorozat
az egyes lépésekben igy alakul: (3,12,1,34,4,6,0) — (3,12,1,34,4,6,0) — (1,3,12,34,4,6,0) —
(1,3,12,34,4,6,0) — (1,3,4,12,34,6,0) — (1,3,4,6,12,34,0) — (0,1, 3,4,6,12,34).

Az 6sszehasonlitasok szdma linedris keresésnél (igy hangzott el, hogy el6rol keresiink): 14+1+3+34+4+1 = 13,
bindris keresésnél: 14+1+2+2+2+ 2 =10.

4. Rendezze a 7,3,15,1,5,4,8,2 sorozatot gyorsrendezéssel gy, hogy mindig a tomb elsé elemét vilasztja
particional6 elemnek!

Megoldds: Ha az el6addson tanult particiés algoritmust hasznaljuk:
(7,3,15,1,5,4,8,2) — (3,2,1,5,4 | 7| 8,15) —
(2,113]5,4|7[8]15)—(1]2]3[4]5|7|8]|15)

Ha egy maésik particidés algoritmust hasznalunk: A tomb els6 elemét sorban Gsszehasonlitjuk a tomb tobbi
elemével. A nila kisebbeket egy K tomb, a ndla nagyobbakat pedig az N tomb végére tessziik. (Tehdt a
K és N tombokon belill az elemek egyméshoz képesti sorrendje nem véltozik meg.) Végil Osszeflizziik a
K-t, az eredeti els6 elemet, majd N-et. Ezt haszndlva: (7,3,15,1,5,4,8,2) — (3,1,5,4,2,| 7 |15,8) —
(1,2/315,4,|7|8]15)—(1|2]|3]|4|5]7|8]|15)

5. Egy tombon gyorsrendezést futtatva az elsé particiondlds utdn az eredmény: 4,2,3,1,6,8,11. Mi lehetett a
particional6 elem?

Megoldds: Olyan elemet kell keresni, hogy az el6tte levok a néla kisebbek, az utdna levok a néla nagyobbak.
Tehat a 6, a 8 és a 11 is jo.

6. Adjon minél kevesebb Osszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a legkisebbet és a
legnagyobbat is!

Megoldds: Kiilon a legkisebbet és a legnagyobbat is meg lehet taldlni n — 1 6sszehasonlitassal, azaz meg-
oldhat6 2n — 2 Gsszehasonlitdssal. (S6t (2n — 3)-mal is. Miért?)
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Ennél jobb a kovetkez6: elébb hasonlitsuk Gssze az els6t a méasodikkal, a harmadikat a negyedikkel, stb. Fz
utdn vegyilk minden parbdl a kisebb elemet. A legkisebb koziliik kertil ki. Hasznaljuk ezekre a minimumot
keres6 algoritmust. Hasonléan a paronkénti nagyobb elemek kozott talaljuk meg a maximumot. Ha paratlan
sok elem van, akkor az utolsé par helyett 3 elembdl hatarozzuk meg a kicsit és nagyot.

A 1épésszam: |n/2] + 2+ 2(|n/2| — 1), ami kb. 1,5n. Pontosabban, ha n péros, akkor 1,5n — 2, paratlan
esetben pedig (n —1)/24+24+2(n—1)/2-2=15(n—1).

Megjegyzés: meggondolhatd, hogy 1,5n — 2 kell is. Legyen B azoknak az elemeknek a szdama, amelyek
még lehetnek legkisebbek és legnagyobbak is, I, ami mér csak legkisebb lehet (volt mér ndla nagyobb), A,
ami mér csak legnagyobb lehet (volt nala kisebb, E pedig a t6bbi, aminél mar volt kisebb és nagyobb is.
Kezdetben |B| = n, a tobbi tires, a végén B tires, |I| = |A| = 1.

Két B-beli 6sszehasonlitasakor B kettével csokken, I és A eggyel-eggyel né. Ha egy B-belit nem B-belivel
hasonlitunk, akkor B csokken és mindig lehet olyan eredmény, amikor I és A egyike né, a mésik nem csokken.
Ha két I-belit vagy két A-belit hasonlitunk, akkor egyikiik atkeriil az F-be. A tObbi esetben mindig lehet
olyan vélasz, hogy sem I sem A nem véltozik. Ahhoz, hogy a B kiliriiljon ezek szerint kell legaldbb n/2
Osszehasonlitds. A B-bol minden elem elébb az I-be vagy A-ba keriil, ahonnan viszont egyszerre csak egy
tud kikeriilni, tehat ezek (majdnem) kiiiritéséhez kell 6sszesen legalabb n — 2 Osszehasonlitds. Tehat egytitt
van legaldbb 1,5n — 2.

7. Adjon minél kevesebb Gsszehasonlitdst hasznalé algoritmust, ami n elem koziil megtaldlja a két legkisebbet!

Megoldds: Elébb a legkisebb, majd a tobbibol megint a legkisebb meghatdrozésa n —14+n —2 =2n — 3
Osszehasonlitds. Ennél jobbat is kaphatunk. Gondoljunk egy kieséses bajnoksigra. A gy6ztes legyen a
legkisebb. A maésodik nyilvan csak olyan lehet, akit a kés6bbi gy6ztes vert ki (a tobbieknél van legaldbb
kett6 nagyobb). Tehét a masodikra koronként egyetlen jelolt van. A bajnoksag lebonyolithaté log n kérben,
ennyi koziil kell kivalasztani a masodikat, tehat a feladat 6sszesen n + logn — 2 1épésben megoldhaté.

8. Tudjuk, hogy az ay,...,a, sorozat olyan, hogy egy darabig névekszik, utdna cstkken. Adjon O(n) Gsszeha-
sonlitast hasznal6 algoritmust, ami névekvé sorrendbe rendezi az elemeit!

Megoldds: Otlet: a legnagyobb elemnél kettévagjuk a sorozatot. A kapott két rész mindegyike rendezett,
ezeket Ossze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett sorozatta.

Megvalésitas: sorban az a; — a;41 szomszédokat Gsszehasonlitva megtaldlhatjuk a legnagyobb elemet, legyen
ez a,. Eddig n — 1 6sszehasonlitast haszndlunk. Az aq,...,a, és az an,an-1,...,az+1 n6vekvo sorozatokat
a tanult médon legfeljebb n — 1 Gsszehasonlitdssal osszefésiiljiik, és {gy legfeljebb 2n — 2 € O(n) Osszeha-
sonlitdssal készen vagyunk. (Az algoritmus mozgatja is az elemeket, de &sszesen ez is O(n) 1épés.)

Megoldhatjuk az a, elézetes megkeresése nélkiil is. Elég azt képzelni, hogy két sorozatunk van, az egyik els6
eleme a1, a mésiké a,, (és kezdetben nem tudjuk, hol érnek véget). Legyen i = 1 és a j = n, és hasonlitsuk
Ossze az a; és az aj elemet. A kisebb a késziilé rendezett lista kovetkez6 eleme, és ha a; < a;, akkor az
1 értékét noveljik, kilonben a j értékét csokkentjik. A tovabbiakban is igy, az Osszefésiiléshez hasonldéan
folytatjuk. Akkor lesz vége, ha i = j (és akkor ez a legnagyobb elem). Ez az eljaras legfeljebb n — 1 € O(n)
Osszehasonlitast hasznal.

Megjegyzés: mindkét eljaras helyesen miikodik abban az esetben is, amikor a legnagyobb elem az a; vagy
az ap, akkor eredetileg is egy rendezett sorozatunk van (névekvé vagy csékkend).

9. Az eredetileg névekvo aq, ..., a, sorozatban egy elem értéke megvaltozott, de nem tudjuk melyik. Hogyan
lehet O(n) 1épésben tjra névekvé sorrendbe rendezni az elemeket?

Megoldds:  Vegylik észre, hogy ha a valtoztatds utdn is a; < a;41 minden é-re, akkor bar nem tudjuk
megallapitani, melyik valtozott, de erre nincs is sziikség, a sorozat tovabbra is rendezett.

Ha viszont van olyan ¢, melyre a; > a;41, akkor ez gy keletkezett, hogy a; és a;11 valamelyike valtozott, a;
nétt vagy a;41 csokkent. legegyszeriib (nem feltételniil leggyorsabb) médszer, ha ezt a két problémas elemet
beszirjuk a tobbi elem &ltal alkotott névekvd sorozatba. Ezt végezhetjiik linedris kereséssel, amikor O(n)
1épést végziink. (Bindris keresésnél az Osszehasonlitdsok széma logaritmikus, de a mozgatdsokra akkor is
elmehet linedrisan sok 1épés.)

Megjegyzés: Egyetlen beszirassal is megoldhatd, hogyan?
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10. Az A[l : n] tombben szamokat tarolunk. Hatdrozza meg O(nlogn) lépésben
(a) azokat az értékeket, amelyek egynél tobbszor fordulnak eld;

(b) a leggyakoribb értékeket (vagyis azokat, amelyeknél t6bbszor semelyik mésik szam sem fordul elé a
tombben)!

Megoldds: (a) Ha a témb rendezve van, akkor egyszeriibb a feladat, hiszen akkor az egyforma értékek
egymas mellett vannak. Ezért el0szor rendezziik a tombot, példaul az Osszefésiiléses rendezéssel, aminek
lépésszama O(nlogn). Majd végigmegyilink a tombon, és ha ugyanaz az érték tobb egymds utdni elemnél is
el6fordul, kifrjuk. Az algoritmusnak ez a része O(n) 1épés, tehat Osszesen O(nlogn) 1épést végziink.

(b) Rendezziik a tombot, mint elébb. Most azt kell meghatarozni, hogy a rendezett tombben melyik elem
alkotja a leghosszabb blokkot. Ez egy szamlaléval egyszeriien megoldhaté: nyilvantartjuk, hogy mennyi az
eddigi legnagyobb blokk hossza, ott milyen érték volt, és szdmoljuk az aktualis blokk hosszat.

A rendezésen kiviil itt is linedrisan sok 1épés torténik, ezért a 1épésszam O(nlogn).

11. Legyen adott egy egészekbdl &ll6 A[l : n| tomb valamint egy b egész szam. Egy olyan i,j € {1,...,n}
indexpart keresiink, melyre A[i] + A[j] = b. Hogyan lehet ezt O(nlogn) id6ben megoldani?

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha minden lehetséges indexpart ki akarunk prébélni, akkor (g) € O(n?)
lehet6ség van, ami tobb, mint a kivant 1épésszam.

Itt is sokat segit a rendezettség, ezért rendezziik a tombot O(nlogn) 1épésben, pl. Osszefésiiléssel.

Ez utédn az i = 1,2, ..., n indexekre keressiik a tombben a b— A[i] értéket. Ha ezt bindris kereséssel tessziik,
akkor mindegyik keresés ©(logn) 1épésszamn, tehét a 1épésszam Osszesen O(nlogn).

Megjegyzés: a rendezés utdni rész linedrisan is megoldhaté. Kiindulunk az ¢+ = 1, j = n indexekbdl és
altaldban, ha A[i] + A[j] < b, akkor az i értékét noveljiik eggyel, ha pedig A[i] + A[j] > b akkor a j értékét
csOkkentjiik eggyel. Akkor hagyjuk abba, ha A[i| + A[j] = b vagy ha ¢ > j lenne — ez utébbi esetben nincs
megoldas. (Miért?)

12. Az n méretii (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei kiilonb6z6 pozitiv szémok. Adjon algoritmust, amely
meghatdroz egy 1 < k < n szdmot és kivédlaszt k kiilonbozd elemet az A tombbdl Ugy, hogy a kivédlasztott
elemek Osszege nem tobb mint k3. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt. Az algoritmus
1épésszama legyen O(nlogn).

Megoldds: Vegylik észre, hogy egy rogzitett k esetén, ha van megoldas, akkor a tomb legkisebb k eleme is
megoldas. Ha ezek nem jok, akkor pedig nincs megoldas. Tehat azt kell vizsgalni, hogy van-e olyan k, hogy
a legkisebb k elem osszege legfeljebb k3.

Ehhez rendezziik a témbot O(nlogn) 1épésben, példdul dsszefésiiléses rendezéssel. Legyen k =1 és T = A[l].
Ha T < k3, akkor készen vagyunk, kiilonben noveljiik k-t és adjuk T-hez az A[k] szdmot. Ha egyik k < n
sem jo, akkor nincs megoldés.

A rendezés utdni rész n Osszehasonlitdst és O(n) Gsszeaddst hasznél, ezért Gsszesen a 1épésszam O(nlogn).

13. Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,b1), (ag,b2),...,(an,by). Olyan P = (x,y) pontot keresiink
a stkon, amire az » ., (|a; — x| 4+ |b; — y|) Osszeg minimélis. Adjon algoritmust, amely O(nlogn) lépésben
meghataroz egy ilyen P pontot!

Megoldas: A felirt 6sszeget minimalizdlhatjuk 1gy, hogy kiilon meghatdrozzuk az x koordindtdban és kiilon
az y koordindtdban a minimumot. Tehdt példdul olyan z kell, amire a ) ;- | |a; — x| Osszeg minimdlis. Ehhez
képzeljik el az a; pontokat a szamegyenesen. Ha x kisebb, mint a legkisebb a;, akkor z-et jobbra mozgatva
az Osszeg csokken. Amig kevesebb a; van el6tte, mint mogotte, addig jobbra mozgatva x-et az 0sszeg tovabb
csOokken. Akkortdl nd, amikor mar tobb a; van elétte, mint mogotte. Tehat az optimélis x a rendezés szerinti
ko6zéps6 a;, ha n paratlan. Paros esetben mindegy, hogy hol van a kozépsé intervallumon beliil, példaul az
T = a, /o valasztas jo.

Ezek utédn az algoritmus: rendezziik az a; értékeket, és legyen x a rendezés szerinti [n/2] szdm. Ugyanezt
megcsinaljuk y-ra: rendezziik a b; értékeket, és legyen y a rendezés szerinti [n/2] szdm.

Az algoritmus lépésszama, pl. Gsszefésiiléses rendezés esetén O(nlogn).

2019. méjus 10. 3 FK



14. Adott a szdmegyenesen n intervallum, [a1, b1, ... [an, by]. Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen hosszi részt
fednek le a szamegyenesb6l (azaz, hogy mennyi U}, [a;, b;] Osszhossza). Adjon O(nlogn) 1épéses algoritmust
ennek a hossznak a meghatarozasara!

Megoldds: Egy intervallum hossza b; — a;, de az unié lehet ezek 6sszegénél kevesebb, ha az intervallumok
metszik egymast. Ezeket az atfedéseket kell valahogy kezelni, pontosabban megtalalni azokat a diszjunkt
intervallumokat, amik az uniét alkotjak.

Rendezziik a végpontokat (mind a 2n szamot) igy hogy téroljuk, melyik volt egy intervallum kezddpontja
és melyik egy intervallum végpontja. Az unié elsd része a legkisebb értéknél kezdédik (és ez sziikségszerten
egy intervallum a; kezdete). Menjiink a rendezett sorozatban addig, amig el6szor megegyezik a kezdd és
végpontok szédma. Ez egy végpontnal kovezkezik be (by), és vegylik észre, hogy itt ér véget az unié elsd
része, ennek a résznek a hossza by, — a;. Ha még maradtak a sorozatban elemek, ugyanigy folytathatjuk.

A 1épésszamhoz azt kell latni, hogy a rendezés utdan mar csak végig kell menni a sorozaton, szamlalva a
kezd6- és végpontokat. A hossz meghatarozasahoz legfeljebb n kivonds kell, majd ezek eredményét kell
Osszeadni. A rendezés 1épésszama O(2nlog(2n)) = O(nlogn), az utdna kovetkez&ké O(n), tehdt ez Gsszesen
O(nlogn).

15. Az A[l : n] tomb piros és zold elemeket tartalmaz. Szeretnénk ugy atrendezni, hogy az egyszinl elemek
folytonosan helyezkedjenek el (elol az Gsszes piros, utdna az osszes zold vagy forditva). Egy megengedett lépés
két szomszédos tombelem cseréje. Adjon meg egy konstans szorzé erejéig optimalis 1épésszamu algoritmust!

Megoldds: Ha mar tudjuk, hogy milyen sorrendet akarunk elérni, akkor egyszerii a dolog. Példaul, ha el6re
akarjuk gytjteni a pirosakat, akkkor minden lépésben egy szomszédos z6ld-piros part megforditunk. Jeldlje
Z azt, hogy hany olyan (nem feltétlentil szonszédos) z6ld-piros par van, ahol a zold van elébb. Ez a Z az
algoritmusunk minden 1épésénél eggyel csokken. Amikor eléri a nulldt, készen vagyunk. Az is latszik, hogy
az nem szamit, milyen sorrendben forditjuk meg ezeket a rosszul all6 parokat, a lépésszam minden esetben
a Z kezdeti értékével egyezik meg.

Masrészt nyilvan barmely eljarasnak kell is ennyi 1épés, hiszen egy 1épés legfeljebb eggyel csokkenti Z értékét.

Hasonléan okoskodhatunk, ha eldontottiik, hogy a zoldeket akarjuk elore rendezni. Ekkor a 1épésszam azzal
a P értékkel egyezik meg, ahany piros-zold par van.

Ha optimalis algoritmust akarunk, akkor nem donthetjiik el csak tgy, hogy a ketto koziil melyik sorrend a
j6. Példaul ha van n/2 piros és utdna n/2 zold, akkor a piros-zold sorrendhez 0, a zdld-piros sorrendhez
(n/2)? 1épés kell.

Az algoritmus része kell legyen, hogy sorrendet vélasztunk. Ehhez szdmoljuk ki Z és P értékét. (Az most
mindegy, hogy ezt mennyire ligyesen csindljuk, ez nem szamit az itt definidlt Iépésbe. Kiszamolhato linedris
sok miivelettel?) Ez utdn amelyik a kisebb, az annak megfelel§ rendezést valdsitjuk meg.

Mivel minden algoritmus haszndl legaldbb min{Z, P} 1épést, igy az eljardsunk optimalis.
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