Algoritmuselmélet 2019 10. gyakorlat
Ladapakolas, dinamikus programozas

1. A LADAPAKOLAS feladatban legyenek a sulyok: s; = 0,4; so = 0,7; s3 = 0,1; s4 = 0,6. Hajtsa végre erre
(a) az FF algoritmust; (b) az FFD algoritmust! (c¢) Hany lddat hasznal az optimalis pakolds?

Megoldds: (a) 3 1ada lesz: 0,44 0,1, 0,7, 0,6.

(b) 2 lada lesz: 0,7+ 0,1, 0,6 + 0,4.

(c) Nyilvan az utébbi optimaélis, hiszen a stlyok osszege 0,4 + 0,7 + 0,1 + 0,6 = 1,8 > 1, azaz 1 ldda nem
elég.

2. A LADAPAKOLAS feladatban legyen két sily 0,34 és négy sily 0,33 értékil. Hajtsa végre erre
(a) az FFD algoritmust! (b) Hany laddt haszndl az optimédlis pakolds?
Megoldds: (a) 3 1lada lesz: 0,34 + 0,34, 0,33 + 0,33 + 0,33, 0,33.
(b) 2 1dda elég, mindketts 0,34 + 0,33 4 0,33. Mivel ezek a ladék tele vannak, ez nyilvan optimalis.
3. Tekintsiik a LADAPAKOLAS probléméanak azt a speciglis esetét, amikor minden sily 1/2 vagy 1. Igazolja,

hogy ez a valtozat P-ben van!

Megoldds: Az 1 méretl targyak 1-1 ladaba keriilnek, az 1/2-eseket meg tetszélegesen parosithatjuk. A
ladak szdma: ny + [(n —n1)/2] = [(n+nq1)/2], ha n az &sszes, n; az 1 méretii targyak szdma.

W

. Adott egy n és egy m hosszu 0-1 sorozat, ai,as,...,an, illetve by, bo, ..., by. Ezek alapjan egy T tombot
toltottiink ki a kévetkez6 mddon:

Ha 0 <i <n, akkor Ti,0] =0. Ha 0 < j <m, akkor T'[0,j] = 0.

T[i—l,j—l]—l—l haai:bj
max{7T[i,j — 1], T[i — 1,j]} haa; #b;

Mi a jelentése a T'i, j| értéknek! A két sorozatnak milyen tulajdonsigéit adja meg a T'[n, m] érték?

HalSignéslgjgm,akkorT[i,j]—{

Megoldds: Ti,j] = az a1---a; és by ---b; sorozatokban mekkora a legnagyobb kozos részsorozat hossza,
ezért T'[n, m] a két teljes sorozatban a leghosszabb koz0s részsorozat hossza.

Ez igaz, ha ¢ = 0 vagy 7 = 0. A rekurzids képlet meg azt mutatja, hogy a legnagyobb ko6zos részsorozatban
vagy a; = bj, és a kordbbiakbdl kell a leghosszabb, ezért a hossz T'[i — 1,7 — 1] + 1. Ha meg a; # b;, akkor
vagy a b; vagy az a; nincs benne a leghosszabb kozos részsorozatban, ezt mutatja a méasodik lehetdség.

Megjegyzés: ilyen feladatoknal érdemes valami egyszerii példan megnézni mi térténik, az alapjan megtippelni
a szabalyt (amit persze be is kell bizonyitani).

5. Adott n pozitiv egész szam, a1, ao, ..., a,. Az n+1 sorbdl és b+ 1 oszlopbdl all6 T tablazat sorait 0-t6l n-ig,
oszlopait 0-tél b-ig indexeljiik. Legyen T[0,0] = 1 és T'[0,¢] = 0 minden 1 < ¢ < b értékre. Adjon eljarast,
ami a 7" tobbi mez6jét dsszesen O(nb) 1épés alatt kitolti ugy, hogy T'[i, c] értéke azt mutassa, hdnyféleképpen
lehet az a1, ag, . .., a; szamok koziil néhany Osszegeként a ¢ szdmot elééllitani (1 <i <n,1 <c <b).

Megoldds: Vegytik észre, hogy a megadott nulladik sor is megfelel az értelmezésnek: a 0 hosszu sorozatbdl
tetszéleges ¢ > 0 szam csak nulla féleképpen allithato eld.

A ¢ = 0 akdrmilyen hosszt pozitiv sorozatbdl egyféleképpen &ll elé: gy, hogy egyik szamot se valasztjuk ki
(iires sszeg). Ennek megfelelen a nulladik oszlop végig 1 lesz.

Nézzik az i > 1, ¢ > 1 eseteket! Az els6 i szambdl a c-t vagy ugy allithatjuk eld, hogy az a; szdmot nem
is hasznaljuk, ebb6l van T'[i, — 1, ¢| lehetéség, vagy ha ¢ > a;, akkor az a; szamot is hasznédlhatjuk, ekkor a
kordbbiakbdl a maradék ¢ — a; Osszeget kell el6éllitani, tehdt: T'[i,c] = T[i — 1,¢] +T[i — 1,¢ — a;] ha ¢ > a;
és Tli,c] =T[i —1,c] ha c < a;.

A téblazat kitoltése torténhet pl. soronként, azaz minden i = 1,...,n értékre kitoltjik a ¢ = 0,1,...,b
mezoket.

A tablazat mérete (n+ 1) - (b+ 1) € O(nb). Minden elemének kit6ltése konstans 1épés, tehdt az Osszes idé
O(nb).
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6. Tekintsiik az RH problémanak azt a véltozatat, amikor adottak az aq,ao,...,a, és a b egész szamok,
melyekre teljesiil, hogy 0 < a; < n? minden 1 < i < n esetén. Kérdés, hogy van-e olyan I C {1,...,n},
melyre ) ;;a; = b. Mutassa meg, hogy ez a véltozat P-ben van!

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha b > a1 +as + - - - +a,,, akkor biztos nincs megoldés, tehat a b > n3 esetben
az algoritmus térjen vissza a ,,nem” valasszal. Ha viszont b < n3, akkor elkészithetjiik lényegében az €l6z6
feladatbeli tabldzatot (nem kell feltétleniil szdmon tartani, mi hanyféleképpen &ll el6, elég csak az eléallds
tényét rogziteni, azaz hasznalhatjuk a T'[i,c] = T[i — 1,¢] V T[i — 1, ¢ — a;] rekurziét is). Azt mar tudjuk,
hogy ez a téablazat O(nb) idében kitolthetd, de ezt most a b-re alkalmazott korldt miatt O(n?*) idében tudjuk
kit6lteni, tehat ez az eljaras polinomialis.

7. Egy n x n méreti tablazat mezdin 1épkediink a bal alsé sarokbdl a jobb felsé sarokba tgy, hogy egy 1épésben
a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épiink, de van néhany ,.tiltott” mez06, ahova nem léphetiink.
Adjon egy dinamikus programozast haszndlé eljardst, ami meghatdrozza, hogy hanyféleképpen érhetiink
célbal

Megoldds: Definidljunk egy n + 1 sorbdl és oszlopbdl &ll6 T' tablazatot, amelyben a Ti, j] elem jelentése,
hogy hanyféleképpen tudunk eljutni az (7, j) mez6be.

Legyenek a T' 0. sordban és oszlopdban az értékek nulldk, T'[1,1] = 1.

A rekurziés formuldhoz vegyiik észre, hogy az (i,j) mez6be csak az (i — 1,75) vagy az (i, — 1) mez&kbél
léphetiink és ha T-ben a tiltott mezoknek megfelel6 értékeket 0-ra allitjuk, akkor a

T ] = Tli—1,j]+T[i,j — 1],  ha (4,5) nem tiltott
=7 o, ha (4, ) tiltott

formula ¢ > 1, j > 1 esetén helyes lesz.

Ez a téblazat kitoltheté soronként, hiszen akkor az (i, j)-hez érve a két felhasznalandé érték méar rendel-
kezésiinkre all.

Lépésszam: a tablazat mérete (n + 1)2 € O(n?). Minden elemhez konstans sok mfivelet sziikséges, ezért az
Osszes 1épésszam is O(n?).

8. Egy n x n méretil tabldzat minden eleme egy pozitiv egész szam. A tdblazat bal alsé sarkabdl akarunk
eljutni a jobb felsé sarkdba gy, hogy egy 1épésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1éptink.
Azt szeretnénk, hogy a 1épegetés soran latott elemek novekvé sorrendben kovessék egymast. Adjon O(n?)
1épésszamu algoritmust, ami meghatérozza, hogy (a) hédny a szabdlyoknak megfelelé it van! (b) mekkora a
legnagyobb értékil, a szabalyoknak megfelel6 1t, ha egy 1t értéke a benne szerepl6 szamok szorzata!

Megoldds:  (a) Dinamikus programozast haszndlunk: Jelolje A az eredeti (adott) tablazatot. Készitiink
egy n x n méretl T tédblazatot, amiben a T'i, j] értéke az lesz, hogy hanyféleképpen tudunk a szabédlyoknak
megfeleléen A-ban az i-edik sor j-edik elemébe jutni. Ha A[l, 1] a bal als6 mez6 és A[n,n| a jobb felsd, ekkor
T'[n,n] adja a keresett vélaszt.

Legyen T'[1,1] = 1. Mivel az (,j) poziciéba csak balrdl vagy lentrél johetiink, akkor van j6 1t, ha ezek koziil
legalabb az egyikbe el lehet jutni, és onnan az utolsé 1épés is érvényes, azaz teljesiil, hogy az Ali,j] nagyobb
a megel6z6 elemnél.

Ezért az elsé sor j > 1 esetben T[1,j] = T[1,j — 1], ha A[l, j] > A[l,j — 1], kiilénben meg T71,5] = 0. (A
sor egy darabig 1 lesz, egy id6 utdn meg 0, ha volt egy nem ndvekvé 1épés.) Hasonléan. az i > 1 esetben
Ti,1] =T[i — 1,1], ha A[i, 1] > A[i — 1, 1], kiilonben meg T'[¢, 1] = 0.

Az altalanos rekurzid, amikor 4,5 > 1:

e ha Ali,j| > Ali — 1,7] és Ali, j] > Ali,j — 1], akkor T'[i,j] =T[i — 1,5] + T[i,j — 1]
o ha Ali,j| > Ali — 1,7] és Ali, j] < Ali,j — 1], akkor T'[i,j] = T[i — 1, j]

e ha Afi, j| < Ali —1,7] és Ali, j] > A[z j — 1], akkor T'[i, j] = T'[i,j — 1]

e ha Ali,j| < Ali — 1,5] és Ali, j] < Ali, 5 — 1], akkor T7i, j] = 0.
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Ha az elsé sor és oszlop meghatarozasa utdan a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezéstinkre
all a sziikséges informéacid, igy minden elem kiszdmolasa konstans sok miveletet fog hasznélni.

Mivel a T témb mérete n? és minden elemének kitoltése konstans sok miivelet, ezért a 1épésszam O(n?).

(b) Az el6z6ho6z hasonld, de most a maximélis értéket taroljuk, ezért minden érvényes 1épésnél szorozni kell
az aktudlis A értékkel, az Osszeadas helyett pedig a nagyobb értéket kell valasztani.

Ha ez most egy S tomb, akkor S[1,1] = A[l, 1], mivel eddig ez az érték. Az elsd sor és oszlop kitoltése igy
alakul: S[1,j] = S[1,57 — 1] - A[1, 7], ha A[1,j] > A[l,7 — 1], kiilonben meg S[1, 5] = 0. Hasonléan az i > 1
esetben S[i, 1] = S[i — 1,1] - A[4, 1], ha A[i, 1] > A[i — 1, 1], kiilénben meg S[i, 1] = 0.

A tovéabbiakban 4, j > 1, ekkor pedig

e ha A[i,j] > A[i — 1,7] és Ali, j] > Ali,j — 1], akkor S[i, j] = Ai, j] - max{S[i — 1, 4], S[¢,j — 1]}
e ha Ali,j| > Ali — 1,7] és Ali, j] < Ali,j — 1], akkor S[i, j] = A[i, j] - S[i — 1, j]

e ha Ali, j| < Ali — 1,5] és Ali, j| > A[i, j—l],akkor Sli,j] = Ali, j] - S[i, 5 — 1]

e ha Ali,j| < Ali — 1,7] és Ali, j] < Ali, j — 1], akkor S|i, j] = 0.

Ha az els6 sor és oszlop meghatarozasa utan a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezésiinkre
all a sziikséges informacio, igy minden elem kiszamolasa konstans sok miiveletet fog hasznalni. Ezért a teljes
1épésszam most is O(n?).

9. Egy f foku létran bizonyos fokok annyira rozogak, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére tudjuk,
hogy melyik fokok ilyenek, hova nem szabad lépniink. Egy lépéssel legfeljebb 3 fokot tudunk lépni. Adjon
dinamikus programozast hasznalé algoritmust ami meghatarozza, hogy (a) a létra aljatdl fel tudunk-e jutni
a létra legfels6 fokdra! (b) a létra aljatdl hédnyféleképpen tudunk feljutni a létra legfelsd fokéral
(Feltehetd, hogy a legfelsé fokra ra szabad 1épni.) Mennyi az algoritmusok 1épésszama?

Megoldds: Legyen NR az a tomb amiben N R[i] akkor igaz, ha az i-edik fok nem rozoga.

(a) A részfeladatok azok lesznek, hogy az i-edik fokra fel tudunk-e jutni (1 < i < f). Az F[i] tablazatot
toltjiik ki ugy, hogy F[i] igaz, ha fel tudunk az i-edik fokra jutni.

Vegyiik észre, hogy a feladat az F[f] értéket kérdezi.

A kitoltés kezdete: F'[0] = igaz, azaz a foldrél nem esiink le, F[1] = NR[1].

A rekurzié: mivel az i-edik fokra eggyel, kettével vagy harommal lejebbrdl johetiink, pontosan akkor tudunk
az i-edikre 1épni, ha a harom megel6z6 valamelyikére el lehet jutni és az i-edik fok nem rozoga. Ezért az
altaldnos rekurzi6: F[i] = NR[i| A (F[i — 1]V F[i — 2]V F[i — 3)]).

Latszik, hogy ez csak i > 3 esetben miikddik. Az ¢ = 2 esetre hasonl6 formula jo, csak ott nem szerepel a
nem létez6 F[i — 3|, azaz F[2] = NR[2] A (F[1] vV F[0]).

Ha a tablazatot i = 0,1, 2,..., f sorrendben toltjik ki, akkor minden elemnél konstans sok 1épést hasznalunk,
az algoritmus lépésszama O(n).

(b) Hasonl6 az (a) részhez, de most nem logikai véltozé kell. Legyen M|i] az, hogy hdnyféleképpen tudunk
feljutni az i-edik fokra.

A feladat megoldasat M|[f] szolgaltatja.

A kitoltés kezdete: legyen minden M[i] = 0 ha ¢ > 0 és M[0] = 1. Mivel az i-re 1épés csak az el6z6 harom
valamelyikérol torténhet, ezért a lehetséges feljutasok szamat a hdrom el6z6 szam Gsszegeként kapjuk meg.
Ebben ugy vessziik figyelembe a rozoga fokokat,hogy azokndl az M értéke O lesz, tehat nem adnak semmit
a keresett szamhoz. Ezek alapjan:

Ha NR]1] igaz, akkor legyen M[1] = 1, ha NRJ[2] igaz, akkor M[2] = M[1] + M]0] és &ltalaban, ha N R]i]
igaz, akkor legyen M[i] = M[i — 1] + M[i — 2] + M[i — 3].

Most is ¢ = 0,1,2,..., f sorrendben kell kitolteni a tablazatot és akkor a hasznalni kivant értékek mar
rendelkezésiinkre allnak, minden i-re konstans sok 1épés lesz, azaz Gsszesen O(n).

10. Legyen s182...8y éstita. ..t egy n és egy m hosszi karaktersorozat. Azt szeretnénk, hogy az n x m méreti
A matrix Afi, j] eleme tartalmazza azt a legnagyobb k szdmot, melyre az sysg...s; és a tita... t; sorozatok
utolsé k karaktere megegyezik. Adjon eljarast, ami az A tombot O(nm) 1épésben kitolti.
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Megoldds: Ha i = 1 vagy j = 1, akkor egyszerii, hiszen az egyik sorozat 1 elemii, az érték csak 0 vagy 1

lehet.
o 1, ha S1 = tj . o 1, ha S; = tl
A[ljj] - { 07 ha S1 75 t]’ A[Z7 1] - { 0, ha S; 75 t1

A tovabbiakhoz azt kell észrevenni, hogy ha az s; és t; kiilonbozik, akkor nyilvan k = 0, egyébként pedig a
leghosszabb ilyen kozos rész az eggyel révidebb kezdoészeletekre kapott egyezo rész kiterjesztése,

.o 1+A[’i—1,j—1], haSi:t]’
A[Z’]] _{ 0, ha Si #tj

Amennyiben a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig rendelkezésiinkre all a sziikséges informacid,
egy elem kiszamoldsa konstans miivelet, a tablazat mérete nm, ezért az egész Gsszesen O(nm).

11. Egy n és egy m karakterbol all6 szévegben meg akarjuk taldlni a legnagyobb azonos darabot, azaz ha az
egyik szoveg ajas - - - a, és a masik biby - - - by, akkor olyan 1 < i <n és 1 < j < m indexeket keresiink, hogy
Qi1Qi42 - - Qipr = Djp1bjyo ... bjqy teljesiiljon a lehetd legnagyobb ¢ szamra. Adjon erre a feladatra O(nm)
lépést hasznald algoritmust.

Megoldds: Vegyik észre, hogy ha az el6z0 feladatban leirt tablazatot elkészitjik erre az esetre, akkor a
tablazatbeli legnagyobb érték pont a megfeleld ¢ lesz. Ennek helye megadja a megfelel6 i+t és j+t indexeket,
amikbdl 4 és j is megkaphatd.

A téblazat kitoltése az el6z6 feladat szerint O(nm) 1épés. A maximalis érték megtaldlasa tovabbi nm — 1
osszehasonlitdssal megoldhatd, ezek utén i és j kiszamolas konstans 1épés. Ez Gsszesen is O(nm).

12. Ellistaval adott egy n pontid e éli G irdnyitott graf, ami egy DAG. Adjon O(n + e) 1épésszamu algoritmust,
ami minden v pontra meghatarozza azoknak az utaknak a szamat

(a) amelyek egy rogzitett s pontbdl v-be visznek!

(b) amelyek v-b6l egy rogzitett ¢ pontba visznek!

Megoldds: A grafunk egy DAG (azaz nincs benne irdnyitott kor), tehat a csicsoknak van topologikus
sorrendje, ami mélységi bejaras segitségével O(n + e) 1lépésben meghatarozhaté. Legyen egy ilyen sorrend
v1,V2,...,V,. A tovdbbiakban dinamikus programozédst hasznalunk: sorban az i = 1,2,...,n indexekre
meghatarozzuk a v;-be vezetd utak szdmaét, ezt fogja az Uli] jelolni. Ebben hasznaljuk, hogy egy tetsz6leges
v;-be csak kisebb indexii csiucsbdl vezet él.

Legyen az s indexe m. Ekkor minden ¢ < m esetben vildgos médon U[i] = 0, tovabba U[m| = 1. Kezdetben
a tobbi U|i] érték is legyen 0. Egy v; # s cstcsba éré dtnak (i > m) van utolsé el6tti csicsa. A v-be érd
utak szamat dgy kapjuk, ha osszeadjuk hanyféleképpen tudtunk eljutni a lehetséges utolsé elotti csicsokba.
Ennek megfeleléen a rekurzi6 i = m +1,...,n: Uli] = 32;., v)en ULl

Vegyiik észre, hogy igy valéban csak az s-b8l indulé utakat szdmoljuk, minden més esetben 0 marad U|i]
értéke.

Az Uli] kiszamoldsa a vi-be befuté élek szamaval ardnyos. Az sszes cstcsra Osszeadva kapjuk, hogy ez
e-vel aranyos. Mivel lehetnek bemendé él nélkiili csicsok is, amiket szintén kezelniink kell, a teljes 1épésszam
O(n +e).

(b) 1. megoldds: ez ugyanaz, mint az (a) rész, csak ,forditva”. Készitsik el a forditott grafot, amikor
minden élet megforditunk. Az igy kapott grafra alkalmazzuk az (a) rész megoldasat.

2. megoldas: a graf megforditdsa nélkill az U tombot kitolthetjiik visszafelé: ha t = vp, akkor Uli] = 0,
amennyiben ¢ > T, U[T]|=1,ésazi=T —1,...,1 esetben U[i] = Zj:(ij)eE Ulj]

1. Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ez egy linedris algoritmus, hiszen O(n + e) az éllista teljes mérete.

2. Megjegyzés: Igazabdl éllista alatt tobbnyire a kimend élekbdl képzett listdkat értjiik, itt meg a bemeno
élek listéi kellenek. Ezt az el6z6bél egyszeriien O(n + e) 1épésben eléallithatjuk. A (b) esethez nem is kell
megforditani a grafot, az eredeti bemend éllista, ha kimenének tekintjik épp a forditott grafot adja.
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