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A megoldasokat Biar Marton készitette.

1. Definiald az O(f) és Q(f) jelolések jelentését!

Eqgy lehetséges megoldds:

O(f) jelolés definicioja: Ha f(x) és g(x) az RT egy részhalmazan értelmezett, valos értéket
felvevs fliggvények, akkor g = O(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és xy > 0 allandok, hogy
lg(@)| < c-|f(2)], ha z = z.

Q(f) jelolés definicivja: Ha f(x) és g(x) az RT egy részhalmazan értelmezett, valos értéket
felvevs fiiggvények, akkor g = Q(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és z¢ > 0 allandok, hogy
()| = ¢ [f(z)|, ha x> xo.

2. Ird le a radix rendezés algoritmuséat és bizonyitsd be, hogy az algoritmus mindig helyes
eredményt ad! Mennyi az algoritmus 1épésszama? (A 1épésszamot nem kell indokolni.)

Eqgy lehetséges megoldds:

A radix rendezés egy olyan lexikografikus rendezés, ami elGszor k. koordinédta szerint l&-
darendez, majd (k —1).,(k —2).,..., 1. szerint, ebben a sorrendben. Mindig az egész listat
rendezziik.

Ekkor azt allitjuk, hogy a lista rendezve van.

Az allitas bizonyitésa:

Két tetszoleges elem legyen b = (by, by, ..., bg) és ¢ = (¢1,¢a,...,¢k), ahol b < c. Az allitas
szerint a rendezés befejeztével b el6rébb van, mint c.

b; = ¢; Vi esetén, amire 1 <1i < j , és legyen b; < ¢;j, ahol 1 < j < k.

A radix rendezés elébb a k., majd a (k—1).,...,(j+1). koordinata szerint ladarendez. A j.
koordinéta szerinti ladarendezés soran a b a c elé keriil. A tovabbiakban a (j—1).,...,1. ko-

ordinédta szerinti rendezés nem valtoztat a kettdjiik sorrendjén, tehéat a rendezés befejeztével
b a c el6tt lesz, igy az allitast igazoltuk. [J

Lépésszam: n elem rendezésének lépésszama, melyek egyenként k darab koordinataval ren-

delkeznek O(n + |A1|) + O(n + |As]) + -+ + O(n + |Ax|) = O(k - n+ > |A;i]), ahol az A;
i=1

véges, rendezett halmazbol az i. koordinata kertilt ki, igy |A4;| jeloli az i. koordinata szerinti
rendezészhez sziikséges ladak szamat.




3. Ismertesd az iranyitott graf erésen Osszefliggé komponenseinek meghatarozasara tanult algo-
ritmust! (Az algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus lépésszama?
(Indoklas ehhez sem kell.)

Eqgy lehetséges megoldds:

Az algoritmus lépései:

I. DFS futtatasa egy valasztott x cstcsbol.

II. A graf éleinek iranyitasianak megforditdsa utan DFS, csokkend sorrendben inditva az
el6z6 befejezési szamok szerint.

ITI. Ami mindkét irdnyban egy komponensben van, az egy erésen 6sszefliggé komponensben
van.

Lépésszam: O(n + e), ahol n a csicsok, e pedig az élek szama.

4. A Dinamikai Koztarsasagban n-féle cimletd pénzt hasznalnak: dy < dy < --- < d,, dinérosokat.
Adj O(nC) lépésszami algoritmust, ami meghatéarozza, hogy legkevesebb hany darab pénzzel
lehet kifizetni C' dinart! (Feltessziik, hogy C' dinart valahogy ki lehet fizetni a fenti cim-
letekkel.)

Egy lehetséges megoldds:
A feladatot dinamikus programozas segitségével oldhatjuk meg.

A megoldas elején egy kis egyszertisitést tehetiink a dinarosokkal kapcsolatban: mivel a
feladatban meg van engedve az egyenlGség az egyes dinarosok kozott, ezért az egyforma
értéket képviselSket kezeljiik azonosnak. Ezaltal n’ < n féle pénz all rendelkezésiinkre.

Kis C' értékekre konnyen meghatarozhato, hogy legkevesebb hany pénzzel lehet az adott
értéket kifizetni. (A feladat megadta, hogy a C' értéket valahogy ki lehet rakni a dinarosok-
bol.) Ez C' = 0 esetén 0 érmét jelent.

Ekkor jelolje T[i] az i 6sszeg elgallitasahoz sziikséges pénzek minimalis szamat. Ekkor legyen:

_ 0 ha i =0
Tl = min{7[i —d;]} +1 hai>0
J

ahol a rekurzios képletben a '417 jeloli az 0j 6sszeg kirakasahoz sziikséges felhasznélt pénzt.

Az algoritmus végrehajtasa soran sorban elkezdjiik kiszamolni T[1], T[2], ... értékeket
Leéllasi feltétel: ha ¢ = ') akkor a megéllunk.

Megoldas: T[C]

Az eredmény helyes, mivel minden kiszamolt TTi] értékhez létezik egy érmekombinécio,
melyeket mind figyelembe vessziik, igy mindenképp ezek minimuma kertil kivalasztésra.
Lépésszam: minden szobajovs 0, ..., C Osszeg esetén n’ elem minimumat vizsgaljuk, ahol
n' < n, igy a lépésszam O(nC).



5. Egy 15 elemet tartlamazo6 kupacban az 1,2, ..., 15 szdmok vannak valamilyen elrendezésben.

c sz

A kupac tomb reprezentaciéjanak mésodik eleme milyen szédmot tartalmazhat?

Eqgy lehetséges megoldds:

A kupac tomb reprezentaciéjarél tudjuk, hogy ha a kupacot reprezentalo teljes binaris fa
csucsait egy A[l : n] tombben taroljuk, akkor igaz, hogy balfit(A[i]) = A[2i] és jobbfiu(A[i]) =
A[2i + 1]. Ezek alapjan tehat a feladat meghatarozni, hogy mi lehet a balfit(gydkér) ered-
ménye?

Megallapithatjuk, hogy a gyckérben az 1 fog szerepelni, hiszen ez az elem a legkisebb, és a
kupac tulajdonsagai miatt a legkisebb elem szerepel a gyckérben. A 15 elemet tartalmazo
kupac egy 4 szintd, teljes binéris faval reprezentilhatd. Ebbdl kovetkezik, hogy a 6 leg-
nagyobb elem (10,11, ...,15) az als6 2 szint valamelyikén helyezkedik el. Ha nem igy lenne,
akkor sériilne a kupac tulajdonséag.

Vegyiik az alabbi elrendezést:

Ebben az esetben x helyén allhat 2,3, ..., 9 attol fliggben, hogy mi volt a besziiras sorrendje.
A fennmaradé6 7 szambol pedig egy kupacot kell épiteni a gyokér jobb részfajaként. Ezek
az elemek az abran a ?-lel jelolt helyekre keriilnek. Mivel belattuk, hogy a maradék szamok
kozil egyik sem szerepelhet x helyén, igy a megoldas az, hogy a 2,3,...,9 szamok koziil
barmelyik allhat az A[2]-ben.

6. Egy kezdetben iires 3n méretd hashtablaba nyitott cimzéssel besztirunk n kiilonbo6zé egész
szamot a h(x) = z (mod 3n) hashfiigvény alkalmazasaval, kvadratikus probaval. Legfeljebb
hany {itkozés torténhet?

Egy lehetséges megoldds:

Megjegyzés: Mivel a feladat hibasan lett kiirva, ezért lineéris probalassal oldjuk meg (kvadratikus
esetben nem lehetne garantalni ezt a felsg korlatot). A feladat ilyen megoldéasara 10 pont
jart annak ellenére is, hogy hibas volt.

n—l n—1)-n
Mivel a tébla kezdetben iires, emiatt az iitkozések elvi maximuma > i = % , hiszen
i=0

minden beszirandé elem maximum annyi elemmel iitk6zhet, ahany elem van a tdblaban. Jo
megoldés lehet ilyenkor a feladatra, ha mutatunk egy olyan esetet, ahol az iitkdzések szama
pont a fent nevezett érték, hiszen ennél tobb {itkozés semmiképp nem lehet.

Ha csak olyan kiilonb6z6 z; elemeket szurunk be, amire Vi esetén x; = k (mod 3n), ahol k
allando, akkor minden beszirasnal az ilitkozések szama maximalis lesz. Igy belattuk, hogy

n—1)-n
az Utkozések szdma maximum Q lehet.



7. Ellistaval adott egy G graf, melynek élei stilyozottak (lehetnek negativ silyok is). Szeretnénk
a graf pontjait két csoportra felosztani — egy X és egy Y ponthalmazra — tgy, hogy a legisebb
sulyt olyan él, aminek egyik végpontja X-beli, méasik pedig Y-beli, a lehets legnagyobb silya
legyen. Adj O(eloge) lépésszamu algoritmust egy ilyen felosztas megtalalasaral

Egy lehetséges megoldds:

ElGszor nézziik azt az esetet, amikor a G graf osszefiiggs. Ebben az esetben keressiink benne
minimélis sulyu feszit6fat, valasszuk ehhez a Prim algoritmus éllistds implementaciojat, en-
nek a lépésszama O(eloge). A cstucsokat az F' minimélis feszitéfa egyik legnagyobb sulya
éle (melynek stlyat jeloljiik s-el) bontsa két részre: az él egyik oldalan 1év pontok alkossak
az X, a mésik oldalon 1évSk az Y halmazt.

Megmutatjuk, hogy ez a felosztas megfelels. Tegyiik fel indirekt, hogy egy mésik, X', Y’
felosztéas esetén minden X' és Y’ kozott futd él nagyobb, mint s. Mivel F' feszit6fa, biztosan
lesz olyan éle, ami X' és Y’ kozott fut. Viszont F' minden élének silya legfeljebb s, igy
ellentmondésra jutottunk.

Ha a G graf nem Osszefiiggd, akkor a fenti 1épéseket komponensenként kell végrehajtani,
majd a minimélis feszitéfakbol allo feszitGerdébdl kell kivalasztani a legnagyobb sulyu élet.

8. Igazold, hogy a kiévetkez§ eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:

Input: G graf, k egész szam

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszitéfa, melynek maximalis fokszama pontosan k7

Eqgy lehetséges megoldds:

A feladat megoldasat kezdjiik az NP-beliség belatasaval. Jelen esetben egy jo tand erre
az n csucsu grafban egy olyan feszitéfa mutatéasa, aminek a maximalis fokszama k, hiszen ez
polinom id&ben ellenérizhets: az adott fara megnézziik, hogy minden cstcsat tartalmazza-e
a grafnak (O(n) lépés), illetve a fa minden csicsara deg(v) < k, és van olyan csics amire
deg(v) = k (szintén O(n) lépés). Ezzel belattuk, hogy az adott eldontési probléma NP-beli.

Jeloljiik a feladat eldontési problémajat L-lel, és L'-vel azt a kicsivel egyszertibb problémat,
hogy ha a kérdést csak legalabb 3 pontu grafokra kell eldonteni. Elég belatni, hogy L'
NP-nehéz, hiszen ebbdl nyilvan kiévetkezik, hogy az altalanosabb L is az.

Belatjuk, hogy Huat < L’. A Karp-redukci6 a G grafhoz rendelje a (G,2) part, vagyis L’
bemente legyen G' = G és k = 2.

Az igy megadott fiiggvény polinom idében szamolhat6. Tovabba pontosan akkor tartalmaz
G Hamilton-utat, ha G’-ben talalhato olyan feszitéfa, aminek a maximaélis fokszama k = 2.

Ez a ketts azért lesz minden esetben ekvivalens, mert az a feszitéfa, aminek a maximaélis
fokszama 2 az egy ut, mely minden G-beli csiicsot tartalmaz.

Tehat L' és ezért L is egy NP-nehéz probléma. Mivel NP-beli is, ezért NP-teljes.




