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A kiilonb6z6 automatatipusok (véges automata, veremautomata, Turing-
gép) alap modellje nyelvek elfogaddsara vald, az a kérdés, hogy a bemeneten
végzett szamitas utan elfogadd vagy nem elfogadé allapotban all meg az auto-
mata (vagy, hogy Turing-gép esetén megdll-e egydltaldn).

Itt most olyan valtozatokkal ismerkediink meg, amelyek egy bit informacién
kiviil (elfogad/nem fogad el) tobb informdaciét adnak. Ezt dltaldban tgy lehet
elképzelni, hogy a szokésos bemeneten (bemeneti szalagon) til egy kimeneti sza-
laggal is ellatjuk az automatat, amire a szamitas soran 1épésenként kiir valamit.
A szamitas végén ennek a kimeneti szalagnak a tartalma a szamitds eredménye.
A pontos szabdlyok, megengedett 1épések az egyes modellekben kiilonb6zok.

1. Véges automatak

A véges automatdkhoz két természetes médon is rendelhetiink kimenetet.

1.1. Moore-automata

A Moore-automata esetében egy determinisztikus, teljes véges automatéat egé-
szitiink ki azzal, hogy minden allapotahoz tartozzon egy kimenet.

1. Definicié. A Moore-automata M = (Q, X, A, 0, i, qo) ahol:
o () egy véges, nem tres halmaz. Ez az automata dllapotainak halmaza.
e X egy véges, nem tres halmaz. Ez az automata bemeneti dbécéje.

o A egy véges, nem tres halmaz. Ez az automata kimeneti dbécéje.

0:Q XX = Q, az automata allapotatmeneti fiiggvénye.

w:Q — A a kimeneti fiigguény.



e gy € @ a kezd§ allapot.

A Moore-automata mikddése egy adott w € ¥* szén a kovetkezOképpen irhatéd
le. Az automatat a g9 dllapotbdl inditjuk. Ha w az n hosszi ajas - --a, ka-
raktersorozat (a; € ), akkor el8szor az 1 = 0(qo, a1) allapotba 1ép és kiirja a
w(ry) karaktert. A mésodik 1épésben az ro = §(r1, az) dllapotba kertil, és kifrja
a u(rq) karaktert, és igy tovdbb, amig az a,, karaktert is feldolgozza és kiirja az
utolsé r, dllapotnak megfelels u(r,) karaktert. Ekkor a szdmitds véget ér. A
w = ajaz - - - a, bemeneten a teljes kimenet a p(ry)u(re) - - pu(r,) € A* szé.

Ha a kimenetre nem figyeliink, azaz eltekintiink A-t6l és a u-tol, akkor ez
egy determinisztikus, teljes véges automata, aminél nincs megadva az elfogadd
allapotok halmaza.

Az M automata alapjdn a p fiiggvény kiterjesztheté X* elemeire is,

2. Definicié. A p: Q — A kimeneti figguény 1 : X* — A* kiterjesztése a
kovetkezo

€ haw=c¢
Bw) =19 p(r)p(re) - p(ry) haw # € és qo,r1,--- 7 az dllapotok
sorozata w bemenetnél

1. Megjegyzés. Gyakran a kiterjesztést is csak p-vel jelolik.
1. Tény. Vegyiik észre, hogy I : X — A™ teljesil minden n > 0 egész szamra.

1. Kovetkezmény. Van olyan f : ¥* — A* figguény, amihez nincs M =
(Q,2,A,0, 1, q0) Moore-automata, hogy f = T.

Bizonyitds: Ha f nem Orzi meg a szavak hosszat, akkor biztos nincs megfelel6
Moore-automata. 0

1. Példa. Ha egy tetszbleges teljes DVA-nal A = Q és u(q) = q, akkor minden
w széra o G(w) kimenet a szdmitds sordn érintett dllapotok sorozata lesz (a
kezdd qo kivételével).

2. Példa. Egy tetszbleges M teljes DVA-ra legyen p(q) = 1, ha q elfogadd és
0 kilonben, A = {0,1}. Ekkor fi(w) utolsd karaktere megmutatja, hogy w-t
elfogadja-e M, sét a teljes kimenetbdl azt is ldtjuk, hogy w mely kezddszeleteit
fogadja el M.

1. Feladat. Adjunk meg egy olyan Moore-automatdt, amelyiknél > = A =
{0,1} és a kimeneti T(aias...a,) = biby...b, figgvényre n > 1 esetén b; =
1 —a; teljesil (1 <i<mn)!

Megoldas: Legyen Q = {A, B} és A a kezddéllapot. Az dtmeneti fiiggvény



a kimeneti fliggvény pedig

n(A) =0

u(B) = 1.
Ez az automata a 0 hatdsara mindig B-be 1ép és akkor egy 1-t ir ki, mig egy
1-re A-ba 1ép és ezért egy O-t ir ki. O

Most is lehet az automatdknal mar megszokott irdanyitott grafos dbrazolast
haszndlni (de most nem lesz szitkség az elfogadé allapotokat jelz6 dupla korre).
Ekkor a kimeneti karaktert az allapotba irjuk bele. Az el6z6 automata ebben a

formaban:
0
1

Sok esetben a megvalésitani kivant f fliggvény nincs el6irva minden le-
hetséges bemeneten, csak egy L nyelven. Ilyenkor a feladat olyan Moore-
automatat késziteni, ami ezeknek az el6irasoknak eleget tesz, de az L-be nem
tartozo szavakon tetszélegesen viselkedhet.

Erdekes kérdés, hogy mely f fliggvényekhez van olyan Moore-automata,
hogy f = fi. Azt mar tudjuk, hogy f-nek hossztarténak kell lenni, de ez nem
elég. (Miért nem?)

Mas szempontbdl szokds azt vizsgdlni, hogy egy adott Moore-automatanak
mi az értékkészlete, azaz mi lesz a T(X*) = {f(w) : w € ¥*} C A* nyelv. Vagy
még altaldnosabban: mi lesz egy adott L nyelv (L) = {f(w) : w € L} C A*
képe.

2. Feladat. (a) Adjunk olyan Moore-automatdt, amire ¥ = {a,b}, A ={0,1}
és a szdmitds sordn mindig ott ir ki 1-t, amikor a bemeneten a utdn b, vagy b
utdn a kovetkezik! Egy hosszid bemenet esetén legyen p(a) = u(b) = 0.

(b) Mi lesz a i(X*) nyelv?

(c) Mi lesz a fi(a*v*) nyelv?

(d) Mi lesz a m({a™d™ : n > 1}) nyelv?

Megoldas: Egy lehetséges megoldds, hogy lesz egy-egy édllapot az a-k utdni
elsd b, és a b-k utdni elsd a betli feldolgozdséra (A, B)— ilyenkor 1 a kimenet,
tovabbd egy-egy 0-t kiiré dllapot a tobbi a és tobbi b kezelésére (C, D).



(b) A kimenet, ha nem az tires szd, akkor biztos, hogy 0-val kezd6dik, de
konnyti latni, hogy utdna tetszdleges sz6 dllhat, azaz n(X*) = {e} U 0X*.

(c) Az tires sz6 kivételével ezekben a szavakban legfeljebb egy karaktervaltés
van és O-val kezd8dnek, azaz a nyelv: {e} U 00*10*.

(d) Ttt pontosan egy karaktervaltds lesz, az is kozépen, {07107~ ! : n > 1}.
O

1.2. Mealy-automata

A Mealy-automata esetében a kimeneti karakter nem az dllapothoz, hanem az
atmenethez tartozik.

3. Definicié. A Mealy-automata M = (Q, X, A, d, A, qo) ahol:
e () eqy véges, nem tres halmaz. Ez az automata &llapotainak halmaza.
e X eqy véges, nem tres halmaz. Ez az automata bemeneti abécéje.
e A eqgy véges, nem tres halmaz. Ez az automata kimeneti dbécéje.

0:Q XX = Q, az automata allapotatmeneti fiiggvénye.

e \:Q XX — A akimeneti fiigguény.

® g0 € Q a kezdo allapot.

A Mealy-automata mikdidése egy adott w € X* szén a kovetkezSképpen irhatd
le. Az automatéat a qg allapotbdl inditjuk. Ha w az n hosszi ajas - - - a, ka-
raktersorozat (a; € X), akkor el6szor az r1 = §(qo,a1) allapotba 1ép és kiirja
a A(go,a1) karaktert. A mdsodik lépésben az ro = §(r1,az2) allapotba keriil,



és kifrja a A(r1,a2) karaktert, és igy tovabb, amig az a, karaktert is feldol-
gozza, és kifrja az utolsd, §(r,—1,a,) 1épésnek megfeleld A\(g,—_1,a,) karaktert.
Ekkor a szamitds véget ér. A w = ajas---a, bemeneten a teljes kimenet a
Aqo,a1)\(r1,a2) - - A(Tp—1, an) € A* s70.

A kimeneti fliggvény most is kiterjesztheté X* elemeire,

4. Definicié. A X : Q x ¥ — A kimeneti figguény X : £* — A* kiterjesztése a
kovetkezo

_ € haw=¢
AMw) =9 XNw)A(r,a) haw=w'a, a € X és M azr dllapotban
van w' utdn

2. Megjegyzés. Gyakran a kiterjesztést is csak A-val jelolik.
2. Tény. Vegyiik észre, hogy X : X" — A" teljesiil minden n > 0 egész szdmra.

3. Feladat. Az[1] feladatra most készitsink egy Mealy-automatadt.

Megoldas: A véges automata legyen ugyanaz, de az allapotokhoz tartozé
p-értékek helyett legyen most

igy minden olvasott karakterre, allapottdl fliggetleniil, a karakter ellentétét irja
ki.

Mivel most a kimeneti fliggvény értelmezési tartomanya megegyezik az at-
meneti fliggvény értelmezési tartomanyaval, szokas a két fiiggvényt egyetlen
tablazatban megadni,

0 1
A B1]| A0
B|B1]|A0

és természetesen a rajzos valtozat is hasznalhaté, de most egy atmenetet jelképezo
nyil cimkéje két részbél 4ll, a formdja: olvasott/kifrt karakter.

1/0
0/1

— 0/1

1/0

Ugyanerre a feladatra egy masik megoldas:



O~
O

Az, hogy erre a feladatra Moore- és Mealy-automatat is tudtunk adni, nem
véletlen. A kovetkezdékben megmutatjuk, hogy a két tipus ekvivalens.

1. Tétel. Minden M, = (Qo, %, A, do, i, qo) Moore-automatdhoz van olyan M, =
(Qe, X, A, 0c, A, qe) Mealy-automata, hogy i = .

Bizonyitds: A definicidk szerint 7i(¢) = A(¢) = ¢, tehat csak a nem iires szavakkal
kell foglalkoznunk. A bizonyitas otlete az, hogy az dllapothoz tartozé kimenetet
az allapotba beérkez6 atmenetekre ,,toljuk at”.

Legyen Q. = Q,, 0. = do, Go = qe, tehdt az alapot add két véges automata
megegyezik. Az 1j kimeneti fliggvény minden ¢ allapotra és a € ¥ karakterre
legyen A(q, a) = 11(d0(q, a)).

A konstrukcié helyességének belatdsdhoz tekintsiink egy tetszbleges w =
ajas - --a, € X* sz6t, és legyen ezen a bemeneten az automata allapotsorozata
QoyT1s--+,7n. Ekkor a Moore-automata kimenete a definicié szerint n(w) =
p(ry)p(re) - - p(ry). A konstrudlt Mealy-automata kimenete pedig

Aw) = AMgo, a1)A(r1,a2) -+ A(rn—1, an)

A
N(‘So(%v al))ﬂ((SO(Tlv a2)) e 'N((;O(Tn—lv an))
p(ri)p(re) - p(ry) = fi(w).

O
Az el6z6 konstrukcid, bar egy kicsit bonyolultabban, de megfordithato.

2. Tétel. Minden M., = (Q¢, 2, A, b¢, A, ¢c) Mealy-automatdhoz van olyan M, =

(Qo, X, A, b0,y 1, qo) Moore-automata, hogy A\ = .

Bizonyitds: Most az atmenetekrol kell az allapotokba tolni a kimenetet, aminél
gondot jelent, hogy egy allapotba vive dtmenetekhez tébbféle kimenet is tar-
tozhat. Ezért az allapotokat megsokszorozzuk, minden M.-beli ¢ allapotbdl
|A| példényt csindlunk, minden lehetséges kimenethez egyet. Tehdt legyen
Qo = Qe x A. A g, kezdbéllapot egy tetszilegesen vélasztott példénya (ge,b)
lesz a kezd6 allapot (b € A).

Egy (q,¢) € Qe x A allapothoz tartozé kimenet legyen p(q,c) = c.

A Moore-automata dtmeneti fliggvénye 6,((q,c),a) = (d.(q, a), A(q, a)).

Annak megmutatdsdhoz, hogy ez igy jo, tekintsiink megint egy tetszéleges
w = ajaz---a, € X* sz0t, és legyen ezen a bemeneten a Mealy-automata
allapotsorozata qe,71,...,7,. Ekkor A(w) = A(ge,a1)\(r1,a2) - AM(rn_1,an)-
A Moore-automata a g, = (ge, b) kezddédllapotbdl eldszor a

(50(((]67[)),0,1) = (66((]67@1)7 A(Qe;al)) = (7’1,/\((]67(11))



allapotba 1ép és itt az dllapot mdsodik részét, tehdt a A(ge, a1) karaktert irja ki.
A kovetkezé 1épése a

3o((r1, M(ge, a1)), a2) = (3e(r1, a2), A(11, a2)) = (r2, A(r1, az))

és ekkor a \(r1, as) karaktert frja ki, stb. Lathaté, hogy a kimenet fi(w) = A(w)
teljesiilni fog. B

Az {ires széra pedig a kimeneti fliggvények definicidja szerint fi(e) = A(e) =
€. O

4. Feladat. Készitsik el az[1] feladatban megadott Moore-automatdbdl a meg-
felelé Mealy-automatadt!

Megoldas: A konstrukcid szerint az automata ugyanaz lesz, csak a kimenetek
keriilnek rd az dtmenetekre. Ha ezt megvaldsitjuk, épp a3 feladatra elséként
kapott Mealy-automatat kapjuk. O

5. Feladat. Készitsik el a3 feladat mdsodik megolddsdban megadott 1 dllapoti
Mealy-automatdbdl a megfelelé Moore-automatdt!

Megoldéas: A konstrukeié szerint az 4j automatdnak |Q| - |A] = 2 éllapota
lesz, egy a 0, egy az 1 kimenethez.

0

@Q

1

O

2. Kovetkezmény. Egy L nyelvhez akkor és csak akkor van olyan Moore-
automata, melyre G(X*) = L, ha van Mealy-automata, melyre A(X*) = L.

3. Kovetkezmény. Adott Ly és Loy nyelvekhez akkor és csak akkor van olyan
Moore-automata, melyre i(L1) = Lo, ha van Mealy-automata, melyre A\(L1) =
L.

3. Tétel. Ha az L C A* nyelv eléall, mint egy Moore- vagy Mealy-automata
értékkészlete, akkor L egy requldris nyelv.

Bizonyitds: Legyen M = (Q, %, A, 6, A, qo) egy Mealy-automata, melyre \(3X*) =
L. Cseréljiik le a ¢ dtmeneti fliggvényt A\-ra és tekintsiik az M’ = (Q, A, X, qo, Q)
véges automatat.

Vegyiik észre, hogy M’ elfogadja az lires szot, ami azért helyes, mert a
Mealy-automata definicidja szerint € = \(e) € L.



Ha M egy w € ¥* szén a qg, 71,72, ...,y dllapotokon ment végig, mikézben
a w € A* sz6t irta ki, akkor az j M’ automata a w’ szén ugyanezeken az
allapotokon megy végig, és mivel M’-ben minden &llapot elfogadd, el is fogadja
a w' sz6t. Igazdbdl M’ pontosan azokat a szavakat fogadja el, amelyeken a
szamitasa nem akad el, ezek viszont épp azok, amik el6allnak az M automata
kimeneteként. (]

2. Fordit6o automatak

A Moore- és Mealy-automatak, mint lattuk, csak olyan f : 3* — A* fiiggvényeket
képesek eléallitani, amelyek n hosszi szavakat n hosszu szavakba képeznek. Ha
azt akarjuk, hogy legyen lehetOség a hossz megvaltoztatdsara is, akkor meg kell
engedni, hogy egy olvasott karakterhez ne csak egy kimeneti karakter tartoz-
hasson.

Azt is célszerli megengedni, hogy egy szénak tobb forditasa legyen, ahogy ez
a természetes nyelveknél is van. Ehhez mar nemdeterminisztikus automatakra
lesz sziikség.

A forditds altaldnos értelemben nem egy fiiggvény, hanem egy relacio, a
¥* x A* egy F részhalmaza. Egy x € ¥* széhoz akédr tobb y € A* is tartozhat,
amire (x,y) € F. Tekinthetjiik tigy, hogy az F' reldci6 egy szétdr, ami megadja
az x sz6 lehetséges forditasait.

Ez megfelel annak, hogy egy nemdetermnisztikus szamitasndl tobb szamitasi
ag is lehet, amik akar kiilonb6z6 kimenetet is produkédlhatnak.

2

5. Definicié. Legyen 3 és A két abécé. Altalanos értelemben az F forditas egy
F CY¥* x A* reldcid.

Egy x € ¥* sz6 forditdsai F(x) = {y € A* : (x,y) € F} azok az y € A* szavak,
melyekre (z,y) € F. Az is el6fordulhat, hogy egy x szénak nincs forditasa,
F(z)=0.
Egy L C X* nyelv forditisa az F(L) = {y € A*: Jz € L, (x,y) € F} C A*
nyelv.
2.1. Véges fordito
Egy M véges fordité hasonlé a Mealy-automatahoz, de fontosak a kiilonbségek:
e a véges automata nem kell, hogy teljes legyen,
e a véges automata lehet nemdeterminisztikus, tartalmazhat e-mozgasokat,

e cgy lépésben tetszbleges (akdr 0 darab) karaktert ir ki.

Mivel egy lépésben a kimenet az atmenettdl fligeg, ezt most beépitjik az
atmeneti fliggvénybe. (Ezt a Mealy-automatandl is megtehettiik volna, de ott
egyszeriibb volt kiilon kezelni.)



6. Definicié. Az M véges fordité egy nemdeterminisztikus véges automata,
melynek dtmeneti fliggvénye 6(q,a) C QX A*, ahol g € Q egy dllapot, a € XU{e}
a bemenetrdl olvasott karakter. Ha (r,«) € §(q,a), akkor egy lehetséges lépése
az automatdnak az, hogy r dllapotba keril és a kimenetre az o € A* karakter-
sorozatot irja ki.

Egy x bemeneten egy szamitds kimenetét a lépésenkénti kimenetek Osszeflizése
adja, feltéve, hogy az automata nem akad el a szamitds kdzben. Amennyiben x
feldolgozédsa kozben a szamitas elakad, akkor a forditds nincs értelmezve.

Az M-hez tartozé forditast Fy C X* x A* jeloli.

Egy x szo forditdsa a lehetséges kimenetek az z-en létrejové kimenetek
Fy(x) halmaza. Fp(e) = {y: (z,y) € F}U {e}.

3. Tény. Egy M véges forditéndl egy x sz6 Fyr(x) forditdsai kozott lehet hosszabb
és lehet rovidebb is mint x. Példdul, ha minden (r,a) € 6(q,a) dtmenetben
|| > 1,akkor minden nem iires sz6 hossza ndni fog a forditdskor. Mdsrészt
mivel o = € is lehetséges, ezért a forditaskor révidilhetnek is a szavak.

6. Feladat. Tekintsik az alabbi véges forditot. Az egyes dtmenetek cimkéje, a
Mealy-automatdhoz hasonldan, a bemenet/kimenet pdrt adja meg.

a/1 a/0
{
G —

b/0 b/1

(a) Mi lesz egy wyws - - - wy, 826 w; € {a,b} forditdsa?
(b) Mi Fpf(L), ha L = {a,b}* 2

(¢c) Mi Fa(L), ha L = {a"b* :n,k >0} ?

(d) Mi Fpp(L), ha L ={a"b™ :n >0} ?

Megoldas: (a) Ez a fordité ugy viselkedik, hogy minden méasodik karakternél
ir ki egy karaktert, ami O, ha wq;_1 = way;, és 1, ha wo;_1 # wo;. A kimenet
hossza |n/2].

(b) Tetszbleges w1xo - -+ xp 0-1 sorozathoz vegyiik azt a szét, melyben
agi—1 = a és ag; a vagy b, attdl fiiggéen, hogy x; nulla vagy egy (1 <i < k). Ez
a par a forditdsnak egy eleme, ezért Fy (L) = {0,1}"

(c) Ezekben a szavakban legfeljebb egy olyan péar van, ahol a két betili
nem egyezik meg, ezért Fys(L) azokbdl a {0, 1}"-beli szavakbdl 4ll, melyekben
legfeljebb egy darab 1 van. (Miért kaphatunk meg minden ilyen sz6t?)

(d) Ha n péros, akkor a forditds eredménye 0". Pdratlan n esetén kapunk
egy egyest, elétte és utdna ugyanannyi ((n — 1)/2 darab) nulldval, a nyelv tehat
Far(L) = {0% : k paros } U {0F10* : k > 0}. O



4. Tény. Minden véges fordité dtalakithatd olyannd, amelyik egy lépésben vagy
csak ir, vagy csak olvas. Ehhez annyit kell tenni. hogy minden (r,«) € §(q,a)
dtmenetet dtmenetek egy sorozatdval oldunk meg: eldszor csak olvasunk, utdna
minden lépésben egy-egy karaktert irunk ki. Azaz ha o = bgba---by, akkor
felvesziink k 1j dllapotot, legyenek ezek tqi,ta, ..., tk, €s az aldbbi dtmeneteket:
(tl,E) S 5(q,a), (tz,bl) = 5(t1,€), (t37b2) = (5(t2,€), ey (tk,bkfl) = 5(?5]@,1,5),
(r,br) = 6(tg, €).

Ahhoz, hogy a forditds ne vdltozzon, azt is fel kell tenni, hogy az ujonnan
bevezetett dllapotokban nem dllhat meg a szamitds. Ez arra hasonlit, mintha az
eredeti dllapotok elfogado dllapotok lennének, az ujak nem, és csak azt tekintjik
érvényes forditdsnak, ami elfogado allapotban ér véget.

4. Tétel. Legyen L C X* egy reguldris nyelv és My egy véges fordite. Ekkor az
Fpr, (L) € A* nyelv is reguldris.

Bizonyitds vdzlat: Mivel L reguldris, van hozza determinisztikus teljes véges
automata, legyen M = (Q, X, d, qo, F'), melyre L(M) = L.

Legyen My = (R,X,A,d0f,75) a véges fordit6, amelyrdl az egyszerliség
kedvéért feltehetjiik, hogy az el6z6 megjegyzés értelmében minden lépésben vagy
csak ir vagy csak olvas.

Ezekbdl kell egy M’ véges automatat késziteni az fis, (L) nyelvhez.

Az otlet, hogy a fordité olvasé 1épéseit az M 1épéseivel hangoljuk Gssze, a
tényleges 1épések a fordito kiird 1épéseibdl szarmaznak.

Ehhez legyen M’ allapotainak halmaza @ x R, a kezdéallapot (qo,rs). Az
M’ &tmeneti fiiggvényét jelolje 6’. Ezt {gy adhatjuk meg: Egy (¢,7) € Q@ X R
allapotbdl, ha

My olvasna: §(g,a) = ¢ és (r',e) € §7(r,a), akkor legyen az 4j allapot (¢, ")
My irna: (r,b) € 67(r, ), akkor legyen az 4j allapot (g,7’).

Ha elfogadé édllapot lesz minden olyan (g,r) par, ahol ¢ € F' és az r az eredeti
forditénak is allapota, nem a forditénak a kordbban vazolt dtalakitiasakor az
olvasds—iras szétvélasztdsakor hoztuk létre, akkor az M’ valéban a kivént nyelvet
fogadja el, azaz azokat a szavakat, amik el6allnak forditasként.

O

3. Megjegyzés. A konstrukcid egy nemdeterminisztikus, e-atmenetes véges au-
tomatdt ad. Ebbdl azutdn a szokott modon kikiiszobolhetjik az e-mozgdsokat, és
determinizdlhatjuk is az automatdt.

7. Feladat. Alljon az L C {a,b}* azokbdl a szavakbdl, melyekben az a és a b
betiik szdma is pdros. A fordité pedig legyen az, ami a[f feladatban szerepelt. A
bizonyitds alapjdn konstrudljuk meg a véges automatdt a forditds eredményeként
adddo nyelvhez.

Megoldas: Eloszor a forditét atalakitjuk, hogy ne legyen egy lépésben irds
és olvasds is. Az adott automata esetében, hogy kevesebb dllapot legyen, az
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djonnan bevezetett, allapotok koziil az ekvivalenseket rogton osszevonjuk. Most
is S a kezdoallapot. Az igy kapott moédositott fordité és egy, az L nyelvhez
tartozd determinisztikus teljes véges automata:

A konstrukcié alapjan az 1j automatanak legfeljebb 4 -5 = 20 édllapota lehet. A
kezddéllapotot, a két kezddallapotbdl 4116 (00, .S) par alkotja.

Belegondolva, ez valéban jo, hiszen ha a forditds kimenetén megjelenik egy
1, akkor, mivel az L nyelvben a és b betiibdl is paros sok van, kell legyen az
1-nek egy parja is. O

Az el6z6 tételhez hasonlo igaz a CF nyelvekre is.
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5. Tétel. Legyen L C X* eqy kérnyezetfiggetlen nyelv és M eqy véges fordito.
Ekkor az Fp(L) C A* nyelv is kornyezetfiggetlen.

Bizonyitds vazlat: 1tt a bizonyitas egyszeriibb, mint a reguldris nyelveknél, mert
felhasznalhatjuk azt, hogy egy CF nyelvhez van egy allapoti iires veremmel
elfogadd veremautomata. Ezért itt az allapotok a véges fordité allapotainak
felelnek meg.

A konstrukcié annak a masolasa, ahogy CF nyelvtanbdl egy iires veremmel
elfogadd, egyetlen allapotbdl all6 veremautomatat készitiink.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a bemeneti és a kimeneti abécé
diszjunkt, XN A = (.

Az els6 lépésben berakjuk a verembe a CF nyelvtan kezdévéltozdjat. Ez
utan egy lépésben

levezetés: ha egy A valtozd van a verem tetején, akkor ezt helyettesitjiik az
A-hoz tartozé jobb oldalak egyikével.

My olvasna: ha a € ¥ van a verem tetején, ezt kiveszi és a véges fordité
atmenete szerint allapotot valt (a bemenetrdl nem olvas).

My irna: ha b € A betfit irna és ez a bemenet aktudlis karaktere, akkor ezt el-
olvassa, a bemeneten tovabblép, a véges fordité dtmenete szerint dllapotot
valt (a verem nem véltozik).

O

2.2. Veremfordito

A veremfordité alapgondolata hasonlé a véges automatahoz, egy veremauto-
matat latunk el egy kimeneti szalaggal. A kimenetet itt is az atmeneti fiigg-
vényben adjuk meg.

7. Definicié. A veremfordité egy olyan M = (Q, X, T, A, qo, Zy, ), ahol
o () egy véges, nem ures halmaz, az automata allapotainak halmaza.
e X eqy véges, nem tres halmaz, az automata bemeneti dbécéje.

o I' egy véges, nem tres halmaz, a verem abécéje vagyis a lehetséges verem-
szimbolumok halmaza.

o A egy véges, nem dres halmaz. Ez az automata kimeneti abécéje.

qo € Q a kezd§ édllapot.

e Zy €I awverem kezd6 szimbdluma.

d az éllapotdtmeneti fiiggvény, 6(q,a, A) C Q x I'™* x A*, ahol ¢ € Q,
a€XU{e} ésAeT U{e}.
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A veremfordité miikédése egy adott w € X* bemeneten: kezdéskor a ¢o kezd6
allapotban van, a veremben egyetlen szimbélum, a Z taldlhaté. Minden lépésben
az aktualis allapot, a w soron kovetkezo karaktere és a veremben levo legfelsé
szimbd6lum alapjan véltozik az allapot, a verem tetejére berakunk egy, a I' ka-
raktereib6l 4116 véges hosszu sorozatot és a kimeneten megjelenik egy, a A ka-
raktereibdl allé véges hosszi sorozat. Pontosabban, ha az i-edik 1épés elott
r;—1 allapotban van az automata, akkor a bemeneti w szébdl 0 vagy 1 ka-
raktert (a; € X U {e}) olvas, a verem tetejérdl levesz 0 vagy 1 szimbdlumot
(Ai—l e 'y {E}) Az (Tz‘,ti,,@i) S 5(7’1'_1,(11‘,142'_1) atmenetnél az automa-
ta az r; allapotba kerill, a verem tetejére ( A;_; helyére) keril a t; € I'*
szimbdlumsorozat, és §; € A* keriil a kimeneti szalagra. Kezdéskor ro = qq,
A() = Z() vagy Ao = £.

A forditas akkor érhet véget, ha az automata a bemenetet végigolvasta.

Egy szamitds kimenetét ugyanigy definidljuk, mint a véges forditéndl, A
kimenet az iires szora €, nem iires szavakndl a szamitds egyes lépései sordan
keletkezett kimenetek Osszeflizve, feltéve, hogy a forditas véget ért. Egyébként
a forditas nem definialt.

A veremforditot is megadhatjuk graffal, de most az atmenetet jelenté nyilon
nem csak a bemeneti karaktert és a verem valtozasat, hanem a kimenetet is fel
kell tiintetni.

3. Példa. Tekintsiik az aldbbi veremforditot!

0;e—a;a g;a—e;b

1l;a—¢€;b €, Zy — Lo €
—( A »( B >

It ¥ = {0,1}, T' = {Zy,a,b}, A = {a,b}. A fordité az A dllapotban marad,
amig 0-kat olvas, és ilyenkor mindegyikre berak egy a betit a verembe, tovdbbd
a kimenetre is ir egy a betit. Egy 1 karaktert ldtva dtkeril a B dllapotba,
ahonnan kezdve tobbet mdr nem olvas a bemenetrél, a verembdl egyenként kiszedi
a berakott a karaktereket, mindegyiknél egy-egy b karaktert ir a kimenetre. Ha
a verem kitirilt, akkor a C dllapotba Iép, ahol a forditds véget ér. Ez a forditds
csak a O™ és a O™1 alaku szavakon ér véget, kilonben elakad, tehdt csak az ilyen
alakid szavaknak van forditdsa, Fpr(0™) = @™ han > 0, Fj(0"1) = a™b", ha
n>1.

1. Allitas. Egy veremfordito reqularis nyelvbdl készithet nem requldris nyelvet.

Bizonyitds: Az eléz6 példdban szereplé veremfordité a 0™1 szt az a™b" széra
forditja, tehdt az L = {0™1 : n > 1} reguldris nyelv forditdsa az Fy (L) =
{a"v" : n > 1} nem reguldris nyelv. O

4. Megjegyzés. Az is igaz, hogy egy veremforditondl eqy kérnyezetfiiggetlen
L nyelv Fa(L) forditdsa lehet nem kornyezetfiiggetlen. Példdul az eléz8 példa
mddositdsdval lehet ilyet csindlni. (Hogyan?)
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2.3. Forditas nyelvtannal

Egy forditdst nem csak automataval, de nyelvtannal is le lehet frni. Erre itt
két lehet6séget mutatunk, melyek szoros kapcsolatban vannak az automataval
torténé forditdssal.

Az els6é médszer az eredeti sz6 és forditasanak egyfajta ,,parhuzamos” ge-
neralasat teszi lehet6vé.

8. Definicié. Egy egyszeri szintakszis-vezérelt forditdsi séma egy G = (V, X, A, S, P)
helyettesitési szabdlyrendszer, amiben V a wvdltozék halmaza, ¥, A két (nem
feltétlendl kiilonbozd) dbécé, S a kezdduvdltozo, P a szabdlyok halmaza. Minden
szabdly bal oldala egy vdltozd, a jobb oldala két részbél dll, azaz A — aq,as
alaki, ahol

e «y-ben a vdltozékon kivil a 3 dabécé elemei, as-ben a A elemei fordulhat-
nak elé.

e «q-ben és as-ben ugyanazok a vdltozok szerepelnek, a sorrendjik is azonos.
azaz

A — :C()Al cee :Ek_lAkJTk, y0A1 cee yk—lAkyk x; € E*,yi € A*

5. Megjegyzés. Ha minden szabdly jobb oldaldbdl csak az elsé részt tekintjik
(A — aq), akkor lényegében egy CF nyelvtant kapunk. Ugyanez igaz akkor is,
ha minden szabdly jobb oldaldbdl csak a mdsodik részt (A — ag) tekintjik.

Egy ilyen rendszernél az els6 szabaly bal oldalan lev6 kezd6valtozéval indul
egy levezetés. Minden lépésben kivélasztunk egy A; valtozét, egy ahhoz tartozé
A; — «aip,as szabalyt. A jobb oldal els6 részében az A; valtozot ai-gyel, a
masodik részben pedig aso-vel helyettesitjiik.

A levezetésnek akkor van vége, amikor a karaktersorozatbél elfogytak a
valtozok. Ekkor egy szépart kapunk, ez az F forditds egy eleme. (A két részben
egyszerre fogynak el a valtozok. Miért?)

Az ilyen médon egyiitt levezetett szoparok halmaza alkotja a G-hez tartozo
Fg C X* x A* forditéast.

6. Megjegyzés. Az dltalanosabb, szintaxis-vezérelt forditdsi sémdkban a két
részben szerepld wvdltozok ugyan megfelelnek egymdsnak, de a sorrendjik lehet
kiilonbozd is, azaz pl. A — aAB;aBA is lehet érvényes szabdly. De igy a séma
mdr nem egyszeri.

4. Példa. Ez a séma a szokdsos és a lengyel posztfix jelolést aritmetikai for-
mulak levezetését teszi lehetdvé.

E—E+T, ET+|T, T T—T«F, TFx|F, F F— (E), E|a, a
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Ladssunk példat eqy levezetésre! Minden lépésben az elsd wvdltozot helyettesityiik
ugyanaz a szabdly alapjdn mindkét részben (tehdt ez egy bal levezetés).

E=E+T, ET+=T+T, TT+ = F+T, FT+ = (E)+T, ET+
= (E+T)+T, ET+T+= (T+T)+T, TT + T+
= (F+T)+T, FT+T+ = (a+T)+T, al + T+
=@+ F)+T, aF +T+ = (a+a)+ T, aa+ T+
= (a+a)+ F, aa+ F+=(a+a)+a, aa+at

Vagy példaul a levezetés soran alkalmazott szabalyok sorozatat is le lehet igy
gyartani. Ehhez a kovetkez6 szintakszis-vezérelt forditasi séma hasznalhato:

5. Példa.
E—FE+T, 1ET|T, 2T T—Tx«F, 3TF|F, 4F F — (E), 5E |a, 6
Az elézének megfeleld levezetés

E=E+T, IET = T+T, 12TT = F + T, 124FT = (E) + T, 1245ET
= (E+T)+T, 12451ETT = (T + T) + T, 124512TTT
= (F+T)+T, 1245124FTT = (a+T) + T, 12451246TT
= (a+ F)+ T, 124512464FT = (a + a) + T, 12451246467
= (a+a) + F, 12451246464F = (a + a) +a, 124512464646

Az elsd részben megkaptuk a szot, a mdasodikban pedig az alkalmazott szabdlyok
sorszdmait, az alkalmazds sorrendjében.

6. Tétel. Ha Fg C X* x A* a G egyszert szintakszis-vezérelt forditdsi séma
daltal generdlt forditds, akkor van olyan M veremfordito, amire Fg = F)y.

Bizonyitds: A bizonyitds ahhoz hasonlit, ahogy egy CF nyelvtanbdl {ires verem-
mel elfogadé veremautomatat készitettiink.

El8szor tegyiik fel, hogy a bemeneti és a kimeneti 4bécé diszjunkt, NA = (.
A veremforditénak egy édllapota (q) lesz, bemeneti dbécéje X, a kimeneti A, a
veremabécé legyen I' = X U A. Az dtmeneti szabdlyok

e (q,¢,20) = {(q,5%0,¢).

e Minden A véltozéhoz 6(q, e, A) = {(q, voyoAr1z1y1 42 - - - Apxryr,€) : A —
oAy - Apr, YoAr - Apyr egy szabdly }.

e Minden a € ¥ karakterhez 6(q, a,a) = {(¢,¢,¢)}.
e Minden b € A karakterhez §(q,e,b) = {(q,¢,b)}.

Az els6 szabéllyal berakjuk a kezd6véltozot a verembe. A maéasodik segitségével
szimulaljuk a levezetést a veremben. Amikor egy valtozé van a verem tetején,
akkor egy hozza tartoz6 szabdly két jobb oldalat a fentiek szerint Gsszefésiilve
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rakjuk a verembe. Ha egy Y-beli karakter van a verem tetején, akkor ez egy
szabdly elsé részéhez, azaz a bemenethez tartozik. Amennyiben ez a karakter
kovetkezik a bemeneten is, akkor eddig a sémaéval az elsé részben generalt szo
megfelel a bemenetnek, a bemeneten tovdbb 1épiink. Ha pedig egy A-beli elem
van a verem tetején, akkor ez egy szabaly masodik részéhez tartozik, kifrjuk
kimenetre. Ha ezzel az eljarassal eljutunk a bemenet végére, akkor az els6
részben a bemeneten levé z szét generdltuk. Kozben kifrjuk a méasodik részben
ezalatt generdlt szot, azaz egy megfelel¢ kimenetet.

A veremfordité szamitdsa elakad, ha egy levezetés elakad, ilyenkor nem kap-
juk meg a bemenet forditasat.

Amennyiben a ¥ és A dbécéknek van kozos eleme, akkor a fenti konstruk-
ciéban nem tudhatjuk, hogy a verem tetején levé karaktert a bemenet vagy a
kimenet részként kell tekinteni. Ilyenkor vegyiink egy 7 : A — A’ kolcsonosen
egyértelmii megfeleltetést egy olyan A’ dbécével, aminek mdr nincs kozos eleme
a Y-val. Ilyenkor ne az y;-k karaktereit, hanem azok 7-nél vett képeit tegyiik
a verembe, a kifrdskor pedig ne ezeket, hanem az eredeti A-beli karaktereket
irjuk ki. O
7. Tétel. Minden M veremforditéhoz van olyan G egyszeri szintakszis-vezérelt
forditdsi séma, mely dltal generdlt pdarok halmazdra Fg = F)y teljestil.

A tétel bizonyitasa nem tul egyszeri, annak egy variansa, ahogy veremauto-
matahoz CF nyelvtant lehet késziteni.

2.4. Forditas jellemzs6 nyelvtana

Most a forditéknak egy masik nyelvtanos leirdsa kovetkezik. Ehhez kell egy kis
el6késziilet. Itt nem egyszerre generdljuk a szopar két tagjat, hanem mindkettét
egy kozos sz0bdl szarmaztatjuk.

Legyen I', ¥, A harom, nem feltétleniil kiilonb6z6 dbécé, L C I'* egy nyelv.

Tetszbleges hy : I' — L U {e} és he : I' = AU {e} fliggvényekkel is de-
finidlhatunk egy forditast, ha el6bb természetes médon kiterjesztjiik ezeket a
fiiggvényeket a szavakra. Legyen h;(e) = € és egy n > 0 karakterbdl 4116 széra
hi(ayag - - ay) = hi(ar)hi(az) -+ - hi(ay). Igy minden x € T* sz6bdl tudunk egy
hi(xz) € ¥* és egy ho(x) € A* sz6t kapni. Ezeket is tekinthetjiik ugy, hogy az
egyik a masik forditésa.

9. Definicié. Az F C ¥* x A* forditisnak o« G = (V,I', S, P) nyelvtan egy
jellemzé nyelvtana, ha van olyan hy : T' — L U {e} és ho : T' = AU {e}
fiiggvény, amire F = {(h1(x), ha(z)) : © € T*}.

6. Példa. Az S — aS | bS | a | b nyelvtanhoz legyen hq(a) = 0, hi(b) = 1 és
hg(a) = 1, hz(b) = 0.

A nyelvtanbdl {a, b}* minden eleme levezethetd. Egy tetszbleges széban hy az
a-kat 0-val, a b-ket 1-gyel helyettesiti, a ho meg épp forditva mitkédik. Tehdt az
ehhez tartozd forditds F = {(w,w) : w-ben ott van 0, ahol w-ben 1, és forditva }.
Mivel itt a szavaknak nincs tobb forditdsa, haszndlhatjuk az f(w) = W jelolést
is.
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Belathaté a kovetkez6 kapcsolat az automataval torténd forditdssal.

8. Tétel. Az F forditashoz akkor és csak akkor van
(a) véges forditd, ha van az F-et jellemzd requldris nyelvtan.
(b) veremforditd, ha van az F-et jellemzd kérnyezetfiggetlen nyelvtan.

Erdemes megjegyezni, hogy ezek a tételek a nemdeterminisztikus automatara
éptilo forditokra igaz, a determinisztikus forditdk a forditasoknak egy sziikebb
részhalmazat tudjak eldallitani.

7. Megjegyzés. A killonbséget mutatjdk a kovetkezd (tobbnyire nem tilsdgosan
nehéz) tulajdonsdgok is:

A véges forditisok zdrtak az unidra, de nem zdrtak a metszetre, komplemen-
terre, mig a determinisztikus véges forditok az unidra sem zdrtak.
Ugyanez igaz a veremforditdsokra is.

Az, hogy egy x szénak az y egy forditdsa-e, mind a négy tipusndl (de-
terminisztikus/nemdeterminisztikus véges fordité/veremfordit) algoritmikusan
eldonthetd.

De pl. az, hogy adott L1 C ¥*, Ly C A* nyelvekre Fj;(L1) C Lo teljesiil-
e a (determinisztikus) véges forditékra algoritmikusan eldonthetd, de verem-
forditékra nem.

Az pedig, hogy két forditas értékkészlete ugyanaz-e, determinisztikus forditéra
(véges vagy verem-) eldonthetd, de nemdeterminisztikusokra nem.

3. Turing-gép

A kimenettel rendelkez6 Turing-gépekrél a tudnivalék a NyAu jegyzet Szamolds
Turing-gépek fejezetében megtalalhatdk.
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