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1. fejezet

Alapfogalmak, jelolések

1.1. Definicié Egy tetszileges nem tres, véges halmazt dbécének hivunk. Jeldlése: 3.

Y. jelolheti példaul a magyar vagy az angol abécé betiliinek halmazat, a szamjegyeket
vagy egyéb véges halmazt. Ebben a jegyzetben legtobbszor a 3 = { 0,1 } halmazt fogjuk
hasznalni.

1.2. Definicié A > dbécé elemeit betliiknek vagy karaktereknek hivjuk. Egy sz6 a X
elemeibdl képzett tetszbleges véges hosszu sorozat. Az y sz hosszat |y| jeldli.
A X dbécébol képezhetd dsszes szo halmazdanak jelolése S*.

A nulla hosszu sorozat is sz6, ennek jelolése . (Szoktak rd a A jelolést is hasznélni.)
Igy ¢ € ¥* minden abécére teljesiil, és 3 = { 0,1 } esetén példaul 0 € ¥*, 01100000 €
PO
Minden n > 0 egész szamra X" jeloli a X elemeibdl képezhetd n hosszi sorozatok
halmazat:
Yr={ye¥ |yl =n}

A definici6 szerint minden &bécé esetén X0 = {e} és példaul ha X = {0,1}, akkor

01100000 € X8,
Természetesen X" C X*. Ezzel a jeloléssel a 3 feletti Osszes szd halmaza

o=z
n=0
1.3. Definicié A ¥ dbécé feletti nyelvnek hivjuk a Y elemeibdl képezhetd szavak eqy

tetszbleges (nem feltétleniil véges) részhalmazdt, azaz L C ¥F

Példaul az iires halmaz L = (), illetve az iires sz6bdl all6 L = { ¢ } halmaz minden ¥
esetén nyelv és maga L = X* is egy nyelv.



Ha a € ¥, akkor a két sz6bdl all6 {a, aaa} halmaz egy nyelv. A csak a betlikbdl 4116
Osszes sz0 egy olyan L C YX* nyelvet alkot, melynek végtelen sok eleme van.

Az igy definialt nyelvfogalmat szoktak formalis nyelvnek is hivni, igy megkiilonboz-
tetve a természetes nyelvektél (pl, magyar, angol).

A szavak ¥* halmazén egy természetes miivelet az alabbi:

1.4. Definicié Két tetszbleges 526 x = ajay...a, € X" C L ésy = biby...b, € XF C
¥* Osszeflizésén vagy konkatendcibéjdn az ajas ... a,bibs ... by € X C B* szt értjiik.

Példaul ¥ = {a,b} esetén, legyen = ab és y = bbb. Ekkor zy = abbbb és xxx =
ababab.

A szokésos halmazmiiveletek (unié, metszet, komplementer) mellett a nyelveken is
értelmezni lehet a konkatenaciot:

1.5. Definicié Az Ly, Ly C ¥* nyelvek konkatendcidjin (dsszefiizésén) azt a nyelvet
értyik, melynek szavai eqy Li-beli €s eqy Lo-beli sz20 0sszeflizésébdl dllnak, jeldlése LyiLo:

LiLy={w X" :w=uxy aholz € Ly ésy € Ly}

Példaul ¥ = {a,b } esetén legyen L az a-val kezd6dé szavakbdl allé nyelv, Lo pedig
a b-re végzodokbdl allo. Ekkor Ly Ly az a-val kezd6do és b-re végzddo szavakbdl all, mig
Lo Ly az olyan szavakbdl all, melyekben elofordul a ba részszo.

Minden abécé felett teljesiil, hogy

e ha y = ¢, akkor zy = yxr = x tetszlleges = szodra;
e ha Ly, = {e}, akkor LyLy = LyLy = Ly;
e ha Ly, =%"ése € Ly, akkor L1Lo = Lol = X%,
e ha L, =0, akkor L1Ly = LoL; = 0.

1.6. Definicié Az L C ¥* nyelv tranzitiv lezartja az

L*={w e X :w=uz125... 25 valamely k > 0 szdmra, ahol x1,xs, ...,z € L}

Maésként ez tigy is leithaté, hogy ha L? = LL, L? = L?L, altaldban L¥ = L*~1L, valamint
L' =1L és L° = {e}, akkor
L =Jr*
k=0

Vegyiik észre, hogy minden L nyelvre ¢ € L* és L C L*.



1.7. Példa Legyen ¥ = {a,b}.
e Ha L ={e}, akkor L* = L = {c}.
e Ha L =1, akkor L* = {}.
e Ha L =%*, akkor L* =L =X~

Ha L a pdros sok a betit tartalmazo szavakbol all, akkor L* = L.

Ha L a paratlan sok a betiit tartalmazo szavakbol dll, akkor L* £-bol és azokbdl a
nemiires szavakbdl dll, melyekben van a betd, formdlisan L* = (3% \ {b}*) U {e}.

Az sszeflizés miivelet az adott abécé feletti szavakon és nyelveken is asszociativ, és
ha az abécé legalabb két betiibdl all, akkor nem kommutativ. Ezt gy is fogalmazhatjuk,
hogy a szavak halmaza, illetve a nyelvek halmaza ezzel a mivelettel egységelemes fél-
csoportot alkot (egységelem az ¢ illetve az {} nyelv). Ez lehet6séget ad a tovabbiakban
targyalt fogalmak algebrai vizsgdlatara, de itt most nem ezt az iranyt kovetjiik, hanem
els6sorban algoritmikus bonyolultsdgi szempontokra koncentralunk. Péld4ul tekintsiik a
kovetkezd feladatot:

1.8. Példa Egy szo betiiit eqymads utdn kapjuk és azt akarjuk, hogy a szo végére érve el
tudjuk donteni, a kapott szo beletartozik-e eqy megadott nyelvbe. Kérdés, mekkora me-
mdridra van ehhez szikségink, azaz milyen (és mennyi) informdciot kell eltarolni a mdr
latott betikrdl (a szdt csak egyszer olvashatjuk).

e X ={0,1} és Ly = nulldval kezdddé szavak

o X ={0,1} és Ly = nulldra végz6dd szavak

e > ={0,1} és Ly = azok a szavak, amelyekben az utolso elbtti karakter nulla
e X ={0,1} és Ly = pdros sok egyest tartalmazd szavak

o X ={(,)} és Ly = a helyes zdrdjelezések

Megoldas:

L és Ly esetén is elegendd 1 bit, mert csak az elso, illetve az utolsé olvasott karaktert
kell nyilvantartani.

L3 esetén két bit elegend6: az utolséd és az utolso elotti karakterre van sziikségiink.

L, esetén ismét elég egyetlen bit, amellyel azt tartjuk nyilvan, hogy eddig péaros vagy
paratlan sok nullat olvastunk.

L5 esetén figyelniink kell a zardjelezés mélységét. Egyrészt minden kinyitott zardjelet
be kell zarnunk, masrészt a zardjelezés mélysége nem mehet nulla alé, azaz soha nem lehet



tobb csukd zardjel, mint nyito. Itt tehat a par nélkiili nyité zardjelek szdamat elegendd
eltarolni, ehhez pedig egy n karakterbdl &ll6 szé esetén |log(n + 1)] bit elegendd. 0

Az utolsé példa eliit a tobbitél abban, hogy itt, legalabb is ebben a megoldasban,
logaritmikus sok bitet hasznalunk a megel6z6 példédk konstans bitjéhez képest. Késobb

latni fogjuk, hogy nem a megolddsunk iigyetlen, hanem itt valéban nem elég a konstans
bit.



2. fejezet

Véges automatak

Az egyik legegyszertibb szamitasi modell a véges automata. A véges automatak tobb
mindenre hasznalhaték, mi most azzal a véltozattal foglalkozunk, ami egy nyelv felis-
merésére szolgél (az automatanak nincs kiilon kimenete). Ez a tipus is tobbféle médon
definialhaté, a kezdeti definici6é utan latni fogunk néhany tovabbi valtozatot, meg fogjuk
mutatni, hogy szamitasi erejiik ezeknek is ugyanaz, mint az els6é véltozatnak.

2.1. Véges automatak

2.1. Definicié A véges automata eqgy M = (Q, %, 0, qo, F') dtdssel irhatd le, ahol:
e () eqy véges, nem ftires halmaz. Ez az automata dllapotainak halmaza.

o X eqy véges, nem tres halmaz. Ez az automata dbécéje.

0:Q XX — Q, az automata dllapotdtmeneti fiigguénye.

qo € Q a kezdoallapot.

F C Q az elfogado dllapotok halmaza.

A véges automata miikodése a kovetkezoképpen irhato le egy adott w = aqas ... a, €
>* szoén:
2.2. Definicié Az rg,ry,...,r,(r; € Q) dllapotsorozat az ajas . . . a, széhoz tartozd sza-

mitas, ha ro = qo és r; = 6(r;_1,a;), minden i = 1...n esetén.

Az automatat tehat az ro = qq allapotbdl inditjuk, és minden olvasott karakternél az
atmeneti fiiggvény szerint meghatarozzuk a kovetkezd allapotot. Az lesz szamunkra az
érdekes, hogy a szamitas melyik allapotban ér véget. Pontosabban:



2.3. Definicié Azt mondjuk, hogy az M véges automata elfogadja az n hosszi w € ¥*
szot, ha a w-hez tartozo szamitas végén az utolso r, dllapotra r, € F' teljesiil.
Egyébként M nem fogadja el vagy elutasitja a w € ¥* szot.

2.4. Definicié Az M véges automata dltal elfogadott nyelv azoknak a szavaknak a hal-
maza, amelyeket M elfogad. Jele: L(M).
A definiciébdl kovetkezik, hogy L(M) C ¥*.

2.5. Feladat Legyen ¥ = {0,1}. Adjunk meg egy olyan véges automatdt, amely a nul-
ldra végz0dd szavakbol dllo nyelvet fogadja el!

Megoldas: Adott, hogy ¥ = {0,1}. Legyen Q = {A, B}, a kezdéallapot A, az
elfogadé allapotok halmaza F' = { B}, az automata M = (Q, %, 0, A, F), ahol az éllapot-
atmeneti fiiggvény a kovetkezo:

5(A,0) =B
5(A,1) = A
§(B,0) = B
5(B,1) = A

Vegyiik észre, hogy ez a ¢ fiiggvény olyan, hogy mindegy, hogy melyik allapotban volt
el6zoleg: ha 0 karaktert olvas az automata, akkor B allapotba, mig ha 1 karaktert olvas,
akkor A allapotba keriil. Mivel B az egyetlen elfogadé allapot, ez az automata pontosan
azokat a szavakat fogadja el, amelyek a 0 karakterre végzddnek. 0

Sokszor attekinthetobb, ha az allapotatmeneti fiiggvényt tablazattal adjuk meg. A
fenti esetben ez igy néz ki:

0 1
AB A
BB A

Az automatat iranyitott graffal is abrazolhatjuk. A graf cstcsai az allapotoknak felel-
nek meg, az atmeneti fiiggvényt az élek segitségével adjuk meg. A §(q,a) = ¢’ &tmenetnek
egy, a q allapotnak megfelel6 csiicsbdl a ¢ allapotnak megfelels csticsba mend irdnyitott
él felel meg, amihez az a cimke tartozik. A kezddallapotot egy bemend nyil jeloli, az
elfogadd allapotokat dupla kor jelzi.

Az el6z6 automata ebben a formaban:

0
- :

1
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2.6. Feladat Adjunk meg egy véges automatdt, amely a pdros sok nulla és pdratlan sok
egyest tartalmazd szavakat fogadja el! (3 = {0,1}.

Megoldas: Az automata az alabbi:

Konnyt latni, hogy az automata akkor keriil a 00 allapotba, ha paros sok 0 és paros sok
1 karaktert olvasott. A 01 allapot felel meg a paros sok 0 és paratlan 1 karakternek, stb.
O

2.7. Feladat Mely szavakat fogadja el az aldbbi automata? (X ={0,1})

Megoldas: Az egyes allapotok jelentése:
e A: az eddig olvasott karakterek kozott nem volt egyes;

e B:volt mar egyes, a karaktersorozat végén paros szdmu (esetleg nulla darab) nulla
van

e (': volt mér egyes, a karaktersorozat végén paratlan szamu nulla van

Mivel itt most a B az elfogadd allapot, ezért az automata azokat a szavakat fogadja el,
amelyekben van egyes, és a szd végén paros szamu nulla van. O

2.2. Hianyos véges automatak

Sokszor kényelmes lehet, ha az atmeneti fiiggvényt nem kell mindenhol definidlni, a "hi-
bas” atmeneteket elhagyva attekinthetébb lehet a kapott automata. Amikor hangstulyozni
akarjuk, hogy nem hianyos automatarol van szo, akkor a 2.1. definicié szerinti automatat
teljes véges automatdnak hivjuk.

11



2.8. Definicié A hidnyos véges automata esetében a & dllapotdtmeneti fligguény nincs
mindenhol definidlva.

Egy hianyos automata, amennyiben szamitdsa soran egy ¢ allapotban olyan a betiit
olvas, amire (¢, a) helyen a d nincs definidlva, akkor elakad. Egy ilyen szamitas nem lehet
elfogadd, mert az elfogadas feltétele tovabbra is az, hogy a szé végére érve jusson elfogadd
allapotba az automata. Az automata altal elfogadott nyelv most is az elfogadott szavak
Osszessége.

2.9. Példa Az aldbbi hidnyos véges automata azokat a szavakat fogadja el, amelyek a
01 sorozattal kezdédnek (X = {0,1}).

ROKRORNG

2.10. Tétel Minden M hidnyos véges automata kiegészitheté M’ (teljes) véges automa-
tdva gy, hogy az M és az M' dltal elfogadott nyelv ugyanaz legyen.

Bizonyitds. Legyen M = (Q, %, 4, qo, F'). Vegyiink fel az M automatéhoz egy 1j ¢ ¢ Q
allapotot, azaz legyen Q' = QU{ ¢’ }. Minden M-ben hidnyzé dtmenetet kdssiink be ebbe
az 1j ¢' dllapotba, azaz legyen 6'(q,a) = ¢/, ha ¢ € Q és ez az dtmenet nem volt definidlva
M-ben, egyébként legyen ¢’ = §. Legyen tovabba §'(¢',a) = ¢’ minden a € ¥ betiire. A
kezdoallapoton és az elfogadd allapotok halmazan ne valtoztassunk: ¢ = qo és F' = F.
Az igy kapott M' = (Q', %', 0, qo, F') automata egy olyan teljes véges automata amely
éppen az M altal elfogadott L(M) nyelvet fogadja el. (Amikor M szémitasa elakad, akkor
M’ a (nem elfogadd) ¢’ dllapotban csapdaba keriil, onnan nem tud kijénni.) O]

2.11. Feladat Tegyiik teljessé a 2.9. példa automatdjat!

0,1
0 1
NORYORG
\\ 1 !
\\ :O
\%,i\
50,1

12



2.3. Nemdeterminisztikus véges automatak

Nyelvek leirasat sokszor megkénnyiti, ha nem csak elhagyhatunk allapotokat és atmene-
teket, hanem az atmeneteknek nem is kell egyértelmiieknek lenni, ugyanahhoz az allapot
és karakter parhoz tobb kovetkezo dllapot is lehetséges. Ez egy, a bonyolultsagelméletben
szokasos, nemdeterminisztikus szamitasi modellt eredményez. Bar ez az automatatipus
nem ad kozvetleniil algoritmust a nyelv szavainak felismerésére, de idonként sokkal kisebb
automatat, rovidebb lefrast biztosit.

2.12. Definicié A nemdeterminisztikus véges automatat egy olyan M = (Q, %, 0, qo, F)
otos adja meg, amelyben @, ¥, qo és F jelentése ugyanaz, mint a 2.1. definicioban,
azonban a 0 dtmeneti fligguényre ezuttal az teljesiil, hogy

6(¢,a) € @,
ahol g € Q és a € X U {e}.

Vegyiik észre, hogy ez a definicié a hidnyos automatat is magaban foglalja, hiszen
lehet 0(q,a) = 0 is.

Vegyiik észre tovabba azt is, hogy a nemdeterminisztikus véges automata nem csak
arra ad lehet&séget, hogy egy (¢, a) parra tobb atmeneti lehetéség legyen, hanem arra is,
hogy olvasas nélkiil, egy (q,¢) dtmenettel atlépjiink egy ijabb dllapotba.

Megkiilonboztetésiil a 2.1. definicid szerinti automatat determinisztikus véges auto-
matanak is hivjuk. Ezek szerint a 2.1. definicié szerinti automata teljes, determinisztikus
véges automata, ha meg akarjuk kiillonboztetni a hidnyos (2.8.) vagy nemdeterminisztikus
valtozattol.

A nemdeterminisztikus véges automata miikodése a kovetkezoképpen irhatéd le egy
adott w = ajaq...a, € X* szbn:

2.13. Definicié Az rg,ry,... 1 (r; € Q) dllapotsorozat egy, az ayas . ..a, szohoz tar-
tozo szamitas, ha

® 7o = qo,

e amennyiben az automata az a1as . ..a;—1 szot elolvasva jutott r;_y dllapotba, akkor
r;, € 5(7“i_1, E) U 6(’/’2'_1, aj),

e az utolsd r,, dllapotba az egész szo elolvasdsa utdn jut az automata (az utolso ka-
rakter elolvasdsa utdn esetleg még lehetnek e-mozgdsok)

Egy szamitasi 1épés soran tehat vagy a kdvetkezo input karakter beolvasasaval valtunk
allapotot (azaz r; € 0(r;_1, a;)) vagy az input olvasdsa nélkiil, igy nevezett e-dtmenettel
(azaz r; € 0(ri1,€)).

13



Vegyiik észre, hogy az allapotok szdma (amit itt m-mel jeloltiink) nem feltétleniil
egyezik meg az olvasott karakterek szamdval (amit itt n-nel jeloltiink). Ez azért van igy,
mert az automata az input tovabbolvasasa nélkiil is tud allapotot valtani az e-mozgéasok
segitségével.

2.14. Definicié Azt mondjuk, hogy az M nemdeterminisztikus véges automata elfogadja
az n hosszi w € ¥* szot, ha van olyan w-hez tartozo szamitas, aminek végén az utolso
rm Gllapotra r,, € F' teljesiil.

Egyébként M nem fogadja el vagy elutasitja a w € ¥* szot.

Az M Altal elfogadott szavak halmazat itt is L(M) jeloli. Természetesen L(M) C X*.

2.15. Példa A kévetkezo nemdeterminisztikus véges automata a 01-re végzodo szavakat
fogadja el:

0,1

<€P’ ()=
Ebben a példaban a nemdeterminizmust arra haszndljuk, hogy nem kell tudnunk, mikor
jon az utolso két karakter. Ha a szamitas sordn kordbban lépiink a B allapotba, akkor
vagy a B vagy a C dllapotban a szdmitds elakad (a szdt nem tudjuk végigolvasni), azaz
nem kapunk elfogado szamitast.
Ugyanehhez a nyelvhez (determinisztikus) véges automatdt is készithetink. Ennek alap-

otlete, hogy az utolso két karaktert taroljuk az dllapotban, ezek kézott kell meghatdrozni
az atmeneteket:
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2.16. Tétel Az L nyelvhez akkor és csak akkor létezik olyan M nemdeterminisztikus
véges automata, melyre L = L(M), ha van olyan M’ determinisztikus véges automata
is, amire L = L(M").

Bizonyitds. A visszafelé irany vilagos, hiszen egy véges automata egyben nemdetermi-
nisztikus véges automata is, az M’ véges automatahoz az M = M’ megfelel6 lesz, mint
nemdeterminisztikus véges automata.

A maésik irdnyhoz megmutatjuk, hogyan lehet altaldban egy M = (Q, X, 6, qo, F)
nemdeterminisztikus véges automatabdl egy (determinisztikus) M' = (@', %', 0", q;, )
véges automatdat késziteni, amire L(M') = L(M). A konstrukeié alapgondolata, hogy az
1j automata parhuzamosan koveti M Osszes lehetséges szamitasat, és akkor fogad el, ha
M-nek legalabb az egyik szamitasa elfogadé.

El6szor tegyiik fel, hogy M mindig olvas, azaz nincs (¢, e) tipusi dtmenet. Ekkor
M’-ben legyen ¥’ = ¥, az éllapothalmaz pedig Q' = {R : R C )}, azaz M’ allapotai az
M &llapotainak részhalmazai lesznek, M’ kezddallapota legyen az M kezddallapotabdl
all6 egy elemil halmaz, azaz ¢, = {qo}, az elfogadé éllapotok halmaza pedig azokbdl a
részhalmazokbdl all, melyekben van M-beli elfogadé allapot, azaz F' = {R: RNF # 0}.

Az allapotédtmenetet minden R C @) és a € X esetén definidljuk a kovetkezoképpen:

§'(R,a) = | Jd(r,a)

reR

Most megmutatjuk, hogy valéban L(M) = L(M’). Ehhez elészor tegyiik fel, hogy
w € L(M), azaz w-t a nemdeterminisztikus véges automata elfogadja. Ekkor a 2.14.
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definicié szerint van olyan &allapotsorozat rg,ri,...,r,, ami egy elfogad6 szamitdsnak
felel meg. Definici6 szerint ekkor ro = gy € ¢, =: Ro.

Mivel rqg = qo € Ro, majd r € §(rg,a1) C §'(Ro,a1) =: Ry, illetve dltaldban is r; €
d(ri1,a;) € §(Ri—1,a;) =: R;, ezért az igy kapott Ry, Ra, ..., R, € Q' allapotsorozat a
konstrukcié szerint M’ szamitasét irja le az adott szdn.

A feltevés szerint M szadmitésa elfogadd volt, azaz r, € F, ezért R, N F # (), tehat
R, az M’ véges automatanak elfogadé allapota, vagyis M’ elfogadja a w szot.

Maésrészrol, ha w € L(M'), azaz a determinisztikus véges automata elfogadja a w
sz6t, akkor a w széhoz az M’ automatanak egy olyan Ry, Ry, ..., R, szadmitasa tartozik,
melyben R, € F’. Ekkor F’ meghatarozasa szerint van olyan r, € R,, hogy r, €
F. Mivel r, € R, = §(R,_1,a,) = Useg, ,0(r,a,), van tehdt olyan r, 1 € R, 1,
melyre 1, € §(r,_1,a,). Altaldban pedig minden ¢ = n,n —1,...,1 esetén vannak olyan
r; € R; allapotok, melyekre r; € 0(r;_1,a;). A képzési szabdly szerint ahhoz hogy az
ro,T1,- .., € @ dllapotsorozat egy elfogadd szamitasa legyen az M nemdeterminisztikus
véges automatanak, mar csak annyi hidnyzik, hogy rq az M gp-lal jelolt kezddallapota
legyen, ami pedig az ro € Ry = {qo} miatt teljesiil.

Most nézziik meg hogyan médosul a konstrukeié, ha az M nemdeterminisztikus véges
automatanak 0(q,e) tipusi dtmenetei is vannak! Ehhez vezessiik be az alabbi jelolést:
tetszéleges R C @ allapothalmazra jelolje E(R) C Q) azoknak az &llapotoknak a hal-
mazat, ahova 1jabb karakter olvasésa nélkiil el lehet jutni az R halmazbdl. Ezek szerint
tehat F(R) az R halmaz elemeit és még azokat a @Q-beli elemeket tartalmazza, ahova e
cimkéjii éleket haszndlva (esetleg tobbet is egymas utédn) R-bol el lehet jutni.

Ekkor a fenti konstrukcioban az atmeneti fiiggvényt a kovetkezoképpen kell modosi-

tani:
§'(R.a) = | E(5(r,a))
reR
az 1j kezd6allapot pedig ¢, = F({qo}). Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a determinisz-
tikus automata atmeneteiben azt taroljuk, hogy a nemdeterminisztikus automata egy
karakter beolvasdsaval (és még esetleg néhédny e 1épéssel) hova tud eljutni.
Az el6z6 konstrukcidhoz hasonléan igazolhaté az 1j konstrukcié helyessége is. O]

2.17. Feladat A fenti konstrukcioval készitsiik el a 2.15. példaban szerepld, a 01 végzo-
dést szavakat elfogado nemdeterminisztikus automatabol a determinisztikus véges auto-
matat!

Megoldas: Az eredeti automata nem tartalmaz e-dtmenetet, ezért hasznalhatjuk a
konstrukei6 elsé valtozatat. Az j allapothalmaz az { A, B, C'} harom elemi halmaz 6sszes
nemiires részhalmaza, de vegyiik észre, hogy a determinisztikus automata kezdééllapo-
tabdl nem elérhetd allapotokat nyugodtan elhagyhatjuk, ezzel az elfogadott nyelvet nem
befolydsoljuk (de az automatankat egyszerisitjiik).

16



Az {A} kezdbéllapotbdl indulé dtmenetek:

0'({A},0) ={A, B}
0'({A},1) = {A}

Ezért felvessziik az {A, B} éllapotot is:

5({A, B},0) = {A, B} UD — {A, B}
5/({A7 B}v 1) = {A} U {C} = {A’ C}

és a kapott {A, C'} allapotbdl indul6 atmenetek:

§'({A,C},0) = {A, B} UD = {A, B}
§'({A,C},1) = {A U = {A}

A kapott determinisztikus automata dbraja (az allapotokban a halmazjelet elhagytuk)

0
1
1
@
0

O

2.18. Feladat Milyen nyelvet fogad el az aldbbi automata? Készitsiik el az automatdbol
a determinisztikus véges automatdt! (¥ ={0,1})

oG

Megoldas: Az automata pontosan azokat a szavakat fogadja el, amelyekben el6for-
dul az 101 vagy 11 részszd, mert csak ezekkel tudunk atjutni A-bdl (a kezddéllapotbdl)
D-be (az egyetlen elfogadé allapotba).

A determinizalt automata:
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O

Megjegyezziik, hogy mig a konstrukcié alapjan 2* dllapot keletkezne, a kezdballapot-
bdl csak a felrajzolt 6 allapot érheté el, tehat a tobbire nincs is sziikség. Jelen esetben
konnyen kaphatunk még kevesebb allapoti determinisztikus véges automatat ha észre-
vessziik, hogy az elfogado allapotok egyetlen allapotta vald 6sszevondsaval is determinisz-
tikus véges automatat kapunk. Arrdl, hogy altalaban hogyan lehet az allapotok szamat
csokkenteni, a kovetkezo, a 2.4 fejezetben lesz sz6.

2.4. Minimalizalas

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogyan lehet minél kevesebb &allapotu véges auto-
matat késziteni egy adott nyelvhez. Lattuk, hogy ugyanahhoz a nyelvhez készitett de-
terminisztikus és nemdeterminisztikus véges automatak allapotainak szama kozoétt nagy
kiilonbség lehet. Most a vizsgalédast a determinisztikus véges automatak korében végez-
ziik el, ehhez sziikségiink lesz néhany eszkozre.

2.19. Definicio Legyen L C ¥* egy nyelv. Tetszdleges x € X* szora vezessik be a ko-
vetkezd jelolést:
Liz={ze¥", xzzel}

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy L/x az Gsszes olyan ¥* sz6t tartalmazza, amit x
utan irva L-beli sz6t kapunk.
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2.20. Példa Az Ly C {0,1}" nyelv dlljon a 01-gyel kezdddé szavakbdl. Ekkor
e [,/010 = X*
[ J L1/10 = @,

mert akdarhogy folytatjuk a 010 sorozatot mindig Lq-beli lesz a sz0, viszont akdrhogy
folytatjuk az 10 sorozatot, soha nem kapunk Li-beli szot.

Az Ly C {0,1}" nyelv dlljon a pdros sok egyest tartalmazd szavakbdl. Ekkor kénnyen
latszik, hogy

® L2/011 = L2
o [,/01 = L,.

2.21. Definicié Azt mondjuk, hogy az v € ¥* és az y € X* szavak az L nyelvvel meg-
kiilonboztethetetlenek, ha L/x = L/y, kiilonben megkilonboztethetdnek nevezzik dket.

A definicié alapjan az, hogy x és y az L nyelvvel megkiilonboztetheté pontosan azt
jelenti, hogy van olyan z € ¥* sz6, melyre vagy xz € L ésyz & L, vagy vz & Lésyz € L,
azaz van olyan kozos folytatasuk, mellyel kiegészitve L-re nézve masként viselkednek.

2.22. Példa Legyen L C {0,1} a 01-re végz6dd szavakbdl allé nyelv. (Mdr lattunk rd
véges automatdat a 2.15. és a 2.17. példdaban.) Tekintsik a kovetkezd harom szot: 1 = 0,
x9 =1 ésxz =01. Az és xo szavakat az L megkiilonbozteti, ez lathato példdul a z, = 1
valasztdssal, hiszen 121 = 01 € L, mig x92y = 11 € L. Hasonléan a z5 = ¢ wvdlasztds
mutatja, hogy x1 és x3 is megkilonboztethetd, mert x12o = 0 € L, de x329 = 01 € L.
Ugyanez a zo 70 lesz xo €s x3 megkiilonboztetésekor is.

2.23. Megjegyzés A definiciobdl kovetkezik, hogy minden L nyelvre L/e = L, illetve
hogy egqy tetszoleges x € X sz0 sajdt magatol megkiilonboztethetetlen.

A tovabbiakban megprobalunk kapcsolatot talalni akozott, hogy egy regularis nyelv-
ben hany paronként megkiilonboztethetetlen szo van illetve akozott, hogy egy, a nyelvet
elfogadd véges automatanak hany allapota lehet. Ez a vizsgalodas fog elvezetni min-
ket ahhoz, hogy egy lehetd legegyszeriibb véges automatat szerkessziink egy regularis
nyelvhez.

2.24. Tétel Legyen M egy (determinisztikus) véges automata és L = L(M) C ¥*. Ha
% elemer kozott van t darab, az L nyelvvel paronként megkiilonboztetheto szo, akkor
M -nek legaldbb t dallapota van.

Bizonyitas. Ha x és y két olyan szd, ami megkiilonboztetheto az L nyelvvel, akkor az M
automataban a kezdoallapotbdl kiindulva az z, illetve az y sz6 hatasara kiilonbozo éalla-
potokba kell jutnunk, kiilonben xz és yz minden lehetséges 2 széra pontosan ugyanakkor
vezetne elfogadd allapotba.
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Ha van t darab paronként megkiilonboztethetd sz, akkor tehat ezek paronként kiilonb6zé
allapotokba juttatjdk az M automatat, azaz kell, hogy legyen legalabb ennyi kiilonb6zo
allapot. O

2.25. Példa Legyen L = {ww : w € X*}, vagyis a ,mindent kétszer mond” nyelv.
Ekkor az L nyelvvel barmely két kilonbozo k hosszi x1 és xo sz megkiilonboztethetd
eqymdastol, hiszen x1xy € L, de xoxy & L. Tehdt ha lenne az L nyelvhez véges automata,
annak legaldabb 2F dllapota lenne. Mivel ennek minden k-ra teljesiilnie kell, ezért ehhez a
nyelvhez nem létezik véges automata.

Figyeljiik meg, hogy egy adott L nyelvvel valé a megkiilonboztethetetlenség egy olyan
relacié a szavakon, amely:

e szimmetrikus, hiszen ha az egyik sz6 megkiilonboztethetetlen a méasiktol, akkor a
masik is az egyiktol,

e reflexiv, mivel minden szé megkiilonboztethetetlen sajat magatol, és

e tranzitiv, azaz ha x; és x,, valamint x, és x3 megkiilonboztethetetlen, akkor x; és
x3 is ilyen.

A fenti tulajdonsdgok miatt az L nyelvvel valé megkiilonboztethetetlenség egy ek-
vivalenciarelacio, amely a szavakat ekvivalenciaosztdlyokba osztja, gy hogy az egyes
osztalyokba tartozd szavak mind paronként megkiilonboztethetetlenek egyméstol, a kii-
16nb6z6 osztalyokba tartozd szavak pedig megkiilonboztethetek.

A tovabbiakhoz egy M determinisztikus véges automata atmeneti fiiggvényét rekur-
zivan kiterjesztjiik a szavakra is. Egy ¢ allapotra és egy n hosszu x széra legyen

_ . @) ha n=1
o(q, x) = { §(r,z,) ha x=uyz, aholz, €%, é1r=25(qy)

0 tehét azt fejezi ki, hogy egy adott allapotbdl egy adott sz6t beolvasva melyik alla-
potba jut az automata.

A szavakon levé megkiilonboztethetéség mintajara osztalyozhatjuk az automata alla-
potait is:

20



2.26. Definicio Az M véges automata p €s q dllapotai ekvivalensek, ha minden y € X*
esetén 0(p,y) pontosan akkor elfogadé dllapota az M automatdnak, ha 6(q,y) elfogado
dallapot.

Ez konnyen lathatéan ekvivalenciarelacié az allapotok halmazén.

Most megmutatjuk, hogy egy determinisztikus teljes véges automata esetén hogyan
lehet meghatarozni az ekvivalens allapotokat. Ez a felosztas fog elvezetni ahhoz a lehetd
legegyszeriibb automatahoz, amit az automata nyelvéhez késziteni lehet.

Egy adott véges automatanal az allapotok ekvivalenciaosztalyai a kovetkezo egyszerii
eljarassal meghatarozhatoak. Az otlet az, hogy fokozatosan meghatarozzuk a legfeljebb
0,1,2,... hosszu y szavak alapjan az allapothalmaz particiéjat ekvivalens allapotokra.

2.4.1 Algoritmus (Ekvivalencia osztilyok meghatirozisa)
Bemenet: M véges automata (teljes, determinisztikus)

1. A kezdeti particio legyen Ay = Q—F és Ay = F (ahol F' az M elfogadd dllapotainak
halmaza). Ez a két dllapothalmaz mdr a 0 hosszi széval megkiilonboztethetd.

2. Egy meglevé QQ = A U---UAy, particio esetén az A; halmazokat bontsuk tovdbb gy,
hogy p,q € A; pontosan akkor maradjon egyitt, ha minden a € 3 betire 6(p,a) és
d(q,a) a Q particio ugyanazon halmazdban van.

Amennyiben van olyan A;, amit szétbontottunk, akkor a kapott ij particiora ismételyik a
fenti eljdrdst 2. pontjdt, ha pedig nincs vdltozds, akkor az eljards ledll.

2.27. Allitas A fenti eljdrds véges és az eljards végén a kapott particio elemei éppen a
keresett ekvivalenciaosztalyok.

Bizonyitas. Minden valtozas esetén a meglevé particiéban szereplé halmazok szama leg-
alabb eggyel n6. Mivel ezek a halmazok diszjunktak, legfeljebb |@Q| darab halmaz kelet-
kezhet. A kiindulé particié két elemti, tehat || — 1 darab 2. tipusu lépésen beliil az
eljaras biztosan véget ér.

A helyesség bizonyitasdhoz definidljuk a j-ekvivalencia fogalmat. A p és ¢ allapotok
legyenek j-ekvivalensek, ha a legfeljebb j hosszi szavakra ekvivalensek (azaz minden
ly| < j esetén 0(p,y) és 8(q,y) egyforman elfogadd vagy nem).

Vilagos, hogy ha a p és ¢ allapotok j-ekvivalensek, akkor f-ekvivalensek is minden
¢ < j esetén. Mésrészt, ha j-ekvivalensek, és minden a betiire d(p,a) és d(q,a) is j-
ckvivalensek, akkor a p és ¢ allapotok (j + 1)-ekvivalensek is. Kovetkezésképp, ha a
j-ekvivalencidval kapott felosztds megegyezik a (j + 1)-ekvivalencidval kapott felosztés-
sal, akkor a j-ekvivalenciaval kapott felosztds mar az Osszes szora vett ekvivalencianak
megfelel6 felosztassal egyezik meg.

Vegyiik észre, hogy a kezdeti particié éppen a 0-ekvivalens osztalyokbdl all. Ezek
utan konnyen latszik, hogy a j-edik kérben a j-ekvivalens osztalyokat kapjuk meg. Ak-
kor nincs mar véaltozéds (az eljards akkor &ll le), ha a j-ekvivalencidaval kapott felosztés
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megegyezik a (j + 1)-ekvivalencidaval kapott felosztassal, vagyis megkaptuk a keresett
ekvivalenciaosztalyokat. O]

2.28. Definicié Egy L nyelvhez tartozé minimélautomata egy olyan M véges (teljes,
determinisztikus) automata, amelyre L(M) = L és M az ilyen automatdk kozil a legke-
vesebb dllapottal rendelkezik.

2.29. Tétel Ha az L nyelvhez van véges automata, akkor van minimdlautomata is, és
ez eqyértelm.

Bizonyitas. Ha L-hez van egy M determinisztikus véges automata, akkor az ebbdl az
automatabol az elobbi algoritmussal kapott osztalyokon definidlhatunk egy véges auto-
matat, melynek allapotai az elébb kapott ekvivalencia-osztalyok, az allapotatmenetek
pedig legyenek az allapothalmazok kozotti dtmenetek. (A konstrukcié miatt egy betii
egy ekvivalencia-osztaly minden elemébdl ugyanabba az osztalyba visz, tehat az igy defi-
nialt hozzarendelés tényleg tekinthetd az osztalyokon értelmezett atmeneti fiiggvénynek.)
Legyen a kezddallapot az, ahol az eredeti M automata kezdoallapota van, elfogadé alla-
potok pedig az elfogadé allapotokat tartalmazé osztélyok. (A konstrukciébdl kovetkezik,
hogy ha egy ekvivalencia osztalyon beliil van elfogad6 allapot, akkor az &sszes allapot
elfogadd.)

A konstrukciobdl kovetkezik az is, hogy ezzel egy determinisztikus, teljes véges auto-
matat kaptunk, amibol hagyjuk el azokat az allapotokat, amelyek a kezddéallapotbdl nem
érhetk el. Az igy keletkezett M’ automatéra teljesiil, hogy L(M') = L(M). Megmutat-
juk, hogy M’ egy miniméalautomata.

Tekintsiink két olyan z,y € ¥* sz6t, hogy L/x = L/y. Tegyiik fel, hogy §(qo, z) = p és
0(qo,y) = q. Ekkor az M automatéban a p és ¢ allapotok ekvivalensek (mert  és y minden
kozos folytatassal ugyanigy viselkedik), tehét biztos, hogy az M’-ben ezek egy édllapotba
keriilnek, azaz van olyan ¢ &llapot M’-ben, hogy 0(qo, ) = 0(qo,y) = ¢. Tehat M’
allapotainak szama legfeljebb annyi, mint a nyelv szavain a megkiilonboztethetetlenséggel
kapott ekvivalenciaosztalyok szdama, ami a 2.24. allitdssal egyiitt garantédlja, hogy M’
allapotainak szama a lehet6 legkisebb.

A minimalautomata egyértelmiisége onnan latszik, hogy allapotai megfelelnek a sza-
vakon levé ekvivalencia-osztalyoknak, igy ezek egyértelmiien meghatarozottak, s igy a
kozottiik levé atmenetek és a teljes véges automata is az. n

2.30. Feladat A algoritmus haszndlatdval minimalizaljuk a kordbbi (2.15. feladat) au-
tomatdnkat, amely a 01-re végz0dd szavakat tartalmazo nyelvet fogadja el.
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Megoldas: Eloszor két allapothalmazunk lesz: A; = {5,0,00,10,11,1}, és Ay =
{01}. Minden A;-beli allapot esetén O hatdsara A;-ben maradunk, mig 1 hatdsara S,
11 és 1 éllapotokbdl Aj-be, de a 0, 00 és 10 allapotokbdl As-be jutunk. Ezért az A,
allapotot felosztjuk. Az A, halmazt biztos nem kell tovabb osztani, mivel eleve csak egy
allapotot tartalmaz. Az 14j particié: Ay = {S, 11,1}, Ay = {01}, A3 = {0,00,10}. Az
igy kialakult A, Ay és Az allapotok az abécé minden elemére egységesen viselkednek,
igy ezeket mar nem osztjuk tovabb, az algoritmus véget ért. A végeredményiil kapott
automata az aldbbi:

O

A fenti eljaras, rajzolgatva, nem tul nagy automatdkra konnyedén elvégezhet6. Imp-
lementalasra alkalmasabb azonban az alabbi valtozat:
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2.4.2 Algoritmus (Téablazatos médszer minimalizaldsra)
Bemenet: M véges automata (teljes, determinisztikus) leirdsa

o Vegyiink fel eqy, az dllapotokkal indexelt |Q| X |Q| méretd T' tombdt, aminek elemei
kezdetben tiresek. (Valojaban ennek csak az atlo alatti részére van szikségink.)

o Legyen Tlp,q] =0, ha p és q koziil az egyik elfogadd dllapot a mdsik nem.

o Azi-edik kirben (i >1):
ha T[p,q| iires, de van olyan a € 3, hogy a p' = d(p,a) és ¢ = §(q,a) dllapotokra
Ty, q'] nem iires, akkor legyen Tp,q] = 1.

o Az eljdrds véget ér, ha T eqy korben nem vdltozik.

Az eljarés helyessége abbdl kovetkezik, hogy T[p,q| = i jelentése az, hogy a p és ¢
allapotok nem ¢-ekvivalensek, de j-ekvivalensek minden j < i értékre.

A moddszerbol kovetkezik, hogy az eljaras legkésobb i = n — 1 esetén véget ér. Az
eljaras végén iiresen maradt mezok jelzik az ekvivalens allapotparokat.

2.31. Példa Nézziik meg a maodszert az el6z6 példan! Ahogy mdr megjegyeztik, a tabld-
zatnak csak az dtlo alatti részével foglalkozunk.
A kezdeti iires tabldzat, a sorok elején és az oszlopok aljdn feltintetve a megfeleld

allapotok nevei

QS ~owm

10
11

S|o[1]00]01]10]11]

Beirjuk az elfogado—nem elfogado pdrokhoz a nulldkat.

S
0
1
00
o1 0|0|0)| 0
10 0
11 0
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Az elsd lépésben példaul a 00 és S pdr esetén O hatdsdra a (00,0) mezdbe, mig 1
hatdsdra a (01, 1) mezdbe jutunk, melyek kézil az utobbi nem dres, ezért a (00,S) mezdbe
eqy eqyest kell irnunk. A teljes elsé menet utan a tdbldazat dllapota:

S

01

1 1

00| 1 1

o1 0[0]0[ 0

10 1 1 0

11 1 1101
S|o[1]o00]o01]10]11]

Ujm végigmenve a tdblazaton lathatjuk, hogy semmi sem vdltozik, ezzel az algoritmus
véget ér.

A tdblazatbol tetszéleges dllapotpdrra kiolvashato, hogy ekvivalensek-e. Példdul S és 1
igen (mert a mezd ires), de S és 0 nem.

A tablazatos médszer segitségével az algoritmus 1épésszama is megbecsiilheto:

2.32. Kévetkezmény Minden véges automatdbdl O(|Q|? - |3|) Iépésben megkaphatd a
minimdlautomata, ami ugyanazt a nyelvet fogadja el.

Bizonyitds. Egy O(|Q]?) méretii tabldzatot toltiink ki. Kevesebb, mint |Q| kér lehetséges,

minden korben a tablazat minden elemét az Osszes betiivel meg kell vizsgalni, ebbol
kivetkezik az O(|Q] - |Q)? - |2]) becslés. O

Megjegyezziik, hogy van olyan algoritmus, ami a minimalizaldst O(|Q|?|X|) 1épésben
megoldja.

25



3. fejezet

Regularis nyelvek, regularis
kifejezések

3.1. Regularis nyelvek

A véges automatdkkal felismerhet6 nyelvek fontos szerepet jatszanak a programozasi
nyelvek elméletében és szamos maés teriileten. Ebben a fejezetben ezt az igen fontos
nyelvosztalyt fogjuk tobb szempontbol megvizsgalni.

3.1. Definiciéo Egy L C X* nyelvet regularisnak hivunk, ha létezik olyan determiniszti-
kus M véges automata, hogy L(M) = L.

A determinisztikus és nemdeterminisztikus véges automatak egyenértékiisége miatt
nem sziikséges a definiciéban kikotni, hogy determinisztikus véges automatanak kell 1é-
tezni.

3.2. Példa Legyen ¥ ={0,1}.

e Ha L a pdros sok nullat és pdratlan sok egyest tartalmazo szobol allo nyelv, akkor
L regularis (2.6. feladat).

e Ha L a 01-re végzddd szavakbdl dllé nyelv, akkor L regquldris (2.15. példa).
e Ha L ={ww:w € X*}, akkor L nem requldris (2.25. példa).

3.3. Tétel Tetszileges X abécé esetén az alabbi nyelvek mindegyike requldris.

1. L=10
2. L={e}
S L=
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Bizonyitds. Megadunk egy-egy lehetséges automatat a harom nyelvre. Az allapotatme-
netet jelképezo nyilakra irt 3 azt jelzik, hogy minden betii esetén azt a nyilat kell kovetni.

1. Az aldbbi automata semmit sem fogad el, hisz nincs elfogadé allapota (L = 0):

by
2. Az aldbbi automata csak az iires sz6t fogadja el (L = {€}):
Y
o258
3. Ez pedig minden szét elfogad (L = ¥*):
Y
e :
Most megmutatjuk, hogy a szokasos halmazmiiveletekre a regularis nyelvek halmaza

zart.

3.4. Tétel Ha L, és Ly requldris nyelv, akkor az aldbbiak mindegyike requldris

e L=1,UL,,
.L:leLg,
.L:Ll\Lg.

Bizonyitdas. Mivel Ly és Lo regularis, van hozzajuk My, illetve My véges automata, me-
lyekre L(M;) = L;. Legyen

M, = (Q1721,517Q17F1)
M2 = (Q2,22,52,QQ,F2)

Megmutatjuk, hogyan lehet ezekbél az L nyelvhez egy M = (Q, X%, 4, qo, F') véges
automatat késziteni, ahol > = >; U 3.
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unié Eloszor nézziink egy nemdeterminisztikus automatat! Az otlet az, hogy egyetlen
automataban ,egymas mellé” rakjuk M;i-et és Ms-t. Egy 1j kezddééallapotbdl M,
még miel6tt barmit olvasna, az M; vagy az M, kezdéallapotdba 1ép (nemdetermi-
nisztikusan), ott 1ép az input alapjin és végiil elfogad, ha a megfelelé6 M; elfogadd
allapotéban ér véget (F' = F} U Fy).

€ O My O

e >0 M, O

Vildgos, hogy L(M) = Ly U Ly, és mivel tudjuk, hogy egy nemdeterminisztikus
véges automatabol készitheté ugyanazt a nyelvet felismerd determinisztikus (2.16.
tétel), ezzel az L = Ly U Ly nyelv regularitdsat belattuk.

Lehetséges azonban rogton egy determinisztikus véges automatat is késziteni L; U
Lo-re. Ebben az esetben feltételezziik, hogy M; és M, determinisztikus és ¥y = Ys.
Ha ez utobbi tulajdonsag nem teljesiil, akkor M;-t a ¥ abécére nézve hianyos véges
automatanak tekinthetjiik, amit a konstrukcié elott a 2.10. tétel segitségével teljessé
kell tenni. (Ezek a 1épések az el6z6 konstrukciéhoz nem kellettek.)

Az M véges automata ,parhuzamosan” koveti a két automata 1épéseit és akkor
fogad el, ha valamelyik M; elfogad. Ehhez legyen

Q = Q1 xQy,

q = <QI7QZ)

F = {(¢,q):q€ Fivagy ¢ € F»}
0((¢,4),a) = (d1(g,a),02(q,a)),

azaz az els6 ,koordinataban” M, a masodikban M, szerint mozgunk, igy egy w
bemeneten valéban pontosan akkor ériink elfogadé allapotba, ha w € L = Ly U Ls.

metszet Az el6z0, determinisztikus konstrukeié kis modositdssal itt is j6 lesz, elegendo
az elfogadé allapotokat gy megvalasztani, hogy az 0j véges automata akkor fogadja
el a w szot, ha ezt M, és M, is elfogadja

F={(q,q):q€ Fiés ¢ € F>p}.

kiilonbség Ez is egyszertien megkaphaté az el6z6bol, csak most

F={(q.q):qe F\ és ¢ & F»}
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a jo valasztés. O]

3.5. Kovetkezmény Ha az L nyelv requldris, akkor az L nyelv is requldris.
Bizonyitds. A 3.3. és a 3.4. tételek egyszerii kovetkezménye, hogy L = ¥*\ L regularis.[]

3.6. Megjegyzés Kozvetleniil is létrehozhatunk L-t elfogadd automatdt, ha L determi-
nisztikus, teljes véges automatdjaban az elfogado és nem elfogado dllapotokat felcseréljiik,
azaz ha M = (Q, %, 6, qo, F') determinisztikus, teljes véges automata, melyre L(M) = L,
akkor az M' = (Q,%,9,q0,Q \ F) véges automatdra L(M') = L teljesiil.

3.7. Feladat Legyen ¥ = {a,b}. Adjunk meg olyan véges automatdt, amely az aldbbi
L nyelvet fogadja el!

L={we X" :w elsd és utolsé karaktere megegyezik és |w| > 1}
Megoldas: A kivant nyelv felirhaté mint L = L, U L, ahol

L, = {w e X" :wels6 és utolsé karaktere a és |w| > 1}

L, = {we X :welsd és utolsé karaktereb és |w| > 1}

Egy-egy véges automata a két nyelvhez: L,:
a
3*
a
~(=(a (c)or
a
b
(o)ons
Lb:
b
a
:
— a
b
a
G
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A korabbi (determinisztikus) konstrukcié alapjan el6allithatjuk a két automata unidjat,
azonban sok olyan allapot lesz, amelyet a kezdéallapotbdl nem érhetiink el. Erdemes ezért
a kiindul6 allapotbdl végigkdvetni az elérheto allapotokat és igy létrehozni az uniénak
megfelel6 automatat. A végeredmény tehat:

O

3.8. Feladat Legyen X = {a}. Adjunk meg egy olyan véges automatdt, amely az aldbbi
nyelvek unidgjat fogadja el!

Ly : pdros sok a-bol dllo szavak.

Lo : az a-k szama hdrommal oszthato.

Megoldas: Most a nemdeterminisztikus konstrukcié hasznalatat mutatjuk be.
A két nyelvhez kénnyt véges automatat csinalni, csak az a betiik szamat kell figyelni
modulo 2, illetve 3. Egy, az Ly nyelvhez tart6z6 M; automata:

RO==0

Az Ly nyelvhez tartézé M, automata:

(O——
—
a

a

Az uniét elfogadé nemdeterminisztikus automata:
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O

o
a

Vegyiik észre, hogy az X AC' allapot Gsszevonhatd az AC-vel és akkor pont azt az auto-
matat kapjuk, amit a determinisztikus konstrukcié eredményezett volna. 0

A halmazmiveletek utan nézziik a nyelveken értelmezett két tovabbi miiveletiinket,
az Osszeflizést és a tranzitiv lezarast!

3.9. Tétel Ha L, és Ly requldaris, akkor L = LiLs is requldris.

Bizonyitds. Mivel L, és Ly regularis, 1éteznie kell olyan M, és My véges automataknak,
melyekre L(M;) = Ly és L(My) = Ly. Az unidéval, metszettel ellentétben, ahol ,parhu-
zamosan” kellett futtatni a két automatat, itt most egymas utan kell kotni oket. Egy
w € L = LiLy s76 eleje Li-beli, a vége Lo-beli, de nem tudjuk, hol kell elvagni, ezért
az atlépés az M; automatabdél Ms-be nemdeterminisztikus lesz. A regularitas bizonyi-
tasdhoz ez elegendo, hiszen a 2.16. tétel miatt akkor a nyelvhez determinisztikus véges
automata is 1étezik
A nemdeterminisztikus véges automata konstrukcidja:

e Az M automata kezdoallapota azonos M; kezdoallapotaval.

o Az M elfogadé allapotaibdl induljon egy-egy e atmenet My kezdballapotaba.
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o M elfogado allapotai legyenek M, elfogadd allapotai.

. c—:=
OM1©>OM2©

Vildgos, hogy az 1j automata éppen a konkatenalt nyelv szavait fogja elfogadni. [
3.10. Tétel Ha L reguldris, akkor L* is reguldris.
Bizonyitdas. Az M véges automatabdl, melyre L(M) = L megint egy nemdeterminiszti-

kus véges automata konstrukcidjat adjuk meg az L nyelv tranzitiv lezartjahoz, amibdl a
véges automata létezése is kovetkezik.

O
0 n G-

Ebben az automataban az elfogadé allapotokbdl barmikor vissza lehet térni a kezdo-
allapotba, azaz Ujra lehet kezdeni a nyelv egy szavanak felismerését. Ez (és a kezdéallapot
elfogadé mivolta) biztositja, hogy az automata éppen a tranzitiv lezért nyelvet fogadja
el. O

Az L nyelvvel valé megkiilonboztethetetlenség (2.21. definici6) altal a szavakon defi-
nialt ekvivalencia osztdlyok, mint mér lattuk (2.25. példa), egy lehetséges eszkozt szolgal-
tatnak arra, hogy az L nyelvrél megmutassuk, hogy nem reguléris. Az alabbi eredmény
egy masik, jol hasznalhaté eszkozt biztosit ugyanerre.

3.11. Lemma (Pumpdldsi lemma) Tetszdleges L requldris nyelvhez létezik olyan p >
0 egész szam, hogy minden legalabb p hosszi x € L szonak van olyan x = uvw felosztasa,
melyre

o luv|<p
e [v| >1

o wvkw € L minden k > 0 esetén.
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Ez tehat azt jelenti, hogy a nyelvbeli elég hosszui szavak kézépso része ,,pumpélhatd”.
Fontos azonban megjegyezni, hogy akar az is lehetséges, hogy az illetoé regularis nyelv
egyaltalan nem is tartalmaz legalabb p hosszi szavakat, tehat nem minden regularis
nyelvben vannak ,,pumpélhat6” szavak.

A lemmaban szerepld, csak az L nyelvtol fiiggd p szamot az L pumpdldsi hosszdnak
is hivjuk.

Bizonyitds. Mivel L regularis, biztosan 1étezik hozza véges automata. Legyen p egy ilyen
(teljes determinisztikus) véges automata allapotainak szama. Tekintsiink egy |z| =n > p
szohoz tartozo rg,ry,...,r, szamitast. Mivel az automatanak csak p kiilonb6zo6 allapota
van, az 1o, 71, . . . , Tp sorozatban biztos van ismétlddés. Legyen ¢ az els6 olyan éllapot, ami
megismétlodik, ¢ elsé eléforduldsa legyen r;, mésodik el6éforduldsa legyen r;. Tekintsiik
azt az x = uvw felosztast, ahol |u| =i, |v| = j — 1, azaz az u sz6 végén érjik el eldszor a
q allapotot, masodszor meg akkor, amikor a v rész végére ériink.

A § fiiggvény jelolést hasznalva 0(q,v) = g, és igy 6(g,v*) = ¢ is teljesiil minden k > 0
esetén. Azaz 6(rg, uv®) = 6(rg,uv) = ¢, és igy minden k& > 0 esetén a kezddallapotbél
inditott szamitas az uv*w szén ugyanabban az allapotban ér véget. Tehat, ha x = uvk €
L, akkor uv*w € L szintén igaz. A felosztds megvdlasztdsa miatt |uv| = j < p és
|v| =7 —i > 1is teljesiil, azaz az allitast bebizonyitottuk. O

3.12. Megjegyzés Fontos megjeqyezni, hogy a felbontds kizépso, v részérol megkiove-
teljiik, hogy ne legyen tres (kilonben az dllitds trividlis lenne), de az u és w rész lehet
ures.

3.13. Feladat Mutassuk meg, hogy az L = {0'1%,i > 0} nyelv nem reguldris! (A nyelv
tehdt azokat a szavakat tartalmazza, amelyekben valahdny darab O karaktert ugyanannyi
1 kovet.)

Megoldas: Indirekt modon bizonyitunk. Ha L reguldris, akkor igaz ra a pumpalasi
lemma, legyen p a pumpalédsi hossz. Tekintsiik az x = 0P1? sz6t. Ez nyilvan benne van
L-ben és |x| = 2p, tehat |z| > p, azaz z olyan szd, amir6l a pumpéldsi lemma sz6l. Ennek
a szénak azonban minden olyan uvw felbontasaban, ahol |uv| < p és |v| > 1, a v sz6 csak
nullakbdl all. Ekkor a v szot pumpalva biztosan kikeriiliink a nyelvbél, vagyis ebben a
szoban nincs a lemmanak megfelel6 felosztés, tehat a nyelv nem lehet reguléris. 0

3.14. Feladat Alljon az L C {0,1}" nyelv azokbdl az y szavakbdl, melyekben a 0 és 1
karakterek szdma megegyezik. Mutassuk meg, hogy L nem requldris!
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Megoldas: Az el6z6 bizonyitas most is miikodik. Ha p a pumpdlasi hossz, megint
valaszthatjuk a 0P1P szét. Az elébbi érvelés mutatja, hogy ennek akarmilyen, a lemma
altal megengedett felosztasat is vessziik, a pumpalas kivezet az L nyelvbol.

Masodik megoldas: Legyen a 3.13. feladatban bemutatott nyelv L;, valamint legyen

L2 = {021J>Z 2 07] Z 0}7

vagyis az a nyelv, amelynek szavaiban a nulldk megel6zik az egyeseket (de szamuk tet-
szOleges lehet). Konnyti 14tni, hogy Lo reguléris (csindljunk hozza véges automatat!) és

hogy
LNLy=1,

Ha L regularis lenne, akkor a metszetre valo zartsag miatt Ly is regularis lenne. Az el6z6
feladat szerint L, nem reguléris, tehat L sem az. 0

3.15. Feladat Mutassuk meg, hogy az {a,b} dbécé feletti palindromokbdl dllé nyelv
nem regularis. (Palindrom egy olyan w = cicy . .. ¢, 20, aholc; € {a,b}, ésc,...coc1 =
C1Cy ... Cp.)

Megoldas: Indirekt uton bizonyitunk most is. Tegyiik fel, hogy L reguléris, és p a
pumpalési hossz. Vélasszuk az aldbbi x € L szot:

Erre |z| = 2p+1, tehdt az |x| > p teljesiil. Ennek a szénak barmilyen uvw felbontésédban,
ahol az uv hossza p-nél nem nagyobb és v nem fires, a v sz6 csakis az els6, a betiikbdl
allo blokkba eshet. Akarmilyen k # 1 szamra, a v szét k-szor ismételve a két a betiikbdl
allé blokk hossza kiilénboz6 lesz, igy biztosan kikeriiliink a nyelvbol. Mivel ennek az
x € L szonak nincs olyan felosztasa, amilyet regularis nyelvek esetén a pumpdlasi lemma
garantdl, ezért a nyelv nem reguléris. 0

A pumpalési lemma a pumpalhatésdgot sziikséges feltételként mondja ki a regulari-
tasra. A kovetkezo példa mutatja, hogy a pumpéalhatosag nem elégséges feltétel, vannak
olyan nyelvek, amik pumpalhatdak, de mégsem regularisak.

3.16. Feladat Legyen p > 0 tetszoleges egész szam. Mutassuk meg, hogy az alabbi nyelv-
nek minden legalabb p hosszi x szavahoz van a pumpdlast lemmaban leirt olyan x = uvw
felbontds, melyre minden k > 0 esetén uv*w € L, de a nyelv nem reguldris!

L={avc:i>1,7>0}u{vic:jk>0}
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Megoldas: Legyen L; az els6 nyelv, Ly a méasodik, tehat

L = {a'v’c:i>1,5>0}
Ly, = {v/cF:jk>0}

Legyen z € L, legaldbb p hosszi és vegyiik azt a felosztdst, melyben |u| = 0 és |v| = 1.
Megmutatjuk, hogy ez mindig j6, azaz uv*w € L minden k > 0 egészre teljesiil. Nézziik,
milyen esetek lehetségesek!

Ha x € L, akkor v = a. Ha a pumpadldssal kapott uv*w szé tovabbra is a betiivel
kezd6dik az L; nyelv eleme marad (a b és ¢ betiik szama nem véltozott). Viszont az is
eléfordulhat, hogy az uv*w széban mar nincs a betfi (ha i = 1 volt és k = 0), de ilyenkor,
vildgos moédon, Lo-beli szot kapunk.

Amennyiben z € Lo, akkor a pumpalas az elsé betiit vagy torli vagy sokszorositja,
de mindkét esetben a kapott szd is az Lo nyelvben lesz. Tehat ez az L nyelv valéban
pumpalhato.

M4srészt a ab’ és ab’ szavak minden esetben megkiilénboztethetéek a nyelvvel (ha i #
J), ezért végtelen sok olyan sz6 van, amely az L nyelvvel paronként megkiilonboztetheto,
tehat L nem regularis. U

3.2. Regularis kifejezések

A regularis nyelveknek egy sok helyen el6fordulé megadasi médja a regularis kifejezés.
Ezeket, mint mindjart lathato, rekurziv definiciéval adhatjuk meg. A definici6 ismereté-
ben megmutatjuk, hogy a regularis kifejezések pontosan a regularis nyelvek megaddaséra
alkalmasak. A regularis kifejezésekre is tobbféle jelolési rendszer van, itt ezekbdl egyet
fogunk hasznalni. Hasonlokkal talalkozhatunk szévegszerkesztokben, programozési nyel-
vekben és altalaban keresési kifejezések megadasanal is.

3.17. Definicié (Regularis kifejezés) Eqy Y. abécé felett requldris kifejezések a kivet-
kezok:

L)
¢
e a requldris kifejezés, ha a € X
Tovabba, ha ry és ry requldris kifejezés, akkor
® 7+ 7o

® "7
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*
1s requldris kifejezés.

A regularis kifejezésben szerepl6 jeloléseket, miiveleteket természetes médon meg le-
het feleltetni nyelveknek, és ezeken végzett miiveleteknek.

3.18. Definicié A X dbécé feletti r requldris kifejezés dltal leirt L(r) nyelv legyen
o L(0) =0,
o L(g)={e}.
e L(a)={a}, haaeX.
Tovabbd, ha ry és ry requldris kifejezés, akkor
o L(ry+ry) = L(ry) U L(ry),
o L(rire) = L(ry)L(rs),
o L(r) = L(r)*

Egy 6sszetettebb regularis kifejezés megadésandl zardjeleket hasznalunk annak feltiinte-
tésére, hogyan keletkezett a kifejezés, pl. (0 + 1)*(00). Altaldnos szabaly, hogy ha nincs
zardjel, akkor a * miveletet kell el6szor elvégezni, utdana az Osszeflizést és végiil a +
miiveletet. Ha azonos miiveletek vannak egymas utéan, akkor balrdl jobbra hajtjuk 6ket
végre. Pl. az a + bc*a + b kifejezés zdrdjelekkel elldtva gy néz ki: (a + ((b(c)*)a)) + b,
azaz a definici6 szerinti elballitasa ry = ¢c*, ro =bry, rs =1rya, ry =a-+rs, rs =ry + b.

3.19. Példa Reguldris kifejezések és az dltaluk leirt nyelvek:
e Har = (a-+0b)*, akkor L(r) ={a,b}".

e Har = 0*10*, akkor L(r) C {0,1}" a pontosan 1 darab 1 karaktert tartalmazd
szavakbol allo nyelv.

o Har = (0+1)*1(0+1)*, akkor L(r) a legaldbb egy darab egyest tartalmazo szavakbdl
allo nyelv.

e Har =e+0(0+1)*0+1(0+1)*1+0+1, akkor L(r) C {0,1}" azokbdl a szavakbdl
all, amelyekben az elsé karakter azonos az utolséval.

3.20. Allitas Ha r eqy X dbécé feletti requldris kifejezés, akkor L(r) C X* requldris
nyelv.
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Bizonyitds. Az &llitds kovetkezik abbdl, hogy az (), {e} és {a} nyelvek reguldrisak, vala-
mint, hogy regularis nyelvek unidja, 0sszeflizése, tranzitiv lezartja is regularis. O]

Mielott megmutatjuk, hogy az el6zo allitas megforditasa is igaz, felsoroljuk a regu-
laris kifejezések néhany ,miiveleti tulajdonsagat”. Ezen tulajdonsagok a kifejezések két
oldalanak megfelel6 nyelvek azonossdgan alapulnak.

Tulajdonsag:

o (ri+my)+r3=r1+ (ro+1r3) (az dsszeadds asszociativ)
e +1y=r9+1 (az Osszeadds kommutativ)

e 7+ () =r (az dsszeaddsra az () egységelem)
ert+e=rsceceL(r)

o (riro)rs = 1r1(rars) (az Osszeflizés asszociativ miivelet)

o re =cr =1 (az Osszeflizésre ¢ egységelem)

e (ate) =a

o (ate)ate) =a

Most megmutatjuk, hogy a 3.20. allitas megforditasa is igaz, azaz a regularis nyel-
vekhez szerkesztheto regularis kifejezés.

3.21. Tétel Minden L requldris nyelvhez van olyan r reqularis kifejezés, hogy L = L(r).

Bizonyitds. Az L-hez tartozé regularis kifejezést tobb 1épcsében adjuk meg. Legyen
M = (Q,%,6,q0, F) egy determinisztikus véges automata, melyre L(M) = L. A jelo-
lések egyszertibbé tételéhez tegyiik fel, hogy @ = {1,2,...,n} ésqo =1

Minden p, g € @ allapotparra definidljuk az

L(p,q) = {z € ¥* : 6(p, ) = q}

nyelvet, mint azon szavak halmazat, amikre az automata p allapotbdl ¢ allapotba jut.
Ekkor vildgos, hogy

L={]JL(1,q

qeEF
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Elegendé tehat az L(p,q) tipusu nyelvekhez egy-egy r(p,q) reguldris kifejezést taldlni.
mert ezekbol egy L-et leird regularis r kifejezés mar

r=> r(lq)

qeF

alakban eléallithat6. Az r(p, q) kifejezések meghatarozasa a dinamikus programozas méd-
szerével torténhet. Ehhez vezessiik be az L(p, q,t) nyelveket, ahol

L(p,q,t) = {x€X":6(p,x) =q, és alépések soran a kdzbensé allapotok az
{1,...,t} halmazbdl keriilnek ki.}

Mivel 6sszesen n allapot van, ha t = n, akkor mindegyik allapot hasznéalata megengedett,
tehét L(p,q) = L(p,q,n). [gy tehdt ha meghatérozzuk az L(p, ¢,n) nyelvekhez tartozd
regularis kifejezéseket, akkor készen vagyunk.

Vegyiik most szemiigyre az L(p, q,0) nyelvet. Ekkor semmilyen kozbensé allapot sem
lehet, azaz, ha van M-ben p-bol g-ba él, akkor a p és q kozotti éleken talalhato betiik
lesznek az L(p, q,0) nyelv elemei, valamint ha p = ¢, akkor € is. Abban az esetben, ha
nincs él és p # ¢, akkor L(p,q,0) = (). Mindegyik esetben egy, az L(p, ¢,0) nyelvet leird
regularis kifejezés konnyen felirato.

Tegyiik most fel, hogy az L(p,q,t — 1) nyelvekre mar van regularis kifejezésiink, je-
16lje ezeket r(p,q,t — 1). Most tekintsiik az L(p, q,t) nyelvet. Az L(p,q,t — 1) nyelvhez
képest az a kiilonbség hogy az automataban a lépések soran a t allapotot is érinthet-
jiik, akar tobbszor is. A t allapot két szomszédos meglatogatasa soran viszont most is
csak az {1,...,t — 1} dllapotokat hasznéalhatjuk. Tehdt az egész szamitéast felbonthatjuk
szakaszokra: {1,...,t — 1}-en keresztiil eljutunk ¢-be, azutdn néhanyszor (akar nulla-
szor) {1,...,t — 1}-en keresztiil visszajoviink t-be, majd t-bél eljutunk a ¢ éllapotba. Az
is lehet természetesen, hogy a t allapotot egyaltalan nem érintjiik — ezeket az eseteket
r(p,q,t — 1) mar leirja.

Mindezt 6sszerakva kapjuk, hogy

r(p,q,t) =r(p,q,t — 1) +r(p,t,t — Dr(t,t,t —1)"r(t,q,t — 1)

Ezzel az eljérdssal az r(p,q,0) reguldris kifejezésekbdl kiindulva eléallithatjuk az
r(p,q) = r(p,q,n) kifejezéseket, amelyek koziil a megfeleléeket Osszeadva megkapunk
egy, az L nyelvet leir6 reguléris kifejezést. O]

3.22. Megjegyzés Az eljdrds (kis mddositdssal) abban az esetben is mikodik, ha az M
automata nem determinisztikus.

3.23. Feladat Adjunk meqg eqy requldris kifejezést az alabbi automata dltal elfogadott
nyelvhez!
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a

a,b

ROSNO

Megoldas: Nézziik elszor az r(p, ¢,0) tipusui kifejezéseket!

r(p,1,0) r(p,2,0)
p=1 a+te¢ b
p=2 0 at+b+e

Hasznélva a bizonyitasban leirt képletet, valamint a regularis kifejezésekre alkalmazhato

egyszerusitéseket, kapjuk, hogy

r(1,1,1) = r(1,1,0)+7(1,1,0)r(1,1,0)*r(1,1,0) =
(at+e)+(at+e)(ate)(ate) =2a"

r(1,2,1) = r(1,2,0)+7(1,1,0)r(1,1,0)*r(1,2,0) =
b+ (a+e)(ate)'b=b+ab=a"b

fgy folytatva, t = 1-re a kovetkez6 regularis kifejezések adodnak

’r(p’ 17 ]‘) r(p7 27 1)
p=1 a* a*b
=2 0 atb+e
Ebbdl t = 2-re a regularis kifejezések:
r(p,1,2) | r(p,2,2)
p=1 a* a*b(a+b)*
p=2 0 (a+b)*

Az L-hez tartozé regularis kifejezés tehat r(1,2,2), azaz: a*b(a + b)*.

O Természetesen

megtehettiik volna, hogy kozben nem egyszerisitjiikk a kapott regularis kifejezéseket, ak-
kor egy ezzel ekvivalens, de 1ényegesen hosszabb, bonyolultabb kifejezést kaptunk volna.
A megkapott egyszerii alakbdl az automata altal elfogadott nyelv is konnyen kiolvashato:

kell legyen a széban b beti.
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4. fejezet

Nyelvtanok, regularis nyelvtanok

4.1. Nyelvtanok

Az itt targyalt formdlis nyelvtanok nem egészen olyanok, mint példaul a magyar nyelv-
tan. Inkdbb hasznédlhatéak mesterséges nyelvek, példaul programozasi nyelvek pontos
megadésara, mint egy beszélt nyelv helyes mondatainak tokéletes leirasara.

Jelent&ségiik abban 4ll, hogy véges eszkozt nydjtanak egy (esetleg) végtelen széhal-
maz leirasara.

4.1. Definicié Nyelvtan (vagy formadlis nyelvtan) alatt egy olyan G = (V, %, S, P) rend-
szert értink, ahol

o UV eqgy véges nem dires halmaz, a valtozok halmaza,

Y egy dbécé, VNY =0,

S eV akezdo valtozo,

o P eqy véges halmaz, az un. levezetési vagy produkcios szabalyok halmaza. P elemes
a — B alakiak, o és B tetszoleges, V' és X elemeibdl képzett sorozat, az egyetlen
megkdtés, hogy o tartalmazzon legaldbb egy valtozdt is (B lehet akdr az tires sz is).

A levezetési szabélyokra adott feltétel tomoren igy is frhaté: o € (V U X)*V(V U X)* és
g e (VUx):

4.2. Megjegyzés V elemeit szokas nemtermindlisoknak, a X elemeit termindlisoknak,
P elemeit pedig dtirdsi szabdlyoknak is hivni. Az elnevezést az indokolja, hogy a ¥ ka-
rakterer mdr nem vdltoznak a levezetés soran, mig V' elemei biztosan dtalakulnak még.
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4.3. Definicié Egy G nyelvtanbeli levezetés alatt olyan
To=N=72=" """=n

véges hosszu sorozatot értink (n > 0), melyben vy = S, tovdabbd v; € (V U X)*, és
mindeqyik ;1 megkaphato ~;-bol eqy levezetési szabdly alkalmazasaval. Ez azt jelenti,
hogy minden 0 < i < n esetén van olyan 01,09, v, B € (VUX)*, hogy i €s ;41 felbonthatd
Vi = 01ady, dlletve v = 61602 alakra és (o — ) € P.

Egy levezetés soran tehat amennyiben 7;-ben t6bb helyen is szerepel valamilyen szabaly
bal oldala, akkor akarmelyik bal oldal akarmelyik lehetséges helyettesitésével folytathat-
juk a levezetést.

4.4. Definicié Az olyan levezetést, amiben minden lépésben a lehetséges helyettesité-
sek kozil mindig eqy, a v; elejéhez legkdzelebbi helyettesitést végziink el bal-levezetésnek
hivjuk.

4.5. Példa Tekintsik a G = ({S},{a,b}, S, P) nyelvtant, ahol

P={S—aS, S—bS, S—c¢}

FEkkor S = aS = abS wvagy S = aS = abS = ab is eqy levezetés. Itt minden levezetés
egyben bal-levezetés is, mivel a nyelvtan szabdlyai olyanok, hogy eqyszerre csak eqy valtozo
szerepel a szavakban.

A nyelvtanok megadéasanal sokszor nem irjuk ki az 6sszes paramétert, csak a levezetési
szabalyokat soroljuk fel. Ha méast nem mondunk, akkor a szabalyokban szerepl6 kisbetiik
3] elemeit jelolik, a nagybetiik a valtozdkat, és az elso szabaly bal oldala a kezdovaltozo.
Ebben a formaban az el6z6 nyelvtan igy néz ki:

S—aS, S—=bS, S—¢

Tovabb tomoritve, azok a szabdlyok, melyeknek a bal oldalan ugyanaz &ll, 6sszevon-
hatoak, fiiggoleges vonallal elvalasztva a kiilonb6z6 jobb oldalakat,

S —aS|bS|e

A levezetések koziil azok lesznek érdekesek, amikor a kezd6valtozébdl indulva végiil
egy olyan sorozathoz jutunk, amiben mar nincsenek valtozok.

4.6. Definicié6 A G = (V, X, S, P) nyelvtan dltal generalt L(G) nyelv azokbdl a w € ¥*
szavakbol dll, melyekhez van egy wvalahany lépésbol dallo S = v = v = -+ = w
levezetés.
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Vegyiik észre, hogy ha egy levezetés soran eljutunk egy w € ¥* szdhoz, akkor a levezetés
tovabb mar biztos nem folytathatd, hiszen w nem tartalmaz valtozot, egyetlen szabaly
sem alkalmazhato.

4.7. Feladat Hatdrozzuk meg az elozo, 4.5. példaban szereplé nyelvtan dltal generdlt
nyelvet!

Megoldas: Tetszbleges ¥ € {a,b}" sz6 levezethetd, x kovetkezd betijétdl fiiggéen
kell az S — aS vagy az S — bS szabalyt hasznalni a levezetés soran, és amikor mar
megkaptuk a megfeleld betiiket, akkor az S — ¢ szabaly segitségével megszabadulunk
az S valtozétdl, azaz pl. x = aab esetén S = aS = aaS = aabS = aab egy levezetés,
amiben rendre az 1., 1., 2., 3. szabdlyt alkalmaztuk.

Tehdt L(G) = {a,b}* O

4.8. Feladat Alljon a nyelvtan az alabbi szabdlyokbol:
S —aSh|e

Hatdrozzuk meg az dltala generdlt nyelvet!

Megoldas: A korabban leirtak szerint a nyelvtannak egyetlen véltozéja van (S), ami
egyben a nyelvtan kezdévaltozodja is, tovabba van két levezetési szabaly. Ha ezek koziil a
masodikat (S = ¢) alkalmazzuk, a levezetés véget ér. Ha el6tte n 1épés volt a levezetés
soran, akkor végiil az a"b"™ szét kaptuk meg. Tehdt L(G) = {a"b" : n > 0}. (Az iires sz6
is eleme a nyelvnek, ezt az S = ¢ levezetés adja, ekkor n = 0.) U

4.9. Példa Tekintsiik az aldbbi szabdlyokkal megadott nyelvtant!

S — aSBC' | abC (1-2)
CB — BC (3)
bB — bb (4)
bC — bc (5)
cC — cc (6)

Ekkor S a kezdbvdltoze, V. = {B,C,S} és ¥ = {a,b,c}. Figyeljik meg a levezetési
szabalyok alkalmazdsdnak az aldbbi sorrendjét (az aldhizott rész jeloli a kivetkezdként
alkalmazott szabdly bal oldaldt, a nyil feletti szdm a szabdly sorszamdt):

S = aSBC = aaSBCBC 2 aaabCBCBC 2 aaaabcBCBC 2 aaabcBBCC

42



Lathato, hogy ,elakadtunk”, madr eqy szabaly sem alkalmazhato, tehdat ezen a modon
nem kapjuk meg L(G) egy elemét. Viszont ha mdsként vdlasztjuk meg az egyes lépéseket,
akkor eqy ¥ feletti szohoz juthatunk.

Kénnyen ldthatd, hogy minden a'v'c’ tipusi szé (i > 1) eleme az L(G) nyelvnek,
mert

S Sy =... =y =a"""vCBCB...CBC =
> _—

n

3 3 3 4

Yrt2 = Vg = ... = a"TbB"C"T! S
4 4 4 5

Y = Vg1 = ... = a"TiprTiontt 2

6 6 6 6
an-i—lbn-i-lccm = V= Vel = .. = an-i-lbn-‘rlcn-‘rl

Megmutathato, hogy csak az ilyen tipusi szavak vezethetdk le a nyelvtanbol, azaz L(G) =
{ab'c’ 11 > 1}.

4.10. Feladat Adjunk meg egy nyelvtant az {a,b} dbécé feletti palindromokhoz!

Megoldas: Egy lehetséges megoldds: S — aSa|bSb|a|b|e

Trividlisan igaz, hogy az igy generdlt nyelvben nincs olyan sz6, amely nem palindrom.
Azt, hogy minden palindrom levezetheto, a sz6 hossza szerinti indukcioval bizonyitjuk. A
0 és 1 hosszu palindromok egyetlen lépésben levezethetdk. Tegyiik fel, hogy mar tudjuk,
minden k-nal révidebb palindrom levezetheté a nyelvtanbdl. Mivel minden, legalabb 2
hosszi palindrom olyan, hogy az elsé és utolsé karaktere azonos, a ketté kozott pedig egy
rovidebb w’ palindrom &ll, a levezetés elsé 1épéseként az 1. vagy 2. szabéllyal eléallithatjuk
az elsd és utolsé betlit, a keletkezett S valtozdbdl pedig az indukcié miatt w’ levezethetd.
fgy tehat a generalt nyelv minden palindromot tartalmaz. (l

4.11. Feladat Legyen ¥ = {a,b} és L dlljon azokbdl a szavakbdl, melyekben az a betiik
szama megegyezik a b betiik szamdval. Adjunk olyan G nyelvtant, amire L(G) = L.

Megoldas: Egy lehetséges megoldds: S — aSbS | bSaS | e

Ahhoz, hogy ez valéban j6 nyelvtan, elOszor is vegyiik észre, hogy minden esetben,
amikor valamelyik szabdlyt alkalmazzuk, ugyanannyi a-t generalunk, mint ahany b-t, és
ezek a betlik meg is maradnak a tovabbiakban, ezért L(G) C L.

Azt kell még megmutatni, hogy minden w € L sz6 levezethetd. Ezt a w hossza szerinti
indukcioval latjuk be. Nyilvan ez igaz a 0 hosszii w = € szora. A kett6 hosszu szavakra
is konnyt latni, mert vagy az els6 vagy a masodik szabaly egyszeri alkalmazasa utan a
harmadik szabdlyt kétszer hasznalva megkaphatjuk a w szot.

Tegyiik fel, hogy L legfeljebb k hosszi szavairél mar tudjuk, hogy levezethetdk és
legyen |w| = k + 1. T6bb eset lehetséges: amennyiben w = aw’b, akkor w’ € L és ebben
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az esetben az S = aSbS kezdés utan S elsé elofordulasabdl, az indukcids feltevés szerint
w' levezethetd, miutdn a méasodik S betilire az S — € szabalyt alkalmazva megkapjuk a
w szot.

Hasonldan jarhatunk el, amennyiben w = bw’a.

Ha viszont w els6 és utolsé betiije megegyezik, akkor w felirhaté aw’bw” vagy bw’aw”
alakban, ahol w’, w” € L. (Példaul ha w az a betiivel kezd6dik, akkor aw'p lehet az elsd
nem {iires kezdészelet, amiben az a és b betiik szdima megegyezik.) A két eset hasonldan
kezelhetd, pl. az elsénél az S = aSbS lépéssel indulva, az indukcios feltevés miatt S elsd
el6fordulasabdl levezethetjiik a w’ sz6t, a masodik el6forduldsabdl pedig a w” szét. O

4.2. Chomsky-féle nyelvosztalyok

Noam Chomsky a nyelvtanok 4 tipusat definidlta aszerint, hogy milyen megkotéseket
tesziink a szabalyok alakjara. Latni fogjuk, hogy ezek a megkotések jél vannak kitalalva:
az igy definialt nyelvosztalyok szoros kapcsolatban dllnak a nyelvek felismerésére szolgdld
kiilonféle automatakkal.

A nyelvtan-tipusok 0-t6l 3-ig vannak szamozva.

4.12. Definicié A G nyelvtan a 3. osztalyba tartozik ha szabdlyai A — aB illetve
A — a alakiak (A,B €V ésa € X tetszileges).

A fentieken kivil megengedett még a kezddvdltozora az S — € szabaly, amennyiben S
nem fordul eld egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

4.13. Definicié A G nyelvtan a 2. osztalyba tartozik ha szabdlyai A — o alakiak, ahol
AecV ésae (VUX) tetszdleges, de legaldbb 1 hosszi.

A fentieken kivil megengedett még a kezdévdltozora az S — € szabdly, amennyiben S
nem fordul eld egyetlen szabdly jobb oldalan sem.

4.14. Definicié A G nyelvtan az 1. osztalyba tartozik, ha szabdlyai Ay — Bary ala-
kiak, ahol A €V és a, B,y € (V UX)* tetszdleges, de o legaldbb 1 hosszu.

A fentieken kiviil megengedett még a kezdévdltozora az S — € szabdly, amennyiben S
nem fordul eld egyetlen szabdly bal oldaldn sem.

4.15. Definicié A 0. osztély nyelvtanaira semmilyen megkdtés nincs (a szokdsos meg-
kitésen kivil, miszerint a bal oldal legaldbb egy valtozot tartalmaz).

A 3. osztalyba tartozo nyelvtanokat nevezik reguldris nyelvtanoknak is, majd latni
fogjuk (4.20. tétel), hogy ez az elnevezés megalapozott.

A 2. osztalyba tartozé nyelvtanok maésik elnevezése kiornyezetfiiggetlen nyelvtanok,
vagy roviden CF nyelvtanok az angol context free elnevezésbol. Ez az elnevezés arra
utal, hogy az A valtozét barmely kornyezetben helyettesithetjiik az a jobb oldallal.
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Ezzel szemben az 1. osztdly nyelvtanai, ahol az A valtozét nem lehet akarmikor az o
karaktersorozattal helyettesiteni, csak ha a megfelel§ kornyezetben van (elétte 5, utana
all) a kornyezetfiggé nyelvtanok, vagy roviden CS nyelvtanok az angol context sensitive
elnevezésbol.

A 0. osztalynak nincs kiilon neve.

A definiciobdl kovetkezik, hogy egy i. osztalybeli nyelvtan egyben j. osztalybeli is,
ha j <.

4.16. Definicié Az L nyelv az i-edik osztalyba tartozik, ha van olyan i-edik osztdalyu G
nyelvtan, amire L(G) = L.
Az i-edik osztalyba tartozo nyelvek halmazdt jelolje L;.

A definicié kévetkezménye, hogy L3 C Lo C L1 C L.

Majd latni fogjuk, hogy ezek mindegyike valédi tartalmazas, azaz minden esetben
van olyan nyelv, amihez van i-edik osztédlyba tartozé nyelvtan, de (i + 1)-edik osztalyba
tartozé mar nincs.

Most azt mutatjuk meg, hogy van olyan nyelv, amire nem tudunk nyelvtant késziteni.

4.17. Tétel Van olyan L nyelv, amihez nincs generdlo nyelvtan.

Bizonyitds. Az allitas szamossagi megfontolasbol kovetkezik. Az abécé egy véges halmaz,
ezért az Osszes sz6 X* halmaza megszamlalhatéan végtelen halmaz, a nyelvek pedig ezen
megszamlalhatéan végtelen halmaz kontinuum szamossagi hatvanyhalmazat alkotjak.
Ezzel szemben minden nyelvtan leirhaté egy véges jelsorozattal valamilyen fix dbécé
felett (mondjuk bindrisan elkédolva), ezért a nyelvtanok szdmossiga megszamlalhato,
igy megszamlalhato a nyelvtanokkal leirhaté nyelvek szamosséga is.
Késobb mutatni fogunk olyan L nyelvet is, amire L & L. [

4.18. Feladat Adjunk 3. osztdlybeli nyelvtant az {a,b}" nyelvre!

Megoldas: A 4.5. példabeli nyelvtan nem megfeleld, hiszen az csak a 0. osztalyba
tartozik bele, de nem nehéz igy moédositani, hogy mar megfeleljen a 3. osztdly kovetel-
ményeinek, csak arrdl kell gondoskodni, hogy a kezdévaltozo ne szerepeljen szabaly jobb
oldalan.

S — ¢e|adA|vAlalb
A — aA|bA|a|b
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4.3. Regularis nyelvtanok

Meg fogjuk mutatni, hogy a reguldris nyelvtanok pontosan a reguléris nyelveket, vagyis a
véges automatakkal felismerheto nyelveket generaljak. Ehhez sziikségiink lesz a kdvetkezd
allitasra.

4.19. Tétel Minden M = (Q, %, 6, qo, F') véges automatdhoz készithetd egy olyan M' =
(Q',2,0,q0, F') véges automata, melynek nincs olyan szamitdsa, amiben a q a kezdet
utdn késdébb is eldfordul és amelyre L(M) = L(M").

Bizonyitds. Ha M-nek nincs olyan dtmenete, ahol §(p, a) = qo, akkor M’ = M megfelelé.
Ellenkez6 esetben legyen ¢ egy 1j allapot, Q" = QU{q,}, F' = {q'} (¢ lesz az az allapot,
ahova gy helyett az dtmenetek mutatnak majd). Ehhez az M’ dllapotatmeneteit minden
p € Q és a € Y esetén definidljuk a kovetkezoképpen:

5/(p7 Cl) = 5(p7 CL), ha 5(p7 CL) 7£ 40
d(p,a) = qo, hap#qpés 6(p,a) = qo
8 (qp,a) = 0(qo,a)Va € ¥ esetén

Konnyen lathatd, hogy az igy kapott M’ megfelel az allitasnak. O]

4.20. Tétel Az L nyelvhez akkor és csak akkor létezik 3. osztalybeli nyelvtan, ha L
requldris.

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy L reguléris, azaz L felismerheto véges automataval.
Megmutatjuk, hogy ekkor generdlhaté reguléris nyelvtannal. Legyen M = (Q, X, 9, qo, F)
egy az el6zo, 4.19. tételnek megfeleld, az L nyelvet elfogadd véges automata. Ebbol
definidlunk egy megfelel6 nyelvtant. A nyelvtan valtozéi feleljenek meg M &llapotai-
nak: minden ¢ € ) allapothoz létrehozunk egy, a tobbitdl kiilonbozd A, valtozdt, azaz
V ={A4,: q € Q}. Legyen a kezd6valtoz6 S = A,,. Az automata minden &allapotatme-
netébdl egy vagy két levezetési szabaly lesz. A keletkezo szabalyok

A, — aA,, had(q,a)=0p
A, — a, had(qa)=peF
S — e hag €eF

Az igy kapott nyelvtan valéban regularis nyelvtan. Ehhez azt kell csak meggondol-
ni, hogy az S = A, kezddszimb6lum nem szerepel nyelvtani szabaly jobb oldaldn, de
ez teljesiil, mert az automatankban egyetlen allapotatmenet sem vezet a ¢y allapotba.
Az, hogy L(M) = L(G) az automata szamitdsai és a nyelvtan levezetései kozotti szoros
kapcsolat kovetkezménye. Az = = ajay...a, szén (a; € X, n > 0) az 19,71, ..., Tn1,Tn
allapotsorozat pontosan akkor elfogad6 szamitds, ha A, = a14,, = a1a24,, = - =
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a1ay . .. An 1A, | = a1ay...a, 160, egy levezetés. Mésrészt ¢ € L(G) csak ugy telje-
siilhet, ha van S — ¢ szabdly a nyelvtanban, aminek feltétele, hogy qy € F', azaz ha
e € L(M).

Visszafelé tegyiik fel, hogy G = (V, X, S, P) egy, az L nyelvet generdl regularis nyelv-
tan. A nyelvtan alapjan megadunk egy M = (Q, X%, 6, S, F) véges automatat L-hez. Az
allapotok a valtozéknak fognak megfelelni, egy, a levezetés végét jelképezo allapottal ki-
egészitve, azaz Q = VU{FE}, ahol E ¢ V. A kezddéllapot az S kezd6véltozd. Amennyiben
nincs a nyelvtanban S — ¢ szabdly, akkor legyen F' = {E'}, kiilonben pedig F' = {E, S}.
Az allapotatmeneteket definialjuk a kovetkezoképpen

d(A,a) =B, havan A — aB szabdly
0(A,a) = F, havan A — a szabdly

Ezzel megadtunk egy M nemdeterminisztikus véges automatat. Ebbdl kévetkezik, hogy
L(M) regularis (2.16. tétel), mar csak azt kell megmutatni, hogy L(M) = L(G).

Ennek az automaténak egy x = ajasy...a, széhoz (n > 0) tartozd elfogadd szami-
tasai megfelelnek a nyelvtanban x levezetéseinek, mert S = a; Ay = aja34y = -+ =
a1Qs . ..0p_1An_1 = aias...a,_1a, pontosan akkor levezetés, ha az S, Ay, A, ..., A,_1,
E az M véges automatanak egy elfogadd szamitdsa. A 0 hosszi széra pedig teljesiil, hogy
e € L(M) pontosan akkor, ha S elfogad6 allapot, ez pedig pontosan akkor van, ha a
nyelvtanban van S — ¢ szabdly, azaz amikor € € L(G). O

4.21. Megjegyzés Ha ¢ & L, akkor felesleges megcsindlni a 4.19. szerinti dtalakitdst,
hiszen nem lesz S — ¢ szabdly a nyelvtanban, ami gondot okozhatna.

4.22. Feladat Az iménti bizonyitdsban haszndlt konstrukcid segitségével készitsink au-
tomatdt az aldbbi nyelvtannal megadott nyelvhez:

— aA|bB|b
aS | bC
aC | bS
aB|bA|a

QW= »
Ll

Megoldas: A kapott nemdeterminisztikus véges automata
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A kordbban definidlt regularis nyelvtanokat szoktak jobb-requldris nyelvtanoknak is
hivni, mivel a levezetések soran minden lépésben a kapott karaktersorozat jobb oldalan
van a valtoz6. Ennek mintdjara definialhatunk bal-regularis nyelvtanokat is.

4.23. Definicié Bal-regularis egy olyan nyelvtan, amelyben a levezetési szabalyok A —
Ba, illetve A — a alakiak. Tovabbd megengedett az S — e szabdly is, amennyiben S
nem fordul eld egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

Egy bal-regularis nyelvtan a 2. Chomsky-féle osztalyban van, de nincs a 3. osztalyban
(ha van benne A — Ba tipusui szabdly). Azonban nem nehéz latni, hogy minden bal-
regularis nyelvtan ,atfordithaté” egy reguléris nyelvtanna a generdlt nyelv megorzésével.

Tegyiik fel, hogy van egy G bal-reguléris nyelvtanunk, ami az L nyelvet generélja. Ha
a nyelvtan minden A — Ba szabalyaban megcseréljiik a jobb oldalon all6 két karaktert,
azaz az el6z6 szabaly helyett az A — aB szabalyt tekintjiik, akkor igy egy jobb-regularis
nyelvtant kapunk, mely éppen az L nyelv forditottjat generalja. Az L forditottjat szo-
kés L~ 1-gyel jelolni, ez a nyelv éppen az L szavainak megforditdsit tartalmazza, azaz
aias . . .a, pontosan akkor van L~ !-ben, ha a, ...asa; L-beli.

A fenti eljardssal G-bol kapott jobb-regularis nyelvtant G’-vel jelolve azt mondhat-
juk tehdt, hogy L(G") = L', G'-hoz a 4.20. tételben latott eljardssal készitiink egy M’
véges automatdt, amire tehdt igaz lesz, hogy L(M') = L~'. Ezt az automatat kénnyen
atalakithatjuk olyan automatava, melynek csak egyetlen elfogadé allapota van: ez meg-
tehetd példaul egy 1j elfogadd allapot bevezetésével, amibe minden korabbi elfogadd
allapotbdl € mozgassal tudunk eljutni. Legyen ez az dtalakitott automata M”. Vildgos,
hogy L(M") = L™! is fennall. Ha most M”-ben minden nyilat megforditunk, a korabbi
egyetlen elfogado allapotot kezddédllapottd tessziik, a korabbi kezdot pedig elfogaddva,
akkor az 1j M automata éppen L(M") = L~! forditottjat, azaz L-et ismeri fel. M-hez
a 4.20. tételben latott eljarassal elkészithetiink egy jobb-reguldris nyelvtant, ami ezek
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szerint ekvivalens lesz a kiindulasi bal-regularis nyelvtanunkkal, azaz ugyanazt a nyelvet
generalja.

A forditott irdny (jobb-regularisbdl bal-regularis nyelvtan készitése) hasonléan kap-
haté: jobb-reguléris nyelvtan L-re — véges automata L-re a szokésos eljarassal — véges
automata L~ !-re a nyilak atforgatdsdval — jobb-reguldris nyelvtan L~!-re a szokdsos
eljarassal — bal-regularis nyelvtan L-re a szabdlyok jobb oldalanak felcserélésével.
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5. fejezet

Regularis nyelvek algoritmikus
kérdései

Egy L reguléris nyelv az eddigi eredmények szerint megadhaté véges automataval, regula-
ris kifejezéssel vagy regularis nyelvtannal. Felmeriil, hogy egy igy megadott nyelv néhany
egyszerli tulajdonsagat (iires-e, véges-e, két nyelv azonos-e), hogyan tudjuk eldonteni.

5.1. Beletartozas

Adott: L C ¥* regularis nyelv, tovabba egy = € ¥* sz6.
Kérdés: x € L?

Ha a nyelv determinisztikus véges automataval adott, akkor csak végig kell kovetni
az allapotvaltozasokat és kideriil, elfogadé allapotba jut-e.

Ha a nyelv egy M nemdeterminisztikus véges automataval van megadva, akkor az M
automatanak az x széon lehetséges Osszes szamitasat kovetni kell. Ezt megvaldsithatjuk
ugy, hogy determinizdljuk az automatédt (2.16. tétel), és az igy kapott determinisztikus
véges automataval dolgozunk az eléz6ek szerint. A determinizalas az M méretében ex-
ponencidlis eljards (de fiiggetlen az x sz6tdl), utdna mar = hosszaval ardnyos 1épésszam
elegendo.

Egy mésik lehetoség, hogy determinizélas nélkiil meghatérozzuk, hogy az i-edik 1épés-
ben mely allapotokba keriilhet M. Ez 1épésenként az M allapotainak szaméval ardanyos
idoben torténhet. Ez az eljaras akkor gyorsabb az el6zénél, ha x hossza M méretéhez
képest nem tul nagy.

Ha L regularis nyelvtannal adott, akkor ki tudjuk prébalni az 6sszes, legfeljebb |x| 16-
péshal allo levezetést, megkapjuk-e valamelyiknél az x sz6t. Ha minden valtozo legfeljebb
k szabaly bal oldalan all, akkor ez legfeljebb kl*l lehet6ség.

Hosszu x szavakra ennél jobb mddszer, ha a nyelvtanbdl elkészitjiik a véges automatat
(4.20. tétel), és utdna hasznaljuk valamelyik el6zé mddszert.
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5.2. Uresség

Adott: L C ¥* regularis nyelv.
Kérdés: L =07

Ha az L nyelv (nemdeterminisztikus) automatéval adott, akkor ez arra a grafelméleti
kérdésre vezet, hogy az automataban vezet-e Ut a kezdoallapotbdl legalabb egy elfogadd
allapotba. Ez példaul egy szélességi vagy mélységi bejarassal eldontheto, a 1épésszam az
automata méretében linearis lesz. Az utat alkoté élek cimkéit sorban leolvasva megkapjuk
a nyelv egy szavat is.

Azt is megtehettiik volna, hogy a kezdeti, esetleg nemdeterminisztikus véges auto-
matat determinizdljuk (2.16.), majd ezt minimalizdaljuk (2.29.). Az eredménynek a 3.3.
tételben mutatottnak kell lenni, amennyiben L = (). Hitrdnya ennek a médszernek, hogy
a determinizalds az allapotok szamaban exponencidlis idejli lehet, és végiil a kapott,
minimalizdlandé véges automata mérete is lehet exponencidlis.

Ha L regularis nyelvtannal adott, akkor elkészithetiink hozza egy nemdeterminiszti-
kus véges automatat (4.20. tétel) és ebben vizsgalhatjuk az elérhetéséget.

Egy regularis kifejezés altal leirt nyelv esetén vagy a 3.20. allitas alapjan elkészitjiik a
regularis kifejezésbol a véges automatat, és megint a kezdéallapotbol az elfogadd allapo-
tok elérhetoségét vizsgaljuk, vagy lehet kozvetleniil a regularis kifejezésbol is okoskodni.
Ehhez azt kell hasznalni, hogy L(r; +13) pontosan akkor lesz iires, ha L(ry) = L(rq) = (),
mig L(r1re) pontosan akkor iires, ha az L(r;) nyelvek legaldbb egyike iires. Ezekbdl, és
abbdl, hogy L(r*) soha sem iires, a teljes reguldris kifejezés felépitését kovetve meghata-
rozhatd, hogy L az iires nyelv-e vagy nem.

5.3. Egyenloség

Adott: Ly, Ly C ¥* regularis nyelvek.

Kérdés: L, =L, ?

(Ez az €l6z6 kérdés dltaldnositdsa, amely Lo = () speciélis esetben kaphatd.)
Amennyiben a nyelvekhez van egy-egy, akdar nemdeterminisztikus véges automatank,

akkor ezeket sziikség esetén determinizdlva (2.16.) tétel, majd minimalizdlva (2.29., ele-

gendo a kapott két automatat osszehasonlitani. A kezdoallapotokat megfeleltetjiik egy-

masnak, majd az allapotatmenetek segitségével a két automata tovabbi allapotait is

megprobaljuk azonositani. Ha ez maradéktalanul sikeriil, és az elfogadé allapotok is el-

fogadd allapotoknak felelnek meg, akkor a két automata izomorf, a nyelvek azonosak.

Egyébként pedig a minimalautomata egyértelmiisége miatt a nyelvek kiilonboznek.

5.1. Megjegyzés A két automata izomorfidja a vdzolt mdodon linedris idében megold-
hato. Ez eqy sokkal eqyszeribb kérdés, mint dltalaban két grdf izomorfidjanak eldéntése.
A determinisztikus véges automatdk grdfjaindl a cimkék segitenek, mert eqyértelmiien
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meghatdrozzak az dallapothalmazok kiozotti egyetlen lehetséges megfeleltetést, amit mar
csak ellenorizniink kell.

5.2. Megjegyzés Bdr az eljards a minimalautomatdk méretében linedris, de ha erede-
tileg nemdeterminisztikus automatdnk volt, a determinizalds sordn az automatdk mérete
exponencidlisan megnohetett.

Ha a nyelvek regularis nyelvtannal vagy regularis kifejezéssel adottak, akkor célszerti
elkésziteni beldliik az automatdkat és utana az el6z6 modszert hasznélni.

A kérdést visszavezethetjiik az iiresség eldontésére is (amennyiben L; és Ly deter-
minisztikus teljes véges automatajat elkészitettiik), mert L; = Lo akkor és csak akkor
teljesiil, ha (L1 N Ly) U (Ly N Ly) = 0, és a komplementer nyelvekhez, metszetekhez,
unidhoz tudunk véges automatét késziteni (3.4. tétel).

5.4. Diszjunktsag

Adott: Ly, Ly C ¥* regularis nyelvek.
Kérdés: LiNLy =07

Itt is az a célszer(i. hogy (még ha nem is gy vannak megadva), egy-egy, akar nem-
determinisztikus véges automatat vesziink a nyelvekhez. Ezekbol az Li N Ly nyelvhez is
tudunk egy véges automatat késziteni (3.4. tétel). Errél azt kell eldonteni, van-e olyan
sz6, amit elfogad. Ha nincs ilyen, akkor a nyelvek diszjunktak, kiilonben nem. fgy tehat
visszavezettiik a problémat a metszet nyelv tirességének eldontésére.

5.5. Végesség

Adott: L C ¥* regularis nyelv.
Kérdés: L elemszama véges?

Ezt is az automatdk alapjan lehet egyszertien eldonteni, de sziikségiink van a pum-
péalasi lemma (3.11. lemma) egy kovetkezményére is.

5.3. Tétel Legyen L reqularis nyelv és n a hozzd tartozo minimdlautomata dllapotainak
szama. Az L nyelvnek akkor és csak akkor van végtelen sok eleme, ha létezik olyan w € L
s20, hogy n < |w| < 2n.

Bizonyitds. <:

A pumpalési lemma bizonyitasabol tudjuk, hogy n lesz a pumpalasi hossz, tehat ha
létezik legalabb n hosszu az L nyelvbe tartozé sz, akkor az pumpalhato, amivel a nyelv
végtelen sok kiilénboz6 elemét kapjuk.

=
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A miésik iranyhoz azt kell megmutatnunk, hogy a nyelv végtelen sok szava kozott kell
legyen olyan, melynek hossza az [n, 2n] intervallumba esik. Legyen x € L egy legrovidebb
sz6, melyre |x| > n. llyen = sz6 a nyelv végtelensége miatt biztosan van. Belatjuk,
hogy ez az x megfeleld. Ugyanis, ha |z| > 2n lenne, akkor a pumpéldsi lemma szerinti
felirhaté @ = wvw alakban tgy, hogy uv*w € L minden k > 0 esetén. Ha ezt k = 0
valasztassal alkalmazzuk, akkor az uw € L sz6t kapjuk. Ennek a szénak a hosszara igaz,
hogy |uw| = 2n — |v| > n, mivel, a pumpéldsi lemma miatt v hossza legfeljebb n. Tehét
talaltunk egy olyan szét az L nyelvben, aminek hossza legalabb n, de révidebb, mint x
hossza, ami ellentmond = véalasztasanak. n

A fenti tétel értelmében a nyelv végességének eldontéséhez elegendo, ha kiprébaljuk,
van-e olyan x sz6, melynek hossza n és 2n kozé esik, és amit az el6allitott minimalauto-
mata elfogad.

Ez az eljards a minimédlautomata (esetleg exponencidlisan sok 1épést igényld) eléalli-
tdsdn til még exponencidlisan sok (22" — 2" — 1 = 2"(2" — 1) — 1) sz6 végigkovetését is
jelentheti az automatan.

5.4. Megjegyzés Minden véges nyelv requldris, mert példaul az a requldris kifejezés j0
hozzd, ami a nyelv szavainak 6sszegébdl dll. (Véges automatdt és requldris nyelvtant is
egyszerd megadni egy véges nyelvhez.)
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6. fejezet

Kornyezetfiiggetlen nyelvek

A 4.1 fejezetben leirtak szerint egy L nyelv akkor kérnyezetfiiggetlen (roviden CF), ha
van hozza 2. osztalybeli nyelvtan. Egy ilyen nyelvtan minden szabalya egy valtozo egy
lehetséges helyettesitését adja meg.

6.1. Levezetési fa

Egy sz6 CF nyelvtannal torténo levezetése sokszor jobban attekintheté ha a 1épéseket
egy faba rendezziik.

6.1. Definicié Legyen G egy 2. osztdlybeli nyelvtan és x eqy szo. Az x levezetési faja
G-ben eqy gyokeres fa, melyben

e a gyokér a kezdovdltozoval,
e minden nem levél csics eqy-eqy valtozoval,

minden levél pedig ¥ eqy-eqy elemével (vagy e-nal) van cimkézve.

Ha eqy A csics gyerekei balrol jobbra olvasva By, Bs, . .., By, akkor a nyelvtannak
van A — B1Bsy ... By szabdlya. (Itt B; € YUV U{e}.)

A levelek balrdl jobbra olvasva éppen az x szot adjdk.

A definiciébdl vilagos, hogy egy = € L(G) sz6 tetszoleges levezetésébdl lehet levezetési
fat késziteni, és a levezetési fabdl is kiolvashato legalabb egy levezetés.

Fontos azonban megjegyezni, hogy mig a levezetés egyértelmiien meghatarozza a fat,
visszafelé ez nem igaz, altaldban egy levezetési fabol ugyanannak a szénak tébb leve-
zetése is kiolvashatd. Ha viszont ragaszkodunk a bal-levezetéshez, akkor ezt mar a fa
egyértelmiien meghatarozza.
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6.2. Példa Az alabbi CF nyelvtan az egyszeri aritmetikai kifejezéseket irja le:

S—>S—|—S|S:S| (S) | j
1 3

Itt S az egyetlen vdltozo, az dbécé elemei pedig + %, a, valamint a nyito és csuko zdrojel.
Eqgy lehetséges levezetés:
S$§+Séa+§éa—l—ﬁ*Séa—I—a*ﬁéa—l—a*a

Az ehhez tartozo levezetési fa pedig
/ S \
S + S

a S *

\S

a a

Ebbol a levezetési fabol mdsik levezetés is kiolvashato, példaul
1 2 4 4 4
S=954+5=>954+58«5S=54axS=S+axa=a+axa
vagy lehet un. jobb-levezetést is késziteni, amikor mindig a lequtolsé valtozot helyettesit-
gk
S254+5254+85%S>85+S+a=>S+axa=a+axa

6.3. Megjegyzés Figyeljik meg, hogy reguldris nyelvtanok esetén a levezetési fa eqy
olyan bindris fa lesz, amelynek minden levele a szilé csucs bal oldaldn van. Ilyenkor a
levezetési fahoz egyetlen levezetés tartozik, minden levezetés bal-levezetés és jobb-levezetés
15 egyben.

6.2. Egyértelmiiség

Egy nyelvtannal kapcsolatban az egyik fontos kérdés az, hogy mely szavakat generdlja.
Gyakran az is fontos kérdés azonban, hogy az egyes generalt szavakat hanyféleképp tudja
a nyelvtan eléallitani. Ebben a részben ezt a kérdést jarjuk koriil.
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6.4. Definicio Egy w € ¥* sz0 egyértelmien levezetheté a G nyelvtanbdl, ha G-ben
csak eqy levezetési fdja van.

A G nyelvtan egyértelmii, ha G-bél minden w € L(G) sz0 egyértelmiien levezethetd.
Az L nyelv egyértelmi, ha Ilétezik eqyértelmii nyelvtana.

6.5. Megjegyzés Az egyértelmiien levezethetdség fenti definicidja ekvivalens azzal, hogy
a $20 bal-levezetése egyértelms.

6.6. Allitds A2 E — E+ E | Ex E | (E) | a nyelvtan nem egyértelmd, de a generdlt
nyelve egyértelmi.

Bizonyitdas. Példaul az a + a x a sz6 levezetése nem egyértelmii, mert két levezetési fa is
tartozik hozza.

I, I
SN D

a E * a
a a a a
A két megfelel6 bal-levezetés:
F=F+F=a+F=a+FExE=a+axFE =a+ax*a,
illetve
F=FEF«xEFE=F+FE+«xE=a+FExE=a+axFE=a-+axa.
Tekintsiik az alabbi G’ nyelvtant:
E—-E+T|T
T—TxF|F (6.1)
F—(E)]|a

Vilagos, hogy a G’ nyelvtannal levezethetd aritmetikai kifejezések levezethetdk az
eredeti nyelvtanbdl is.

Lassuk be most azt, hogy ami az eredeti nyelvtannal levezetheto, az egyértelmiien
levezethet6 G'-vel is.
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Legyen w egy, az eredeti nyelvtanbdl levezetheté szo. A w hossza szerinti teljes in-
dukciéval bizonyithaté, hogy w a G’ nyelvtanban egyértelmiien vezetheto le.

Legyen ugyanis |w| = 1. Ekkor w = a, és ez csak a E = T = F = a lépésekkel
kaphato meg.

Tegyiik fel, hogy mar minden n-nél révidebb széra (n > 1) igaz az éllitas és legyen
|w| = n. Ha van a w-ben zardjelen kiviili +, akkor a levezetés elsé 1épésének ezek koziil

az utolsot 1étre kell hoznia, tehat a kezdés £ = E + T. Az itt 1év6 + a levezetésben az
)

utolsé. Ekkor a megfeleld részszavakat kell a keletklgz()les’gt E illetve T valtozébdl generalni,
és ezek, az indukcids feltevés miatt, mar egyértelmiien teheték meg.

Ha nincs zardjelen kiviili +, de van zardjelen kiviili * a w szdéban, akkor hasonld
megfontolasbdl a levezetés elsé néhany lépése £ = T = F ? T kell legyen, a folytatéas

utolsé
pedig ismét az indukcids feltevés miatt egyértelmii.

Amennyiben sem +, sem * nincs zaréjelen kiviil, akkor a kezdés £ = T = F = (F)
lesz, és ismét az indukcié miatt egyértelmii a folytatas. O

6.7. Megjegyzés A levezetési fa az aritmetikai kifejezések esetén tekinthetd a kiérté-
kelési folyamat leirdsdnak is. Ebben az értelemben az elsé fa azt jelenti, hogy elobb a
szorzast végezzik el, utana adjuk hozzd az elsé paramétert, mig a mdsodik fa a két elsd
paraméter 6sszegét szorozza a harmadikkal. Ha a miveletek szokdsos elvégzési sorrend-
jét akarjuk megualésitani, akkor az elsé valtozat a helyes, és veqyiik €szre, hogy a fent
megadott eqyértelmi nyelvtan ezt a miveleti sorrendet valdsitja megq.

6.8. Megjegyzés A programozdsi nyelvekben eléfordulo feltételes utasitas nyelvtana az
aldbbi, legegyszeribb formdban nem egyértelmi:

if (felt) utasités
if (felt) utasitdsl else utasitds2

Itt az if és else utasitisokat a X dbécé karaktereinek tekintjiik, a felt és utasitas a felté-
teleket, illetve a feltételek teljestilése esetén végrehajtando utasitdsokat jelképezik.

Példdul az if (feltl) if (felt2) utasitasl else utasitas2 esetén az else dg bdrmelyik
if része lehet, de szerencsére itt is van megfeleld egyértelmi nyelvtan, a programozaisi
nyelvek természetesen ez utobbit hasznaljdak.

A fenti nyelvtanhoz lehet késziteni egyértelmi verziét, de ez nincs mindig igy, ezt
mondja ki a kovetkezo tétel.

6.9. Tétel Létezik nem egyértelmi nyelv.

A bizonyitast 1ldsd késébb (6.40. tétel). Megjegyezziik, hogy a nyelvtanok egyértelmiisé-
gének eldontése altalaban nem konnyt feladat, lasd a 12.16. tételt.
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6.3. CF nyelvtanok atalakitasa

Célunk, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvhez kényelmesebb, vagy szamitégépes felhasz-
nalas szempontjabdl jobb nyelvtant talaljunk.

6.3.1. e-szabalyok

Ebben a részben azt mutatjuk meg, hogy lehetséges kissé enyhiteni a korabban tett
megkotéseinken a CF nyelvtanok szabdlyainak alakjara vonatkozdan: megengedhetiink
€ jobb oldalu szabalyokat korlatozas nélkiil, ebben az esetben is a kornyezetfiiggetlen
nyelveket tudjuk generalni.

Legyen G = (V, X, S, P) egy olyan nyelvtan, amiben minden szabdly A — « alaku.
Ez az esetleg elofordulé A — ¢ szabalyok miatt nem feltétleniil tartozik a 2. osztalyba,
de megmutatjuk, hogy dtalakithaté 2. osztalybeli G’ = (V/, %, 5, P') nyelvtannd. Ezen
allitas miatt, ha ugy kényelmesebb, egy nyelv kornyezetfiiggetlen voltat egy ilyen nyelvtan
megadésaval is igazolhatjuk.

6.10. Definicié Nevezziik elenyészo vdltozoknak azokat az A € V waltozokat, amelyekbol
az € sz0 levezetheto.

e-mentesités:
e Elenyészo valtozok meghatdrozasa
—1=1,2,..., esetén legyen

Niy1 =N, U{A €V : létezik (A — a) € P, hogy a € N/}

— Ha N; 41 = N;, akkor az eljaréds ledll, legyen N ez az utols6é halmaz.
e A nyelvtan atalakitasa

— ha (A — «) € P és a # ¢, akkor legyen (A — ) € P’ minden olyan  # ¢
sorozatra, ami az a sorozatbdl gy kaphatd, hogy annak valahény (akér nulla
darab) elenyészé véltozdjat elhagyjuk (e-nal helyettesitjiik).

— Ha S € N, akkor S’ egy 1j véltozé lesz az S" — ¢ | S szabdlyokkal, kiilonben
S =S.

Az eljaras helyességét harom lemman keresztiil bizonyitjuk.

6.11. Lemma Van olyan i < |V|, melyre N; = Ni1 és ekkor N = N; az elenyészd
valtozokbol dll.
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Bizonyitds. Mivel Ny C Ny C --- C V', ez a halmazsorozat legfeljebb |V| 1épésig néhet.
Ha N; = Njy1, akkor N; = Nj a j > ¢ + 1 esetekben N;;; definicidja miatt.

Egyrészt vildgos, hogy N csak elenyészo valtozokat tartalmaz, mésrészt N; éppen
az egy lépésben elenyész6 valtozokbol all. fgy Ny biztosan tartalmazza a legfeljebb 2
lépésben elenyészoket, altalaban NNV; pedig tartalmazza azokat a valtozokat, amelyekbdl
legfeljebb j 1épésben levezetheté az iires sz6. Mivel N; C N teljesiil, ezért N minden
elenyész6 valtozot tartalmasz. O]

6.12. Lemma Legyen x # € eqy $z0. Ha x az A € V wdltozébdl indulva levezethetd
G-ben, akkor az A vdltozobol indulva G'-ben is levezethetd.

Bizonyitds. A G-beli levezetés alljon n 1épésbdl. Az allitast n szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk.

Ha n = 1, akkor G-ben van A — x szabdly, és mivel x # ¢, ez szabaly G'-ben.

Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy G minden valtozdjara és minden abbdl n-nél rovi-
debben levezethetd szora mar igaz az allitas. Az x levezetésének elso 1épése legyen A = «
és a = X;... X, ahol X; € VUX. Ha X; egy valtozo, akkor jelolje x; € ¥X* az x szdénak
azt a darabjat, melyet a levezetés soran X;-bdl kapunk. Amennyiben X; € X, akkor
legyen z; = X;. Az « sorozatbdl minden olyan X;-t hagyjunk el, amelyre x; = ¢, legyen
ennek eredménye (. Ekkor az A — [ a G’ egy szabdlya, hiszen az elhagyott valtozok el-
enyészok, és G'-ben van A = 8 = --- = x levezetés, mert a meghagyott X; valtozokbdl,
az indukcios feltevés miatt a megfelel6 x; szavak levezethetok. m

6.13. Lemma Legyen x # € eqy sz0. Ha x az A € V waltozobdl indulva levezethetd
G'-ben, akkor az A wvdltozébdl indulva G-ben is levezethetd.

Bizonyitds. Ehhez csak azt kell észrevenni, hogy egy G’-beli levezetésben hasznalt min-
den X = [ helyettesités a G nyelvtan egy X — a = X X, ... X} szabalyabdl szarmazik,
néhany elenyészo X; valtozo elhagyasaval. Ezért X = o = --- = [ egy levezetés G-ben,
amikor a megfelel6 elenyészo valtozdkra egy X; = - - - = ¢ levezetést alkalmaztunk. [

6.14. Tétel Ha a G nyelvtan minden szabdlya A — « alaku, akkor az L(G) nyelv kor-
nyezetfiiggetlen.

Bizonyitds. A fent leirt eljarassal kapott G’ nyelvtan minden szabdlya A — « alaku,
ahol a csak akkor lehet az iires sz6, ha A = S’ az Gjonnan bevezetett kezdovaltozé, ami
csak az S" — € | S szabdlyokban szerepel, ezért a kapott nyelvtan valéban a 2. osztalyba
tartozik.

A két el6z6 lemma A = S, illetve A = S’ valasztassal garantalja, hogy minden x # ¢
szora x € L(G) akkor és csak akkor teljesiil, ha = € L(G").

Még az x = ¢ esetet kell ellenérizni. A leirt eljards szerint ¢ € L(G) akkor és csak
akkor igaz, ha S € N, és pontosan ekkor lesz ¢ € L(G’), mert G’ csak akkor generilja
az lires szot, ha bevezettiik az j S’ kezdévaltozét az S” — ¢ szaballyal egyiitt, ezt pedig
éppen S € N esetén tessziik. n
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6.15. Feladat Az alabbi nyelvtant alakitsuk dt CF nyelvtannd!

S — ABCD
A— CD | AC
B — Cb
C—ale

D —bD|e

Megoldas: El6szor hatarozzuk meg az elenyészé valtozok halmazat!

NO:{O7D}
N1 :{C,D,A}
N2:{C>D7A}

Mivel Ny = Ny, az algoritmus véget ér.
Az S kezddévaltozd nem elenyészo, ezért € nincs benne a nyelvben, igy nincs sziikség

1j kezddvaltozora sem.
A meglévo szabalyokat egészitsiik ki az ujakkal, ahol az elenyész6 valtozokat minden

lehetséges médon helyettesitjiik e-nal. A kapott 4 (és mér CF) nyelvtan:

S — ABCD | BCD | ABD | ABC | BD | BC | AB | B
A= CD|C|D|AC

B—Cb|b
C—a
D —1vD|b

O

6.16. Megjegyzés Ha a G nyelvtanban minden szabdly vagy A — aB vagy A — a vagy
A — ¢ alaki, ahol A,B € V, a € X, akkor a fenti eljaras eqy requldris G' nyelvtant
eredményez.

6.3.2. Egyszeres szabalyok

Az el6z6 pontban kapott, e-szabalyt mar nem tartalmazoé nyelvtanunk még tartalmazhat
olyan, n. egyszeres szabalyokat, melyeknek jobb oldalan egyetlen valtozé all. Ez belefér
a 2. tipusu nyelvtan definicigjaba, de néha konnyebb lenne olyan nyelvtannal dolgoz-
nunk, amiben ilyen szabalyok nincsenek. Most megmutatjuk, hogy ezek a szabalyok is
kikiiszobolhetéek a nyelvtanbdl.
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6.17. Definicié Egyszeres szabalynak hivjuk az A — B szabdlyokat, ahol A, B € V.

Legyen adott egy G = (V, X, S, P) kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
Egyszeres szabalyok kikiiszobo6lése:

e Vegyiilk az egyszeres szabalyok H grafjat, azaz azt a grafot, melynek csicsai a
valtozdk, és az A csicsbol akkor megy él a B cstcsba, ha van A — B szabdly a
nyelvtanban.

e Minden A € V csiicsra hatdrozzuk meg a H grafban bel6le elérhet6 valtozok U(A)
halmazat. (A € U(A) C V).

e A G nyelvtanbdl hagyjuk el az egyszeres szabalyokat

e Ha B € U(A), akkor minden (B — ) € P, |B| # 1 esetén vegyiik hozza a
nyelvtanhoz az A — [ szabalyt.

6.18. Tétel Az igy kapott G' kirnyezetfiiggetlen nyelvtanban nincs egyszeres szabdly és
L(G) = L(G").

Bizonyitds. Vilagos, hogy az eljarassal egy CF nyelvtant kapunk. Mivel el6szor elhagytuk
az egyszeres szabélyokat, a G’ nyelvtanban nincsenek egyszeres szabalyok. Azt kell tehat
még megmutatnunk, hogy L(G) = L(G’).

Egy, a G nyelvtanhoz tartozé S = - - - = x € ¥* levezetés, ha nem alkalmazunk benne
egyszeres szabalyt, akkor érvényes levezetés a G’ nyelvtan alapjan is. Amikor van benne
egy A1 = Ay = ... Ay = «a rész, ami az utolso 1épés kivételével egyszeres szabalyokbdl
all, akkor Ay, € U(A;) és ezért a G’ nyelvtan alapjan A; = « egy levezetési 1épés, azaz
az egyszeres szabdalyok sorozata ,kivaghatd” a levezetésekbdl.

A maésik irdnyban, a G’ egy levezetésében tetszoleges A = « 1épés megvaldsithaté a G
nyelvtanban egy A = A; = -+ = Ay = « lépéssorozattal (ha (A — «) ¢ P, akkor Ay €
U(A), az utolsé 1épés el6tti szabalyalkalmazasok egyszeres szabélyokat hasznalnak). [

6.19. Feladat Folytatva az elézd feladatot, sziintessiik meg a kapott nyelvtan egyszeres
szabdlyait!

Megoldas: Rajzoljuk fel a grafot:

S A
L /N
B C D
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Ez alapjan az atalakitott nyelvtan

B helyett
S—>ABC’D[BCD|BD|BO|m|ABD|ABO\AB
C helyett D helyett
A= CD| 72> |bD|b | AC
B—Cb|b
C —a
D —bvD|b

6.3.3. Felesleges szimbdlumok

Tekintsiink egy nem iires L kornyezetfiiggetlen nyelvet. Egy G = (V, X, S, P) nyelv-
tan hasznos szimbdlumai azok amelyek az L(G) = L nyelv valamely szavanak legaldbb
egy levezetésében elofordulnak. A tobbi, felesleges szimbdélumra nincs igazan sziikség, a
nyelvtant (és a levezetések keresését) egyszertisitjiik, ha ezekt6l megszabadulunk.

Alapvetéen kétféle felesleges szimbolum van. Az egyik esetben az a baj, hogy egy
X valtozobol nem lehet ¥* egyetlen elemét sem levezetni (nem terminalédik), a masik
esetben pedig az a baj, hogy az Y € V UX szimbolum egyetlen S-bdl indulé levezetésben
sem jelenik meg (nem elérheto).

Felesleges szimbdolumok elhagyasa

e Nem terminalodok elhagyasa
- By=X
—i=1,2,... esetén

B;=B;_1U{A €V : létezik (A — a) € P, amire « € B} |}

— Ha B; = B;,1, akkor alljon V' a B;-beli véltozokbdl, azaz V' = B;N V.

— Hagyjuk el azokat a szabdlyokat, amelyek tartalmaznak nem V’-beli véltozot
(a szabdly barmelyik oldalén).

e Nem elérhetok elhagyésa
- To ={S}
—i=1,2,... esetén

T,=T,.1 U {ZeV'UX: létezik (A — a) € P, hogy
A €Ty és Z elofordul a-ban}
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— HaT; =T;,1, akkor V' =T, NV és X' =T, N X.

— Hagyjuk el azokat a szabdlyokat, amelyek tartalmaznak nem 7T-beli szimbdlu-
mot (a szabaly barmelyik oldalan).

6.20. Tétel Minden L # 0 kornyezetfiiggetlen nyelv generdlhatd felesleges szimbdlumok
nélkily kornyezetfiiggetlen nyelvtannal.

Bizonyitds. Legyen G = (V, X, 5, P) egy CF nyelvtan amire L(G) = L. Alkalmazzuk
G-re a fenti kétrészes eljarast. Az eljaras véget ér, mert X C By C By C--- C XUV és
{S} C Ty CT1,C --- C XUV, igy legfeljebb |X U V| — 1 bévités lehetséges. A végén
kapott nyelvtan CF lesz, hiszen csak elhagytunk dolgokat egy CF nyelvtanbdl.

Vildgos, hogy az 1j nyelvtan ugyanazt generalja, amit az eredeti, hiszen csak olyan
szabalyokat dobtunk ki, amik soha nem vehettek részt terminal6do levezetésben. Azt kell
tehat mar csak megmutatnunk, hogy az 1j nyelvtan nem tartalmaz felesleges szimbdlu-
mokat.

Mivel a végsd Bj-ben azok a valtozok vannak, amelyekbdl egy w € X* sz6 levezethetd,
ezért V' a termindl6do valtozékbdl fog allni. A végso T; halmaz a kezd6valtozobdl elérhetd
szimbdélumokat tartalmazza, tehat V" valtozdi elérheték. Azt kell még latni, hogy a
masodik részben nem keletkeznek nem terminal6do valtozék. Ha G-ben volt egy A =

- = x € ¥* levezetés és A € V", akkor a levezetésben szereplé minden szimbdlum
elérhet6 a kezd6valtozobol (pl. A-n keresztiil), ezért a szerepld véltozok mindegyike benne
lesz a V" halmazban és igy x € ¥*. ]

6.21. Feladat Hagyjuk el a felesleges szimbolumokat az aldbbi nyelvtanbol:

S—ABla A—B|b

Megoldas: By = {a,b}, By ={S,A,a,b}, By = By, ezért V' = {5, A}, a nyelvtan ezen
a ponton

S—a A—b
Tovébb folytatva Ty = {S}, Ty = {S,a}, To = T}, a nyelvtan pedig végiil ez lesz:

S —a

O

6.22. Megjegyzés Ha a két részt forditott sorrendben végeznénk, akkor maradhatnak
felesleges szimbolumok a nyelvtanban. Példdul, ha ez elézd feladat nyelvtandbol elébb a
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nem elérhetoeket sziryik ki, akkor ebben a részben a nyelvtan nem vdltozik, utdna a nem
termindlodok kiszirésekor az
S—a A—B]|b

nyelvtan az eredmény, amiben az A vdltozo és a b termindlis felesleges.

6.23. Megjegyzés Az eljardst eqy regquldris nyelvtanra elvégezve az eredmény is requld-
ris lesz.

A fenti hédrom eljaras (e-szabalyok kiirtdsa, egyszeres szabdlyok eltiintetése, felesleges
szimbdélumok elhagydsa) ebben a sorrendben végezve egy olyan nyelvtant eredményez,
amiben a targyalt harom jelenség egyike sem fordul el6. Ehhez azt kell csak meggondol-
nunk, hogy az egyszeres szabalyok eltiintetése és a felesleges szimboélumok elhagyédsa nem
hoz létre e-szabalyt illetve a felesleges szimbdélumok elhagyasa nem hoz létre sem &, sem
egyszeres szabalyt.

6.4. Normalformak

Sokszor megkonnyiti a kdrnyezetfiiggetlen nyelvekkel és nyelvtanokkal valé munkat, ha
feltételezhetjiik, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtan (a szokdsos megkotéseken feliil) va-
lami specidlis alakban adott. A kovetkezdkben ilyen specidlis alakokkal, gy nevezett
normalformakkal foglalkozunk.

6.4.1. Chomsky-normalforma

6.24. Definicié Egy CF nyelvtan Chomsky-normélformaji (CNF), ha a szabdlyai

A—a
A — BC

alakiak, ahol a € ¥ és A,B,C €V

Létszik, hogy ha a G nyelvtan CNF, akkor € ¢ L(G). Most azt fogjuk megmutatni,
hogy amennyiben elhagyjuk az esetlegesen el6éllithatd € szét egy kornyezetfiiggetlen
nyelvbdl, akkor az igy kapott nyelvre mar van CNF nyelvtan.

6.25. Tétel Minden G CF nyelvtanhoz lehet késziteni olyan Chomsky-normdlformaji
G’ nyelvtant, hogy L(G") = L(G) \ {¢}.

Bizonyitds. A kovetkezd 1épésekkel megkaphatunk egy kivant G’ nyelvtant:

e Legyen (G; az a CF nyelvtan, amit G-bol az egyszeres szabalyok kikiiszobolésével
kapunk (lasd 6.3.2 fejezet).
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e Ha GGi-ben van S — ¢ szabdly, ezt hagyjuk el, igy kapjuk a G5 CF nyelvtant.

e Minden a € X karakterhez, ami valamelyik Go-beli szabdly legaldbb 2 hosszusagu
jobb oldalan fordul el

— felvesziink egy 1j valtozot: X,

— felvesziink egy 1j szabalyt: X, — a

— (G5 minden szabélyaban, ahol a jobb oldalon a nem egyediili karakter, X,-val
helyettesitjiik a-t

e czutén minden A — BB, ... By, szabdly helyett (itt B;-k mar mind véltozdk), ha
k > 2 bevezetjiik az

A— BIC’l
Cl — BQCQ

Ci—2 = By_1DBy
1j szabalyokat, ahol (Y, ..., Cy_s 1j valtozok.
Az eléz6ek miatt L(Gh) = L(G), L(G2) = L(G) —{e} és konnyt latni, hogy a tovabbi
atalakitdasok mar nem véaltoztatnak ezen a nyelven.
Az eljards eredményeként kapott G’ nyelvtanban nincs egyszeres szabdly (Gi-ben
sincs mar és késébb sem vesziink hozzd ilyet), minden szabdly, amelynek jobb oldala

egynél hosszabb csak valtozokat tartalmaz (erre szolgdlnak az X,-k), és nem lehet ket-
ténél hosszabb (hisz azokat széttordeltiik). Tehat G’ valoban a kivant alakd nyelvtan.[

6.26. Feladat Alakitsuk dt a S — aSa | bSb | ¢ nyelvtant CNF formdra!

Megoldas: A nyelvtanban nincs egyszeres és S — ¢ szabdly, ezért Gy = G. Vezessiik
be az X, valtozokat, ahol kell

S — XaSXa | XbSXb | C

X, — a

Xb — b
A ketténél hosszabb szabdlyok feldaraboldsahoz itt két 1j véltozora van sziikségiink,
legyenek ezek A és B. A kapott CNF alakd nyelvtan:

S = X,A|X,B|c
X, — a

X, — Db

A — SX,

B — SXb
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6.4.2. Greibach-féle normalforma

Amikor egy CF nyelvtanrdl el szeretnénk donteni, hogy generél-e egy adott szdt, akkor
sokszor hasznos lesz, ha feltehetjiik, hogy a nyelvtan nem tartalmaz tgy nevezett bal-
rekurziét: semelyik A valtozobdl sem lehet olyan szot eloallitani, ami A-val kezdodik.

Most egy olyan normélformat mutatunk be, mely garantalja egy CF nyelvtan bal-
rekurzio-mentességét.

6.27. Definicié Egy CF nyelvtan Greibach-normalforméji (GNF), ha a szabdlyai A —
ac alakiak, ahol a € X és a € V*.

A definicié azt mondja, hogy minden szabdly jobb oldalanak els6 karaktere terminalis
karakter.

Itt is igaz, hogy egy GNF nyelvtan nem tudja az iires szét generalni, de ettdl eltekint-
ve, ez is minden CF nyelvet el6 tud allitani, Ehhez el6bb megmutatjuk, hogy az A — A«
tipusi szabdalyok (kdzvetlen balrekurzio) elkeriilhetdek.

6.28. Lemma A G CF nyelvtanban legyenek az A € V wdltozohoz tartozo szabdlyok

A— Aoy | Aag | -+ | Aag | B | Ba | -+ | B,

ahol egy ; sem kezdddik az A vdltozdval és egyetlen B; sem €. Ha ezeket a szabdlyokat
helyettesitjiik az

A = BBl | Bm
A — BB BB |BuB
B — aj|as| | o
B — aB|ayB |-+ | aB

szabalyokkal, ahol B egy 1j vdltozd, akkor az igy kapott G' nyelvtanra L(G') = L(QG)
teljestil.

Bizonyitds. Ha az eredeti nyelvtannal egy szé levezetésében megjelenik az A valtozo, ak-
kor a bal-levezetésben néhany A — «; tipust szabdlyalkalmazast egy A — 3; kovet. Egy
ilyen A = Aaj, = Aaj,0, = ... By, . .. aj,0, 1épéssorozat megfelel az 1j nyelvtanban
az A = B3;B = BiouB = --- = [, ... a5, jobb levezetésnek, és ez a megfeleltetés
meg is fordithaté. O]

6.29. Tétel Minden G CF nyelvtanhoz lehet késziteni olyan G' Greibach-normalformdji
nyelvtant, melyre L(G") = L(G) — {e}.
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Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy G-ben nincsenek egyszeres szabélyok (lasd 6.3.2 fejezet),
legyen V' ={A;, Ay, ..., A}, azaz a valtozok legyenek megszamozva 1-t6l n-ig.

Az éatalakitas most is tobb 1épéshol all. Eloszor a Chomsky-normalformanal 1atott
modon elérjiik, hogy a jobb oldalakon a kezddékarakter kivételével csak valtozok legye-
nek. Ehhez minden a € ¥ betiihoz, amely valamelyik szabaly jobb oldaldnak nem elso
szimbdélumaként fordul el felvesziink egy 1j X, valtozét, és minden ilyen helyen ezt
hasznaljuk az a betli helyett, valamint bevezetjiik az uj X, — a szabalyokat.

Ezutan a nem megfelelé formaju szabalyok alakja A; — A;3 és € V*, a tovabbi-
akban ezekkel foglalkozunk. El6szor elérjiik, hogy minden ilyen fajta szabalyban j > i
legyen. Az i = 1 esetben j > 1, vagyis ilyenkor csak a j = 1 eset lehet gond. Ekkor
azonban a 6.28. lemma segitségével atalakithatjuk a nyelvtant, ezutan csak 57 > 1 tipusu
szabdly fordul eld. Altaldban i > 1 esetén az A; — A;B szabalyt, ha j < i, cseréljiik le
az A; — i szabalyokra, amennyiben A; — ~;;. Ezeket a lépéseket legfeljebb i-szer
ismételve A; — A, szabélyokat kapunk, j > 7. A j = i esettdl az el6z6, 6.28. lemma
segitségével tudunk megszabadulni. Ha az 4j valtozdkat sorban —1, —2, ... indexek-
kel latjuk el, akkor az eljaras nem hoz létre jabb, nem megfelel6 alaku szabélyokat, az
eljaras ezen része véget ér.

Most mér a csak valtozokat tartalmazé jobboldald szabalyok mind A; — A, 3 alakiak
(j > i), ami azt jelenti, hogy A,-re nincs ilyen szabdly, az ¢ szabédlyai mar megfelelnek
a Greibach-féle normélforma kdvetelményeinek. [gy az A, 1 — A, szabalyokndl A,
helyébe az A,, jobb oldalait helyettesitve az A, _; szabélyai is megfelel6 formajiak lesznek.
Ezt folytatva (n —1,n—2,...,1,—1,—=2,...), a végén kapott G’ nyelvtan Greibach-féle
normalformaju lesz.

Az alkalmazott 1épések az iires szé kivételével a levezethetOséget nem véltoztatjak,
ezért L(G') = L(G) — {e}. O

6.30. Feladat Alakitsuk dt az

A1 — Aga
A2 — A3A1 | b
A3 — A1A2 | a

nyelvtant Greibach-normdlformdjiva!

Megoldas: Els6 1épésként az elso szabaly miatt kell egy 1j valtozé

A — AX,
Ay — A3A; b
A — AjAy | a
X, — a
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Az A3 — A A, szabdlyt atalakitjuk elészor A3 — A X, A szaballyd, majd tovabb
folytatva A3 — A3A; X, Ay | bX,As | b, majd a 6.28. lemma alapjan Az — bX, A, |
b | bXaAQA_l | ba_4 és A_l — AlXaAQ | AlXaAQA_l. Az AQ, maJd az A1 szabélyaiba
helyettesitve kapjuk a teljes nyelvtant:

Al — bXaAQAlXa ‘ bAlXa ’ bXaAQAflAlXa ’ bA,lAlXa ‘ bXa

AQ — bXaA2A1 | bAl | bXaAQA_lAl | bA_lAl | b
Ag — bXaA2 | b ’ bXaAQAfl | bA,1
Ay = bX A A X XoAs | bAI X XAy | DX A2 A 1AL X X As | A1 A1 X XA |

bX, X, Ay | DX, As A1 X X AsA 1 | bAI X X A2 A |
bX,AsA 1 A1 X XoAsA 1 | A1 A X XA A 1 | DX, X A2A 4
X, — a

6.5. CF nyelvek tulajdonsagai

A regularis nyelvek osztalyardl mar lattuk, hogy zart az alapvetd miveletekre. Most a
kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyat is megvizsgédljuk ebbdl a szempontbdl.

6.31. Tétel Ha L, és Ly CF nyelvek, akkor
o L1UL,
e L1,
o ]

1s CF nyelv.

Bizonyitds. Az L; nyelvhez van G; = (V;, 3, S;, P;) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, azaz
Ly = L(Gy) és Ly = L(G5). Feltehetjiik, hogy Vi NV, = (. (Ha nem {gy van, akkor
nevezziik at a valtozokat.) Legyen S egy 0j véltozé (S ¢ Vi és S ¢ Vs), a G nyelvtan
valtozoi legyenek G és G5 valtozoi, kiegészitve az S kezdovaltozédval, azaz V = V3 U Vo U

{5}

unié Legyen P = PLU P, U{S — 51,5 — S3}. Ekkor a G = (V, %, S, P) nyelvtanra
teljestil, hogy L(G) = L(G1) U L(G3). A G levezetési szabalyai A — « alakiak. Ha
a nyelvtanokban nincs S; — € szabdly, akkor G egy CF nyelvtan, ellenkez6 esetben
még kell egy e-mentesités (lasd a 6.3.1 részt), hogy CF nyelvtant kapjunk.
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Osszefiizés Legyen P = P, U P, U {S — 515:2}. Vildgos, hogy ekkor a G = (V, X, S, P)
nyelvtanra L(G) = L(G1)L(Gs) teljesiil. Itt is sziikség lehet még e-mentesitésre,
hogy ebbdl CF nyelvtant kapjunk.

tranzitiv lezart Most legyen P = P, U {S — 55,5 — &}. Ezzel elérjiik, hogy a
G = (V, %, S, P) nyelvtanbdl levezethetd szavak egy vagy tobb L(G1)-beli sz Ossze-
flizései, vagy az iires sz6, ami épp az L(G1)* nyelv. Ahhoz, hogy CF nyelvtanunk
legyen, itt is sziikséges lehet az e-mentesités. [

A kovetkez6 lemma a regularis nyelvek pumpalhatésagahoz hasonl6 allitast fogalmaz
meg CF nyelvekre.

6.32. Lemma (Pumpadldsi lemma CF nyelvekre) Tetszdleges L CF nyelvhez létezik
olyan p > 0 egész szam (pumpdldsi hossz), hogy minden legaldbb p hosszi z € L szénak
van z = uvwxy felosztdsa, melyre

* [vwz| <p

o |vx| >1

o wkwaky € L minden k > 0 esetén.

[gy tehat a reguléris nyelvekkel ellentétben (3.11. lemma) a kornyezetfiiggetlen nyel-
vek elég hosszu szavaiban két rész ,parhuzamosan” pumpalhato.

Bizonyitas. Tekintsiink L-hez egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amelyben nincse-
nek egyszeres szabélyok. (A 6.18. tétel értelmében ilyen van.) Legyen m = |V| a nyelvtan
valtozoinak szama és legyen d a levezetési szabalyok jobb oldalain all6 kifejezések hossza-
nak maximuma. Megmutatjuk, hogy a p = d™*! valasztés jo.

Tekintsiink egy z € L tetszoleges, legalabb p hosszu szdt és vegyiik szemiigyre ennek
egy levezetési fajat (1asd a 6.1 fejezet). Ebben a faban minden csicsnak legfeljebb d fia
lehet, a levelek szama pedig nyilvéan |z|. Emiatt biztosan van olyan ut a gyokér és valame-
lyik levél kozott, amelyik a gyokérrel és a levéllel egyiitt legaldbb m+-2 csticsot tartalmaz
(kiilonben a sz6 hossza legfeljebb d™ lehetne). Az dton a levélen kiviil minden csticshoz
egy valtozd tartozik, ezért biztosan van két csics ugyanazzal a valtozéval. Legyen A egy
olyan ismétlédé valtozo, amelyiknél az ismétlédés a gyokértdl a legtavolabb van. Osszuk
fel a z szét a levezetési fa alapjan az alabbi modon:

E—»—x—W0
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A fadhoz ezek szerint az S = ... = vAy = ... = wAzry = ... = uvwry levezetés
tartozhat.

Ekkor az A két elofordulasa kozotti részt akarhanyszor megismételve tovabbra is az
L nyelv szabélyai alapjan érvényes levezetési fat kapunk, igy uw*wz*y € L.

Mivel nincs a nyelvben egyszeres szabdly, v és = egyiittesen nem lehet iires. (Az A
két el6forduldsa kozotti részben biztosan generdltunk legaldbb egy levelet.)

Az is elmondhat6, hogy |[vwz| < p, mert a legmélyebben 1évé ismétlédést valasztot-

tuk, igy a fels6 A alatti valtozok szama minden tuton legfeljebb m, igy a levelek szama
legfeljebb d™! = p. O

6.33. Allitas Az L = {a"b"c™ : n > 0} nyelv nem kérnyezetfiiggetlen nyelv.

Bizonyitds. Az éallitas kovetkezik a pumpalasi lemmabdl. Tegyiik fel ugyanis, hogy L
kornyezetfiiggetlen és alkalmazzuk ra a pumplalasi lemmat, a pumpalasi hosszt jeloljiik

p-vel.
p p p
Vilasszuk a z = 4., ab...b% ... ¢ = aPbPcP s76t. Ennek a pumpalési lemma szerinti
felosztasaban, vwz legfeljebb kétféle betlibél allhat, mert |vwz| < p.
Ez alapjan v és x egyiittesen legfeljebb kétféle betiit tartalmaz, igy ha ezeket tébbszor
vessziik, akkor a kapott széban biztosan nem lesz mindharom fajta bet{ib6l ugyanannyi,
tehat a kapott szo nem lehet eleme az L nyelvnek. Ellentmondasra jutottunk, tehat L

nem CF nyelv. O]

6.34. Tétel A CF nyelvek halmaza nem zdrt a metszet miveletre, azaz van olyan Ly, Ly
kornyezetfiggetlen nyelv, hogy L1 N Ly nem kérnyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezod nyelveket

Ly = {a"b"c™ :n,m > 0}
Ly = {a™b"c" : n,m > 0}
L={a"b"c":n >0}

Ezekre teljesiil, hogy L = L; N Ly, és az el6z0 allitasbol tudjuk, hogy az L nyelv nem
CF. Mar csak azt kell megmutatni, Ly és Ly viszont CF.

Az Ly nyelv felfoghat6, mint Ly, L.. Az Ly = {a™0" : n > 0} nyelvrél mar a 4.8.
példdban lattuk, hogy CF, az L. = {¢™ : m > 0} nyelv konnyen lathatéan CF (s&t
reguldris is). Ezért L, is CF.

Hasonléan Ly = L,Ly., ahol L, = {a™ : m > 0} és Ly, = {b"c" : n > 0} az eléz6ek
mintajara egyarant CF. [

6.35. Kovetkezmény Van olyan L kirnyezetfiiggetlen nyelv, hogy L nem kérnyezetfiig-
getlen.
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Bizonyitas. Mivel a metszetet megkaphatjuk unio- és komplementerképzés segitségével

(L_1 ULy=1LN L), ezért ha a CF nyelvek halmaza zért lenne a komplementerre, akkor
6.31. tétel miatt a metszetre is. ]

6.36. Feladat Mutassuk meg, hogy az L = {ww | w € {a,b}*} nyelv nem kiérnyezetfiig-
getlen!

Megoldas: Indirekt médon tegyiik fel, hogy L egy CF nyelv és p a hozza tartozo
pumpalési hossz. Tekintsiik a z = aPbPaPb? szdét, amely nyilvan benne van a nyelvben és
a hossza is megfeleld, ezért pumpalhaté. Mivel [vwz| < p ezért vwz legfeljebb két egymast
koveto p hosszu blokkba 16ghat bele. Ha v-t és z-et pumpaéljuk, akkor az el6z6ek miatt
vagy egyetlen blokkot tudunk novelni, vagy két egymas mellettit. fgy biztos marad két
blokk, melyeknek a hossza nem valtozik, tehat a kapott sz6 nem lehet a nyelvben. Ezzel
ellentmondasra jutottunk, tehat L nem CF. U

A pumpalasi lemma hasznalataban nehézséget jelenthet, hogy nem tudjuk befolyésol-
ni, hol helyezkednek el a széban a pumpalt szakaszok, csak annyit tudunk, hogy valahol
létezniiik kell. Ezen segit részben a kovetkezo dltaldnositas.

6.37. Lemma (Ogden-lemma) Minden L kornyezetfiggetlen nyelvhez van olyan p >
0 egész szam, hogy minden legalabb p hosszu z € L sz0 esetén, ha tetszolegesen kijeldliink
legaldabb p darab poziciot (karaktert) z-ben, akkor létezik z-nek egy olyan z = uwvwzy
felbontasa, hogy

e vwx legfeljebb p darab kijelolt poziciot tartalmaz,

e v és x egylittesen legalabb 1 kijelolt poziciot tartalmaz,

k

o minden k > 0 esetén uv kay e L

6.38. Megjegyzés Az Ogden lemma specidlis eseteként megkaphato az eredeti pumpd-
lasi lemma igy, hogy minden karaktert kijelolink.

A lemma bizonyitasa a pumpalasi lemmééhoz hasonléan torténhet. Az alapotlet az,
hogy egy levezetési faban legyen kijelolt az a belsé csics, amelynek részfajaban van
legalabb két kijelolt levél. Ekkor, ha a fanak elég sok levele van, akkor talalhaté benne
olyan gyokértol levélig mend 1t, aminek van ugyanahhoz a valtozéhoz tartozé két kijelolt
csucsa.

Nézziik, hogyan lehet alkalmazni az Ogden-lemmat arra, hogy megmutassuk egy
nyelvrol, hogy biztosan nem kornyezetfiiggetlen.

6.39. Feladat Az Ogden-lemma segitségével mutassuk meg, hogy az L = {a'b’c? :i,j >
1,3 # j} nyelv nem kirnyezetfiggetlen!
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Megoldas: Indirekt médon tegyiik fel, hogy a nyelv kornyezetfiiggetlen és legyen az
Ogden-lemma szerinti pumpaldsi hossz p. Tekintsiik az aPbPcP*? sz6t, amely nyilvan
eleme a nyelvnek és megfelel6 hosszusagu. Jeloljiik ki az elsé p poziciot, azaz a szé elején
talalhaté a karaktereket. A lemma alapjan v és x egyiittesen tartalmaz legalabb egy a
karaktert. Konnyen lathato, hogy ekkor v biztosan csupa egyforma betiibol all, és ez
igaz x-re is, kiilonben a pumpalédssal kikeriilnénk a nyelvbol. Az el6zoek alapjan tehét
valamelyikiik csupa a karakterbol all. De ha az a karakterek szamat valtoztatjuk, akkor
a b karakterekét is véltoztatni kell, ha a nyelvben akarunk maradni, ezért az egyetlen
lehet8ség, hogy v = at és = b! valamilyen ¢ > 0 szdmra. Ekkor persze t < p.

A pumpélassal kapott sz6 uvfwzry = aPt*F=DiprHk=Dicrp! Ha most k = 1+ 2 (ami
egy pozitiv egész, mert t < p), akkor az a és a b karakterek szdma p + (k — 1)t = p+p!,
ami megegyezik a ¢ karakterek szamaval, tehat a kapott sz6 nincs az L nyelvben. Ezzel
ellentmondasra jutottunk, tehat L valéban nem CF. U

Az Ogden-lemma segitséget nyujt nem csak annak bizonyitdsaban, hogy egy nyelv
nem CF, hanem a mar kordbban emlitett (6.9. tétel) dllitas bizonyitasahoz is megfeleld
eszkoz.

6.40. Tétel Az L = {a'bic* :i = j vagy j = k} nyelv nem egyértelmi, azaz nincs olyan
CF nyelvtana, amelyben minden szo levezetési faja eqyértelmdi.

Bizonyitds. A bizonyitas vazlatat kozoljiik. Mivel L = {a'b'c*} U {a'b"c*} két kdrnyezet-
fiiggetlen nyelv unidja, ezért L egy CF nyelv és igy igaz rd4 az Ogden-lemma. Legyen p
a lemma altal adott pumpéalasi hossz. Tekintsiik a z = aPbPcPTP szét és jeloljiik ki benne
az elsé p pozicidt. Az elozé feladat megolddsaban leirtak miatt z a lemménak megfeleld
felbontasardl tudjuk, hogy v = a* és = b¥. Jelen esetben tudjuk, hogy ilyenkor z és v
valéban pumpalhaté lesz. Ez azt jelenti, hogy 1étezik olyan A valtozd, hogy A-bdl leve-
zethetd az a Ab* sorozat. Tekintsiik most az s = aPP'OPHP PP sz6t. Vilagos, hogy s € L,
tovdbba az s szét le tudjuk vezetni gy, hogy a z sz6 levezetését az A = --- = aF Ab*
levezetéssel megfeleléen sokszor kiegészitjiik. Hasonl6képpen elmondhatjuk (az Ogden
lemmat alkalmazva az utolsé p karakter kijelolésével), hogy a q = aP*P'PcP sz6 leveze-
tése kozben taldlhatunk egy olyan B véltozét amelybdl levezethetd egy b'Bc' sorozat,
igy tehat s-et le tudjuk vezetni gy is, hogy q levezetése kozben az iménti részlevezetést
alkalmazzuk megfeleloen sokszor. Lattuk tehat, hogy az s széra legalabb két levezetés is
talalhatd, amelyek levezetési faja is eltérd. Ez mutatja, hogy a nyelv nem egyértelmii. [J
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7. fejezet

Veremautomatak

A veremautomata a véges automatanak egy olyan kiterjesztése, amikor az allapotokon
kiviil az automata, egy vermet (LIFO tulajdonsdgi térolét) is haszndl memoériaként. Ez
az automata is nyelvek felismerésére szolgdl és mint latni fogjuk, erésebb eszkoz, mint a
korabban targyalt véges automata.

7.1. Veremautomata-tipusok
A késobbi jelolések egyszerusitésére, ha ¥ egy dbécé, akkor vezessiik be a
Yo=2U{e}
jelolést.
7.1. Definicié A veremautomata eqgy M = (Q, %, 1", qo, Zo, I, §) hetessel irhatd le, ahol
o () eqy véges, nem tres halmaz. Ez az automata dllapotainak halmaza.

e X eqy véges, nem tres halmaz. Ez az automata (bemeneti) dbécéje.

o [' eqy véges, nem tires halmaz. Ez a verem dbécéje vagyis a lehetséges veremszim-
bolumok halmaza.

qo € Q a kezddallapot.

Zy €' a verem kezdoszimboluma.

F C Q az elfogado dllapotok halmaza.

0 az dllapotdtmenceti fiigguény, d(q,a, A) C Q X I'*, ahol ¢ € Q, a € ¥y és A € Ty,.
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Az, hogy az allapotatmeneti fiiggvény értéke egy halmaz az azt jelenti, hogy az itt defi-
nialt veremautomata nemdeterminisztikus. Hidnyos is lehet, amennyiben (g, a, A) = ()
valamely (g, a, A) helyen.

A veremautomata miikodése a kovetkezdképpen irhato le egy adott w € ¥* bemeneten

7.2. Definicié Legyen w = aqas...a,,, ahol minden a; € Xo. Az M veremautomata
szamitasa a w szon eqy olyan ro,r1,...,rm € @ dllapotsorozat €s sg, S1,...,8, € '
sorozata a veremtartalmaknak, melyekre teljestil, hogy

® 1) =qo s 59 = 2o,

e minden 1 < i < m esetén, ha s;_1 = A;_17_1, €s Aj_1 € I'g, valamint 7,_; € T'*,

akkor

- (Tiati) S 5(7“1‘—1;%',141'—1) és

— 8 =T

Ez azt jelenti, hogy kezdéskor a veremautomata a ¢y allapotban van, a vermében csak
egyetlen Zy szimbdlum taldlhaté. Az i-edik lépésben r; allapotban a bemenetrdl 1 vagy 0
karaktert olvas (a; € ), a verem tetejérél levesz 1 vagy 0 szimbélumot (A;_; € T'y), és az
atmeneti fliggvény d(r;_1, a;, A;—1) altal megadott lehetéségeinek egyike alapjan valtozik
az allapota (az 0j allapot r;) és 0, 1 vagy tobb karaktert ir a verem tetejére (A;_; helyére
a t; € I'* szimb6lumsorozat keriil). Ha az dtmeneti fiiggvény értéke valamelyik kézbeesd
lépésben az iires halmaz, akkor ott a szamitas elakad.

Mivel a verembe irt karaktersorozat lehet az iires is, d(q,a, A) = (¢, ) tipusi &t-
menetekkel a verem kiiirithetd. De vigyazni kell, hogy ne akarjunk a kiiiriilt verembdl
B € T szimb6lumot kiolvasni — ez hibat okoz (nincs automatikus teszt arra, hogy a verem
lires-e).

Ha a veremautomata konfigurdcidjdra bevezetjiik a (q, x, s) jelolést, ahol g az aktudlis
allapot, x a bemenetbol még hatra levo rész és s a verem tartalma, akkor az i-edik 1épés
lefrhaté

(ric1, Qi1 - v Gy Ai1Tic1) = (T, Qg1 -+ Gy BiTi—1)

alakban is (itt a; lehet £, amikor nem torténik tényleges tovabblépés a bemeneten, és ha
A;_1 = ¢, akkor a verembél nem vesziink ki semmit, legfeljebb irunk bele.)

7.3. Definicié Azt mondjuk, hogy az M veremautomata elfogadja a w € ¥* szdt, ha
van olyan szdmitdsa, hogy r.,, € F' teljestil.

Az elfogaddshoz hozzatartozik, hogy a w sz6 feldolgozasa kozben a szamitas nem akad
el, azaz akkor van vége, ha a veremautomata az utolsé betiit is feldolgozta (és esetleg
még néhany (g, e, A) dtmenetet is végzett).
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A konfiguracidk segitségével az elfogadas tugy irhatéd le, hogy a kezdeti helyzetbol
véges sok 1épésben eljuthatunk egy elfogaddba:

(qo,w, Zo) = -+ = (q,e,s) ahol ¢ € F,s € T'* tetszbleges

7.4. Definicié Az M veremautomata dltal elfogadott nyelv azoknak a 3 feletti szavak-
nak a halmaza, melyeket M elfogad. Jele L(M).

7.5. Példa A kovetkezd automata az L = {0"1" : n > 0} nyelvet fogadja el. Az elv
elég eqyszeri, amig O karaktert olvasunk, berakunk eqy-eqy szimbolumot a verembe, az 1
karaktereknél pedig mindig kivesziink egyet, az dllapot jelzi melyik fazisban vagyunk.

Legyen I'= {Z70}7 Q = {QO,QI7Q27Q3} és M = (Q7 { 07 1 }7F7q07 Z7 {QO7Q3}75)7 ahol

6:(9,0,2) = (q1,02)
(¢1,0,8) = (q1,0)
(¢1,1,0) — (g2,¢)
(22,1,0) = (g2,¢)
(2.6, 2) = (g3, 2)

a tobbi dtmenet esetén § értéke az tres halmaz.

Nézziik meg részletesen, miért is jo ez a veremautomata!

Latszik, hogy egy 0™1"™ alaku szon, ha n > 1, az utolso karakter elolvasasakor a qo
allapotban lesz, ugyanakkor a veremben csak a Z szimbolum marad, tehdt az utolso dt-
menetet haszndlva eljut a g elfogado dllapotba. Azn = 0 esetben a nulla hosszi szamitds
elfogado, mert qo € F.

Eqy 0"1% alaki sz6 esetén, amikor n > k, akkor a g dllapotban nem lehet az dsszes 0
karaktert torolni a verembdl, nincs mod dtkerilni a q3 dllapotba. Ha viszont n < k, akkor,
mavel a verembdl a 0 szimbolumok elfogynak, a szo vége eldtt dtkerilink a qs dllapotba,
ahol a szdmitds elakad, és ezért nem lesz elfogado.

Ha a bemeneti szo elso karaktere 1, akkor a veremautomata mem tud lépni, elakad
anélkiil, hogy a szo végére jutna, tehdat nem elfogado.

Ha ugyan O karakterrel kezdddik, de néhdny 1 karakter utan megint O jon, akkor qo
(vagy qs) dllapotban taldlkozik a veremautomata O karakterrel, amikor is a szdmitdsa
elakad.

A veremautomatdakat is lehet graffal abrazolni, a nyilakon, a sz6 megfelel6 karakterétol
vesszdvel elvédlasztva jelezziik a veremben torténd valtozast. Az el6z6 példa ebben a
formédban
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0;e =0 1:0 > ¢

H@O;Z%OZé 1:0 = ¢ ée;Z%Z

Természetesen lehet a determinisztikus valtozatot is definialni, amikor minden hely-
zetben legfeljebb egy 1épése lehetséges az automatanak. (Pontosabban a véges automata-
nal haszndlt terminolégia szerint ez egy hidnyos determinisztikus veremautomata lesz.)

7.6. Definicié A determinisztikus veremautomata egy olyan M = (Q,%, T, qo, Zo, F, 0)
veremautomata, melyre

e minden q € Q, a € ¥y és A € Iy esetén |6(q,a, A)| < 1;

e ha eqy q € Q dllapotra 6(q,e,e) # 0, akkor minden a € Xy és A € Ty esetén
d(q,a, A) =0, amennyiben a és A nem egyszerre €;

e haegyqe Q és A el eseténi(q,e,A) # 0, akkor minden a € X betiire 6(q,a, A) =

0;
e ha eqy q € Q és a € 3 esetén 6(q,a,e) # 0, akkor minden A € T' szimbdlumra
d(q,a, A) = 0.

A definiciéban az elsé utani feltételek azt biztositjak, hogy a veremautomata egy tetszo-
leges helyzetében az is egyértelmi legyen, kell-e a bemeneten tovabb haladni (a # ¢ 7),
illetve kell-e a verem tetejérol olvasni (A # € ?)

Vegyiik észre, hogy az el6zo példa veremautomatdja egy determinisztikus veremau-
tomata.

A kovetkezo eredmény indokolja, hogy veremautomatanak a nemdeterminisztikus
valtozatot hivjuk.

7.7. Tétel Van olyan L nyelv, amelyhez létezik M veremautomata, hogy L = L(M), de
nem létezik ilyen determinisztikus veremautomata.

A palindromok nyelve példaul ilyen, de ezt itt nem bizonyitjuk.

A veremautomatanak egy masik, sokszor kényelmesebben hasznalhaté véltozata az
olyan veremautomata, ahol nincsenek elfogadé allapotok, az elfogadéds a verem tartalman
mulik.

7.8. Definicié Az iires veremmel elfogadé veremautomata egy M = (Q, %, T, qo, Zo,0)
hatossal irhato le, amiben a paraméterek ugyanazok, mint a veremautomatdandl (kivéve,
hogy nincsenek elfogadé dllapotok).

Ez az M veremautomata akkor fogad el eqy szot, ha van olyan szdmitdisa, melynek
végén a veremben egyetlen szimbolum sem marad.
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A szd végigolvasasa itt is feltétele az elfogadasnak, tehat konfigurdciokkal leirva az elfo-
gadas feltétele az, hogy

(qo,w, Zy) = -+ = (q,¢,¢) ahol ¢ € Q tetszbleges

7.9. Tétel Az L nyelvhez akkor és csak akkor létezik az L nyelvet elfogadd (allapottal
elfogadé) M veremautomata, ha van az L nyelvet elfogado M’ ires veremmel elfogadd
veremautomata.

Bizonyitds. Legyen elészor M = (Q, %, T, qo, Zo, F, §) egy olyan veremautomata, melyre
L(M) = L. Hozzunk létre ebbdl egy, M’ = (Q', X, 1", q}, Zo, ') iires veremmel elfogadd
veremautomatat, ami az L-et fogadja el. Vegyiink fel két 1j dllapotot, ¢ ¢ Q lesz az
1j kezdoallapot, ¢. € @ pedig egy olyan &llapot, amiben ki tudjuk iiriteni a vermet.
Felvesziink tovabba egy 1j Z ¢ I" veremszimbdlumot is, ez arra lesz jé, hogy ha M verme
,véletlentil” kitiriil egy nem elfogadd szamitas végén, akkor M’ verme ne legyen iires és
igy ne fogadja el (hibdsan) az inputot. Ezek utdn legyen

Q' =QU{g ¢}
I'=Tu{Z}

a kezddallapot a ¢, a kezdészimbdlum a Z,

e 0’ a 0 kiterjesztése az alabbi 1j allapotatmenetekkel:

- 5/((](/)7 & ZO) = (QOv ZOZ)
— ¢'(q,¢,A) = (g, €), minden ¢ € F elfogadé allapotra és A € I” szimbélumra
— 0'(¢ey 6, A) = (¢, €), minden A € IV szimb6lumra

A ¢ elso soraval betessziik Z-t a verem kezdészimbdluma ald, a masodik sorral &tmegyiink
a veremkiiirito allapotba, a harmadikkal pedig teljesen kiiiritjiik a vermet. Lathato, hogy
L(M) C L(M'), mert M egy elfogadd szamitasa kiegészitheté M’ elfogadd szamitdséava a
kovetkezéképpen: az dllapotsorozat elejére kell egy ¢, végére annyi ¢, ahany szimbdlum
a szamitas végén a veremben maradt. A veremtartalom-sorozat elejére ZyZ-t kell tenni,
a végén pedig egyesével elfogyasztani a veremtartalmat, amig az utolsé szimbdélumot is
ki nem szedjiik.

Az L(M'") C L(M) tartalmazés is egyszeriien latszik. Az M’ elfogad6 szamitasdnak ki
kell venni a verem aljardl a nyité lépésként odarakott Z szimboélumot. Ez nem lehetséges
addig, amig M lépéseit kovetjiik (Z nincs M veremszimbdélumai kozott), csak akkor ha
M' mar a ¢. allapotban van, ide viszont csak az eredeti automata elfogad6 allapotabdl
juthatunk.
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A tétel mésik irdnydhoz most tegyiik fel, hogy M’ = (Q', 3,1V, q}, Z§,0") egy iires
veremmel elfogadé veremautomata, melyre L(M’') = L. Hozzunk létre ebbdl egy L-et
elfogadé M = (Q,%,T',qo, Z, F,0) veremautomatat. A konstrukcié gondolata az, hogy
amikor M’ kiiiriti a vermét, akkor M keriiljon elfogadé allapotba. Mivel nincs arra be-
épitett modszer, hogy a verem iirességét ellendrizziik, ezért most is sziikség van egy 1j
7 ¢ T szimbdélumra, ami a verem aljat jelzi M-nek. Ismét bevezetiink két 1j allapotot,
qo & Q' lesz az 1j kezdballapot, qr € @' pedig az egyetlen az elfogadd allapot.

o Q=0Q U{q,qr}
e '=TU{Z}
e a kezdéallapot ¢, az elfogadd allapotok halmaza F' = {qr}
e § legyen ¢ kiterjesztése az alabbi 1j allapotatmenetekkel:
— (90, ¢, 20") = (a0, Zp2)
— 0(q,¢,Z) = (qr, Z) minden q € @ esetén

A konstrukcié helyessége azon mulik, hogy amikor M’ verme iires lesz, akkor M
vermében csak a Z szimbdélum marad, és ekkor az aktualis M’-beli allapottdl fiiggetleniil
M atmegy az elfogadd allapotba, ahol a szamitasa véget ér. Masrészt M csak igy tud
elfogadni valamit, azaz sziikséges, hogy M’ kiiiritse a vermét. O

7.10. Példa A 7.5. példa veremautomatdjabol keletkezo tires veremmel elfogadd verem-

automata:
0,¢e—0 1;0—=c¢
0;, Z — 07 1,0 —>¢ e 4 =7
e 2 — 77

€4 —¢
e, 2 — e

Latszik, hogy ebben az esetben a kapott automatdat eqyszerisithetjik, ha qs dllapotot
kihagyjuk, és qa-bol a Z torlésével eqybdl a q4 dllapotba lépiink. Tovdbbi megfontoldasokkal
az alabbi egqyszerisitett vdltozat ugyanerre a nyelvre:
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0,e—0 1,0—=¢

®O;Z—>OZ‘@ 1;0—>5‘é E,‘Z—>€‘

7.11. Megjegyzés A veremautomata fogalmdt kiterjeszthetjik gy, hogy eqy lépésben
ne csak eqy szimbolumot olvashasson a verembol, hanem eqy eldre definidlt mélységig
belelasson a verembe. Megmutathato, hogy minden ilyen veremautomatihoz megadhato
eqy olyan, az eredeti definicionk szerinti veremautomata, ami ugyanazt a nyelvet fogadja
el.

7.2. Kapcsolat a kornyezetfiiggetlen nyelvekkel

Ahogy a véges automatak pontosan a regularis nyelvek elfogaddsara alkalmasak, a verem-
automatak a kovetkezo, 2. Chomsky-féle nyelvosztalyhoz kapcsolodnak. Ennek bizonyi-
tdsa azonban lényegesen Osszetettebb, mint a korabbi esetben. Elobb azt mutatjuk meg
(7.12. tétel), hogyan lehet egy, a 2. Chomsky-féle osztélyba tartozéd (kdrnyezetfiiggetlen)
nyelvtanbdl veremautomatat késziteni. Itt a természetes Otletet, hogy a levezetéseket
a verem segitségével kovessiik, nem nehéz megoldani. A masik irany bonyolultabb lesz
(7.16. tétel).

7.12. Tétel Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez van olyan M veremautomata, melyre
L(M)=L.

Bizonyitds. Legyen G = (V, X, S, P) egy 2. osztélybeli nyelvtan ami generélja az L nyel-
vet. A 7.9. tétel értelmében elegendé egy M = (Q, X, T, qo, Zo, 9) iires veremmel elfogadd
veremautomatat megadni az L nyelvhez.

Legyen

e () ={q}, azaz csak egy éllapot lesz

o '=VUXU{Zy, 71}, ahol Zy, Z; két 1j szimb6lum
® do=4¢

q,€, 7o) = (q,577)

o
3(q,e,A) ={(¢,a) : (A — ) € P} minden A € V véltozéra
4(q,a,a) = (¢,¢) minden a € X karakterre

o(

0,6, 721) =1{(q,¢)}
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Tehat amikor valtozo van a verem tetején, akkor ezt helyettesiteni lehet tetszoleges
hozza tartozo szabdly jobb oldalaval, sematikusan

Amikor pedig a verem tetején az a karakter van, ami a bemeneten épp kovetkezik, akkor
a verembdl ezt kiszedjiik (és a bemeneten tovabb 1épiink).

— T

Elészor megmutatjuk, hogy L(G) C L(M). Ehhez vegyiink egy x € L(G) szt és te-
kintsiik egy bal levezetését (4.4. definicid). A levezetés n-edik 1épésében haszndlt szabély
legyen A — 7,

S=- - =yla=yya=... =z (7.1)

és legyen yya = yzf, ahol 8 a ya elsé valtozdjaval kezd6dik (ha van a-ban véltozo,
kiilonben 8 = ¢), azaz z € 3*. Mivel ez egy bal levezetés, y nem tartalmaz valtozdkat,
és [ valasztasa miatt z sem. A 2. osztalybeli szabalyok alkalmazésa a tovabbiakban nem
véltoztatja az yz részt, az v szét felirhatjuk x = yzw alakban (w € ¥*).

Megmutatjuk, hogy ha

S = = ylda=yya =yzp (7.2)
a fenti jelolésekkel igaz, akkor a veremautomata konfiguracidira igaz, hogy
(qwruZO) == (q7w7ﬁZI)7 (73)

Ha ezt a fenti dllitast = teljes levezetésére alkalmazzuk (ekkor 8 = e, mert mér nincsenek
véltozdk), akkor eljutunk a (q,e, Z;) helyzethez, ahonnan egy lépésben kiiirithetjiik a
vermet, és ezzel egy elfogadd szamitast kapunk.

A (7.3) tulajdonsdgot az n szerinti teljes indukciéval lehet megmutatni, ahol n a
levezetés 1épésszama.

Han =1, akkor y = ¢, A = S, a vizsgalt levezetési lépés S = z3 alaki. Az M verem-
automata konfigurdcidinak megfelel6 sorozata (q,z, Zy) = (¢,x,571) = (¢, x,2672,) =
o= (q,w, B27).

Legyen N > 1 és tegyiik fel, hogy minden n < N esetben (7.3) igaz. Ekkor az indukcié
miatt

(q,2,2y) = -+ = (q, 2w, AaZy).
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Ebben a helyzetben M helyettesitheti a verem tetején levo A valtozot a v sorozattal, és
ezért
(q7 W, AaZl) = (Qa Zwa’ya/Zl) = (Q7 2w, Zﬁzl) == (qv w, 5Z1) O

Ezzel belattuk, hogy L(G) C L(M).
A masik irdny bizonyitasa is hasonléan torténhet. Legyen = € L(M) és tekintsiik a
konfiguraciok egy elfogadé szamitéashoz tartozo

(Q7'T7 Zl) == ((L CLZ,AﬁZl) = ((LZ”YZl) == (Q7€75) (74)

sorozatat, ahol a (q,az, ABZ1) = (q,2,77Z1) az n-edik 1épés. Ekkor persze x = yaz
valamilyen y € ¥* szora. A konstrualt veremautomata olyan, hogy vagy a = € és van
olyan A — « szabdly a nyelvtanban, hogy v = af, vagy A = ¢, amikor g = ay.

Azt fogjuk megmutatni, hogy mindkét esetben a nyelvtanban az S kezd&valtozébol
az ya~y sorozat levezetheto.

Ennek a bizonyitasa is n szerinti teljes indukciéval térténik. Ha n = 2, akkor x = az
(tehat y = ¢), A = S, § = ¢ és kell legyen egy olyan S — « szabdly a nyelvben, ami
megadja a kivant levezetést.

Legyen N > 2 és tegyiik fel, hogy minden n < N esetére tudjuk, hogy az allitas igaz.
Ez azt jelenti, hogy yAfS levezetheté az S kezdovaltozobdl. Ha A = e, akkor yf3 = ya,
tehat készen vagyunk. Amikor a veremben torténik valami, akkor a = ¢, és ilyenkor a
levezetést az A — « szaballyal folytatva egy megfeleld levezetést kapunk.

7.13. Megjegyzés Amennyiben a nyelvtan generdlja az tires szot is, akkor nincs sziikség
a Zy, Zy szimbolumokra, verem kezddszimbolumként haszndlhatjuk az S kezdovdltozot.
Ezekre ugyanis csak azért volt sziikség, nehogy € € L legyen azonnal.

7.14. Feladat Az alabbi CF nyelvtanbdl konstrudljunk veremautomatdt!

A= _a | .aA |bAA| AAL| AbA
Yy Y YT Y

Megoldas: A keletkez6 nem iires atmenetek

(¢,€,%0) — (q,AZ1)

(¢.6,A) — {(g.a),(g,ad),(q,bAA), (q, AAD), (¢, ADA)}
(¢.a,a) — (g.¢)

(¢.0.0) — (g.¢)

(¢.,21) — (q,¢)
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7.15. Példa Vegyiik a fenti nyelvtan esetén az abbaaa szo eqy levezetését,

A2 ADA = abA 2 abbAA 2 abbaAA = abbaaA = abbaaa

Nézziik az ennek megfeleld szamitdst az elkészitett veremautomatdban

(q, abbaaa, Zy) q, abbaaa, AZ, 2 (q, abbaaa, AbAZy) N (q, abbaaa,abAZ,) =
=

= )
(q,bbaaa,bAZy) = (q,baaa, AZ;) A (q,baaa,bAAZ,) =
(q,aaa, AAZ;) 2 (q,aaa,aAAZy) = (q,aa, AAZ,) =
(¢,aa,aAZ,) = (q,a, AZ)) = (¢,a,a2:) = (q,€, Z1) = (g, ¢, )

A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és veremautomatak kozotti masik iranyu kapcsola-
tot szintén egy konstrukciéval bizonyitjuk, de elsé ranézésre itt mar az sem teljesen vilé-
gos, hogyan is csindljunk egy veremautomatabdl nyelvtant. Az el6z6 konstrukci6 , meg-
forditasa” azért nem lehetséges, mert a nyelvtannak valahogy kezelnie kell azt, hogy a
veremautomatanak tobb allapota is lehet, nem csak egy.

7.16. Tétel Minden M veremautomata dltal elfogadott L = L(M) nyelvhez van az L-et
generdlo kornyezetfiggetlen nyelvtan.

Bizonyitds. Tekintsiink egy iires veremmel elfogad6 M = (Q, %, T, qo, Zop,0) veremau-
tomatdt, ami az L nyelvet fogadja el (7.9. tétel). Ehhez fogunk egy megfelels G =
(V,%, S, P) nyelvtant megadni.

El6szor alakitsuk at M-et Ggy, hogy megsziintetjiik azokat az atmeneteket, amelyek-
ben nem vesziink le a verem tetejérol. Ezeket helyettesitsiik azzal, hogy a verem tetején
16v6 elemet levessziik és utdna visszatessziik. Formalisan minden (¢, @) € §(q, a, €) dtme-
netet cseréljiink le az (¢, aA) € §(q, a, A) d&tmenetekre, ahol A végigfut I 6sszes elemén

a a

- helyett A - A

Vildgos, hogy az automata altal meghatarozott nyelv ezzel nem véltozik.
Készitsiink most el egy nyelvtant ehhez a veremautomatahoz.
A nyelvtan véltozoinak halmaza legyen

V ={[qAp] : q,p € Q, A T}U{S},

S lesz a kezd6véltozd. Egy [gAp] alakd valtozé annak fog megfelelni, hogy az A ve-

remszimbdélum a ¢ dllapotban keriilt a verembe, és p allapot lesz az, amelyikben ez az A

(minden, esetleg beléle szarmazo, a helyére keriilt karakterrel egytitt) kikeriil a verembél.
A nyelvtan levezetési szabalyai a kovetkezok:
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e minden ¢ € Q éllapothoz S — [qo Zo (]
e egy (¢',e) € 6(q,a, A) atmenethez (ahol q,¢' € Q, A €T, a € %)

[9Aq] — a

e egy (¢, By...Bg) € 6(q,a,A) dtmenethez (¢,¢ € Q, A,B1,...,Br €', a € %)
[qAq"] = alg1 B1¢2)[q2B243) - - - [@x BiGi+1]

ahol g2, q3, ..., qk, qry1 = ¢" € Q végigfut az 6sszes lehetséges allapoton és ¢; = ¢'.

Ezzel egy olyan nyelvtant adtunk meg, aminek szabalyai A — « alaktak, de el6-
fordulhat, hogy a = ¢ (amikor a = ¢). Ez a 6.14. tétel szerint atalakithat6 a definicié
szerint 2. osztalyba tartozé nyelvtanna anélkiil, hogy a generalt nyelv megvaltozna. fgy
elegendé megmutatni, hogy a megadott G nyelvtan az L(M) nyelvet generalja. Ez az
alabbi allitason mulik:

[qAq'] = -+ = x € ¥* akkor és csak akkor, ha (¢,z,A4) = - = (¢, ¢,¢) (7.5)

azaz egy [qAq'] valtozébdl a nyelvtanban pontosan akkor tudunk egy z szot levezetni, ha a
veremautomatat az x bemenettel, A veremtartalommal ¢ allapotban inditva végigolvassa
a bemenetet és kiiiriti a vermet.

Vegyiik észre, hogy ha ez igaz, akkor mivel © € L(M) azt jelenti, hogy a (qo,x, Zo)
helyzetbdl egy (g, €, €) helyzet elérheté, ezért az elfogadés ekvivalens azzal, hogy a nyelv-
tanban a [goZoq] valtozébdl az = levezethetd. Ez a valtozd pedig egyetlen szabdaly alkal-
mazasaval megkaphat6 az S kezd6valtozébdl, tehat L(M) = L(G).

A (7.5) allitds mindkét irdnydt, az el6zéekhez hasonléan, a 1épésszam szerinti teljes
indukcioval lehet igazolni.

Ha a [gAq] valtozobdl az x szé6 n 1épésben levezethetd, és n = 1, akkor ez egy
[qAq'] — a szabdllyal torténik, ami azért része a nyelvtannak, mert ekkor (¢,a, A) =
(¢,e,¢), és pont ez az, amit akartunk. Ha n > 1, akkor legyen a levezetés elsé 1épése
[qAq'] = alq1 B1¢2][q2B2gs3] - - - [qx Bxq']- Ha a jobb oldalon 4ll6 i-edik véltozébdl a tovabbi-
akban levezetett szét x; € ¥* jeloli, akkor x = axixy ... 2. Az indukcids feltevés szerint
(Giy i, Bi) = -+ = (qis1,6,€) teljesiil, ha 1 <7 < k.

X,

B, [ x,
B, [~
: B,
— Bk — Bk — Bk
A A A A
q q q s Ga=q’



ami osszerakva azt adja, hogy (¢, axixs... 25, A) = -+ = (q1, 1122 ...}, By) = -+ =

(d,¢e,€)
A (7.5) masik irdnyanak részleteit az olvaséra bizzuk. O

7.17. Kovetkezmény Az L nyelv akkor és csak akkor kornyezetfiiggetlen, ha van olyan
M wveremautomata, melyre L(M) = L.

Bizonyitds. A 7.12. és 7.16. tételek kozvetlen kovetkezménye. [

7.3. Determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek

7.18. Definicié Egy nyelv determinisztikus CF nyelv (DCF), ha létezik hozzd determi-
nisztikus veremautomata.

7.19. Példa Az alabbi két nyelv DCF:

Ly = {a™b"c™|n,m > 0}
Ly = {a™b"c"|n,m > 0}

A két automata elkészitését az olvasdra bizzuk.

7.20. Allitds A determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zdrtak a metszetkép-
zésre.

Bizonyitds. A 6.34. tétel szerint az Ly N Ly nyelv nem is CF. [

Megmutathatd, hogy ennek a két nyelvnek az uniéja sem DCF (de természetesen CF,
hiszen CF nyelvek unéja).

7.21. Tétel A determinisztikus kérnyezetfiiggetlen nyelvek nem zdrtak az unidképzésre,
de zdrtak a komplementer-képzésre.

Az uniéra vonatkozé allitast nem bizonyitjuk. A komplementeres allitds a véges auto-
mataknal latott bizonyitashoz hasonléan igazolhatd. Az jelent némi problémat, hogy egy
veremautomata a bemeneti sz6 végigolvasdsa utan még végezhet olvasas nélkiili 1épése-
ket, és e kozben érinthet elfogadd és nem elfogadd allapotokat is — ennek kezelését itt
nem részletezziik.

7.22. Kovetkezmény Van olyan L kérnyezetfiiggetlen nyelv, ami nem determiniszti-
kus.
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Bizonyitds. Az allitas kovetkezik abbdl, hogy mig a CF nyelvek zartak az uniéra, de
nem zartak a metszetre és komplementerre, addig a DCF nyelvek nem zartak az uniéra
és a metszetre, de zartak a komplementerre. fgy a két halmaz (a DCF és a CF nyelvek
osztalya) nem eshet egybe. O

7.23. Megjegyzés Az L1 U Ly = {a™b™c* : n = m vagy m = k} nyelv kérnyezetfiigget-
len, de nem determinisztikus. Ezt az allitast nem bizonyitjuk.

Ezek szerint a regularis nyelvekhez képest komoly eltérés, hogy a veremautomata-
kat altaldban nem lehet determinizalni. Bar az elméleti vizsgalatokhoz az altalanos CF
nyelvek illeszkednek jobban (pl. a Chomsky-hierarchidban ezek jelennek meg), és ezért
is definidltuk a nemdeterminisztikus valtozatot, gyakorlati felhasznaldsra a determinisz-
tikus veremautomatak és a determinisztikus CF nyelvek az inkdbb hasznalhatéak.
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8. fejezet

CF nyelvek algoritmikus kérdései

Ebben a fejezetben a regularis nyelvekhez hasonléan megvizsgéaljuk, hogy a legegyszeriibb
kérdéseket hogy tudjuk eldénteni CF nyelvek és nyelvtanok esetén. Itt most néhany
algoritmust adunk meg ezen kérdések egy részére, sajnos azonban tobb olyan kérdés is
van, amely kornyezetfiiggetlen nyelvek esetén algoritmikusan nem megoldhatd, ezekre
majd a 12. fejezetben tériink ki.

A kornyezetfiiggetlen nyelv kétféleképp lehet adott: veremautomataval vagy CF nyelv-
tannal. A veremautomatabdl altalaban egyszertien nem kapunk j6 algoritmust, amennyi-
ben az automata nem determinisztikus (és, mint mér lattuk, itt nem tudunk determini-
zélni). Ezért azt tessziik fel, hogy a nyelv egy CF nyelvtannal adott.

8.1. Beletartozas

Adott: L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelv, tovabba egy x € X* sz6.
Kérdés: x € L?

Az x = ¢ eset trividlis. A tovabbiakhoz vegyiik észre, hogy ha a nyelvtanban nincsenek
egyszeres szabdlyok, akkor egy levezetés minden lépésében vagy az eldallitott sorozat
hossza no, vagy a hossza ugyan nem valtozik, de a benne levé X-beli betiik szama no.
Tehét egy levezetésben mindkét tipusu 1épéshdl legfeljebb |z| fordulhat elé. Azaz, ha x
egy levezetését keressiik, akkor elegend6 az sszes legfeljebb 2|x| mélységii levezetési fat
megvizsgalni, valamelyik nem vezet-e el az x szbéhoz.

Az eljaras tehat az, hogy elébb kikiiszoboljiik az egyszeres szabdlyokat (6.3.2 feje-
zet), majd végigvizsgdljuk adott mélységig a levezetési fakat (vagy az adott korldtig a
ballevezetéseket). Ezzel egy, az x sz6 hosszaban exponenciélis algoritmust kapunk.

Egy maésik lehetdség, ha az adott nyelvtant atalakitjuk Greibach-normalformajuva
(6.4.2 fejezet). A Greibach-normaélforma el6nye, hogy a bal levezetés minden egyes 1épése
el6allitja az x sz6 kovetkezd betiijét, igy most a levezetés pontosan |z| 1épésbél &ll, az
alkalmazhaté szabalyok korét pedig a kovetkezd karakter alapjan lépésenként lesziikit-
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hetjiik — ez egy tipikus elagazas-és-korlatozas modszerii algoritmus, amely azért tovabbra
is exponencidlis hosszu lesz.

Bonyolultabbnak tiin6, de hatékonyabb a kévetkezo, dinamikus programozast hasz-
nalé eljaras.

Cocke-Younger-Kasami-algoritmus (CYK-algoritmus)

Az algoritmus egy CNF formara alakitott G nyelvtannal indul és egy adott = széhoz
meghatarozza, hogy x levezethet-e a nyelvtanbdl. S6t azt is megkaphatjuk, hogy ha x €
L(G), akkor a levezetése egyértelmii-e. A mddszer egy médositdsaval maguk a levezetések
is megkaphatdk (ezt a mddositast itt nem targyaljuk).

Egy T tablazatot hozunk létre, ennek oszlopai a szd x1,29,...,x, € X betilinek
felelnek meg, sorai pedig a j = 1,2, ...,k indexeknek. [gazabdl csak a tablazatnak csak
az atléjat, és az az alatti részt haszndljuk, a T'[7, i]-be azok a véaltozok keriilnek, melyekbol
azZ T;iTit1 ... Tiqpj—1 szorészlet levezethetd.

k

T}, i

Il x2 “ e xk
A tdblézat kitoltése soronként lentrdl felfelé torténik:
e j = 1: az A véltozo bekerill a T[1,1i] celldba, ha A — x; szabaly G-ben

e j > 1: az A véltozd bekeriil a T[4, ] celldba, ha van olyan A — BC' szabdly G-ben,
melyre B € T'[(,i] és C € T[j — {,i+ (], valamilyen 1 < ¢ < j — 1-re.

Amennyiben a kezd6valtozé megjelenik a T'[k, 1] (bal fels6) celldban, akkor x € L(G),
kiilonben = & L(G).

Vildgos, hogy ezzel a kitoltési eljarassal a T[i, j] pontosan azokat a véltozdkat tar-
talmazza, amelyekbdl a megfelelé részszo levezethetd. Ha az egyes cellaknal nem csak
a valtozok halmazat, hanem azt is szamon tartjuk, hogy melyik valtozé , hanyszorosan”
keriilt be az adott cellaba, akkor azt is el tudjuk donteni, hogy a levezetés egyértelmii-e.

Az algoritmus 1épésszama egy k hosszi szd esetén:

e cellanként: < k esetet kell ellenérizni

e a tiblazat mérete: k2
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o Osszesen: O(k?)

Megjegyezziik, hogy vannak a gyakorlatban ennél jobban hasznalhaté eljarasok is,
amelyekre a forditéprogramok is épiilnek. Ezek az eljarasok altalaban feltételeznek valami
plusz tulajdonsagot az elemzendd nyelvrdl, azon feliil, hogy legyen kornyezetfiiggetlen.
A CYK-algoritmus egyik erénye, hogy tetszéleges CF nyelvre miikodik (egy megfelels
formdaju nyelvtant feltételezve).

8.1. Példa Legyen

S — AB | BC
A— BA|a
B—CC|b
C—AB|a

a nyelvtan és x = baaba az elemzendd sz0.

A tabldzat also sordanak kitoltése egyszeri. Vegyiik a T[2,1] elemet. Ehhez eqy meg-
vizsgdlandd cellapdr tartozik: T[1,1] és T[1,2]. Keressiik azokat a szabdlyokat, amik ezen
cellapdarok valtozdit tartalmazzdk a jobb oldalon (az adott sorrendben), vagyis X — BA,
illetve X — BC' alakiak. A nyelvtan alapjin X = A vagy X = S, a cella tartalma A, S
lesz. A mdsodik sor tobbi eleme hasonloan kaphato. A T[3,1]-hez két cellapar tartozik:
T[2,1]-T[1,3] és T[1,1]-T[2,2], azaz a {A,SHA,C} vagy {B}{B} halmazokbdl kiol-
vashato AA, AC,SA, SC, BB pdrokhoz keresiink szabdlyt. Ilyen viszont nincs, ezt jelzi a
kihizds a tabldzatban. A tobbi cella hasonlo megfontoldsokkal kitélthetd.

S,A,C

S A,C
n B B
A5 B | C.S[A45S
B A,C [AC| B [AC]

b a a b a

A tabldzatbol kiolvashato, hogy az x szo a megadott nyelvtanbol levezethetd, mert a bal
felsé cellaban szerepel a kezddszimbolum.

8.2. Uresség

Adott: L C ¥* regularis nyelv.
Kérdés: L =07
Okoskodhatunk a pumpélasi lemmara alapozva: Ha p a pumpalasi hossz, akkor a nyelv
legrovidebb szava p-nél rovidebb (az 5.5 fejezetben latotthoz hasonléan) tehét elegendd a
p-nél révidebb szavakra a beletartozast ellendrizni, ami véges sok szé ellendérzését jelenti.
Egy masik megkdozelitési méd, hogy meghatarozzuk a nyelvtan felesleges szimbdélumait
(6.3.3 fejezet), ha a kezd6valtozd is ilyen, akkor a nyelv iires, egyébként meg nem.
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8.3. Végesség

Adott: L C ¥* CF nyelv.
Kérdés: L elemszama véges?

A reguléris nyelvekhez hasonléan (5.3. tétel) haszndlhatjuk a CF pumpélési lemmét,
a bizonyitast itt nem ismételjiikk meg.

8.2. Tétel Legyen L eqy CF nyelv és p a pumpdldsi hossz. Az L nyelvnek akkor és csak
akkor van végtelen sok eleme, ha létezik olyan w € L szd, hogy p < |w| < 2p.

Ennek alapjan elegend6 az 6sszes, p és 2p kozotti hosszisagu szot megvizsgalni, hogy
valamelyikiik beletartozik-e a nyelvbe.
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9. fejezet
Turing-gépek

Nyelvek felismerésére eddig kétféle automatat lattunk: a véges automatat és a verem-
automatat. Lattuk azt is, hogy veremautomataval tébb nyelv esetén tudjuk megoldani
a nyelvbe tartozas kérdését, mint véges automataval: a veremautomatakkal pontosan a
kornyezetfiiggetlen nyelveket lehet felismerni.

Természetesen adodik a kérdés, hogy lehetséges-e olyan automatat szerkeszteni, ami-
vel nem kornyezetfiiggetlen nyelvek esetén is eldonthetd a nyelvbe tartozas. Ebben a
fejezetben a Turing-gépet, egy olyan, (mint ki fog deriilni, igen erds) automatat vizsga-
lunk, mely a veremautomatak egy valédi altalanositasa.

9.1. Egyszalagos, determinisztikus Turing-gép

Eloszor a legegyszertibb véltozatat definidljuk a Turing-gépnek, az egyszalagos Turing-
gépet. Ekkor a gépnek egyetlen (egyik irdnyban végtelen) szalagja van, egy iré-olvaso
fejjel, mely mindkét irdnyba tud mozogni a szalagon. (Kés6bb téargyalunk még tovabbi
véltozatokat is.)

9.1. Definicié FEgy Turing-gépet a kovetkezé T' = (Q, %, T, qo, -, F,0) hetes ir le, ahol:
e () eqy véges, nem ires halmaz, ez a gép dllapotainak halmaza

® X eqy véges, nem tres halmaz, ez a bemeneti dbécé

I' eqy véges, nem tres halmaz, ez a szalagabécé

qo € Q a kezdddllapot

o _cT'\ X, aszalagon az tres jel

F C Q az elfogado dllapotok halmaza
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e § az dtmeneti figguény, 0 : (q,a) — (¢',b,D), ahol q,¢ € Q, a,b € T és D €
{B,J,H} (azaz Balra, Jobbra vagy Helyben).

A gép kezdetben a ¢y dllapotban van, a szalag elején a bemeneti sz6 taldlhaté (eb-
ben csak Y-beli karakterek szerepelhetnek), a szalag tobbi része _ szimb6lumokkal van
feltoltve és a fej a szalag els6 (bal széls6) mezéjén éll. Ez a gép kezdShelyzete.

A gép minden lépésben beolvassa a szalagon az aktudlis karaktert, majd ennek, és
az eddigi allapotnak a hatdsara véltozik az allapota, mddosithatja az iré-olvasé fej alatt
latott karaktert, majd 1ép a szalagon egyet jobbra vagy balra, esetleg helyben marad.

Az dtmeneti fiiggvény azt irja le, hogy egy 1épés soran (a gép belsé dllapotétdl és az
olvasott karaktertél fiiggden) mit tesz a gép: 0 : (¢,a) — (¢, b, D) azt adja meg, hogy ha
a gép ¢ allapotban van, a betiit olvas a szalagrol akkor ¢’ allapotba keriil, az olvasott a-t
feliilirja b-vel, majd a szalagot olvaso és ir6 fej D iranyba lép.

A Turing-gép egy szamitas soran a kezdohelyzetbol indulva az atmeneti fiiggvénynek
megfelel6 1épések sorozatat hajtja végre. Ha a szalag elején balra lépne (azaz "leesne” a
szalagrol az iré-olvasé fej), akkor a gép hibaval megéll. Egyébként a miikodés akkor ér
véget, ha nem tud lépni, elakad, mert az adott belsé allapot - olvasott karakter kombi-
naciora nincs értelmezve az dtmeneti fiiggvény. A gép akkor fogadja el a bemeneti szot,
ha ez az elakadas F-beli allapotban torténik.

Fontos megjegyezni, hogy semmi nem garantalja, hogy egy adott bemenettel a Turing-
gép valaha is le fog allni. A kovetkez6 lehetOoségek vannak:

e a gép elobb-utobb leall elfogadd allapotban, tehat a szot a gép elfogadja

e a gép el6bb-utébb ledll hibaval ("leesik a szalagrél”) vagy ledll nem elfogadé alla-
potban

e a gép az adott bemenet hatdsdra soha sem all meg.

A masodik és harmadik esetben a gép a bemenetet nem fogadja el. Ha hangsulyozni
szeretnénk, hogy a méasodik eset tortént (megéllt a gép, de nem elfogaddan), akkor azt
mondjuk, hogy a gép a szbt elutasitja.

9.2. Megjegyzés A definicio a determinisztikus, hidnyos automatdkra emlékeztet. Fon-
tos formai megkdtés, hogy most az elfogadds feltétele mas: a véges automatdkndl és verem-
automataknal megkdveteltiik, hogy elfogado szamitdsndl a bemeneti szot végig kell olvasni,
nem szabad, hogy a szdmitds elakadjon. Most viszont a végigolvasds nem sziikséges, €s
elfogadni csak elakadds esetén lehetséges. Lehetne az elfogaddsi feltételt a korabbiakhoz
hasonloan megadni, ezzel is eqy ekvivalens modellt kapndnk, de a jelen forma az dltald-
nosan elterjedt, eqyszeribben hasznalhato.

9.3. Definicio Az M Turing-gép dltal elfogadott nyelv:
L(M) ={w € X: M elfogadja w szdt}
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A Turing-gépeket is lehet graffal abrézolni, ilyenkor az atmeneteket jelz6é nyilakon
szerepel, hogy milyen olvasott karakter hatasara milyen karaktert ir a gép, illetve milyen
irdanyba 1ép tovabb.

9.4. Példa Az dbrdn ldathatd Turing-gép a > = {a,b} feletti palindromokat fogadja el.

a—a,J
b—b, J

r—ux, J

_—_ B

8y—>y,B

a—a, J
b—b, J

A gép miikodésének lényege, hogy az elsé karaktertdl kezdve sorban ellendrzi, hogy
a sz6 i-edik karaktere megegyezik-e a hatulrél nézve i-edik karakterrel. Egy ellentrzés
soran beolvassa az els0, még nem ellenérzott karaktert a szo elejérol, belsé dllapotaban
megjegyzi, hogy mit olvasott, majd elbaktat a sz6 végére a megfeleld karakterhez és
ellenorzi, hogy egyezik-e az allapotaban megjegyzett karakterrel.
Kicsit pontosabban a gép miikodése a kovetkezo:

e ¢, allapotban olvassa be a kovetkezo ellenérzendo karaktert a szé elso felébol. Ha ez
a, akkor a fels6 dgon (¢1, g3, g5) halad majd tovabb, ha b, akkor az alsén (g2, ¢4, ¢5),
igy jegyezve meg belsé dllapotaban, hogy mit olvasott. Tovabblépés el6tt az a (vagy
b) karaktert z-re cseréli, ezzel jelezve, hogy ezt a karaktert mar ellendrzés ald vonta.
A tovabbiakban az a esetet irjuk le, a b eset teljesen hasonlo.

e ¢ allapotban olvas és 1ép jobbra, amig el nem éri azt a karaktert, amivel az 6sszeha-
sonlitést el kell végeznie. Ez a karakter vagy a sz6 végén van (utdna mér _ karakter
kovetkezik) vagy az elsé olyan karakter el6tt, amit mar egyezének taldltunk (az
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egyezett helyeket y-nal jeloli a gép). Ha tehat ezen két eset valamelyikét ( _ vagy
y) latja, akkor g3 dllapotba keriil és a szalagon visszalép balra egyet, igy pontosan
arra a karakterre érkezve, amivel az 6sszehasonlitast el kell végeznie.

e A tényleges Osszehasonlitds gs-ban torténik: ha itt a-t talal, akkor ezt a karaktert
is ellendrzottnek jeloli azzal, hogy atirja y-ra, majd ¢s5 allapotban visszasétal a
szalagon balra, amig z-et nem lat (ekkor elérte a sz6 elejének ellenérzott részét).
Ilyenkor gp-ba keriil és jobbra 1ép, készen allva a kovetkezo ellendrzésre. Ha gs-
ban b-t taldl (nincs egyezés), akkor elakad, a szét nem fogadja el, hiszen g3 nem
elfogadé.

o A gép kétféleképpen juthat elfogadd allapotba. Ha paros hosszt palindromunk van,
akkor az utolsé ellenérzés (a sz6 kozepén levé aa vagy bb megtaldldsa) utdn méar
nem taldl a ¢o allapotban 1jabb ellendrizend6 karaktert, csak y-t, ekkor az elfogadd
g7 allapotba megy, ott elakad, tehat elfogad. Ha paratlan hosszu palindromunk van,
akkor a sz6 kozepi a vagy b x-re cserélése utan rogton egy y kovetkezik a szalagon
(ennek felel meg az az eset, amikor gs-ban x-et olvas a gép), ekkor a ¢g elfogadd
allapotba 1ép és elakad.

A tovébbiakban fontos szerepet kapnak azok a nyelvek, melyekhez 1étezik a nyel-
vet elfogad6 Turing-gép. Kiilonosen érdekesek lesznek azok a nyelvek, melyekhez olyan
Turing-gép is szerkeszthetd, ami nem csak elfogadja a nyelvet, hanem még az a szép
tulajdonsiga is megvan, hogy a gép mindig megall. Ez fontos tulajdonsidga a gépnek,
hiszen ha egy nyelv esetén szeretnénk tetszoleges szordl eldonteni, hogy az eleme-e a
nyelvnek vagy sem, akkor egy olyan gép nem nagy segitség, ami nem biztos, hogy valaha
is megall és valaszt ad.

A fenti két fogalmat ragadja meg a kivetkezd két definicié.

9.5. Definicié Az L nyelv rekurzivan felsorolhatd, ha van olyan M Turing-gép, hogy
L(M) = L. Azt is szoktuk mondani, hogy az L nyelv ekkor felismerhets. A rekurzivan
felsorolhato nyelvek halmazdat RE-vel jeloljiik.

9.6. Definicié Az L nyelv rekurziv, ha van olyan M Turing-gép, hogy L(M) = L és
M minden bemenet esetén véges sok lépésben megall. Azt is szoktuk mondani, hogy az L
nyelv ekkor eldonthetd. A rekurziv nyelvek halmazdt R-rel jelélyiik.

Ha egy nyelvre van 6t eldont6 (a definicié szerint mindig megalld) Turing-gép, azaz a
nyelv rekurziv, akkor ezen nyelv esetén a nyelvbe tartozas problémaéaja tetszoleges széra
megoldhato: a Turing-gépet lefuttatjuk a széval és mivel mindig megall, biztosan valaszt
kapunk arra, hogy a szo eleme-e a nyelvnek.

Ha egy nyelvrol csak azt tudjuk, hogy rekurzivan felsorolhaté, azaz csak olyan Turing-
gépet ismeriink, ami elfogadja ugyan a nyelvet (a nyelv szavaira megéll elfogadéban), de
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nem feltétleniil 4ll meg minden inputon (a nyelven kiviili szavakra vagy elutasitéban all
meg vagy sosem all meg), akkor erre a nyelvre ezt a Turing-gépet nem tudjuk a nyelvbe
tartozas probléméjanak megoldasara hasznalni: ha beadunk a gépnek egy szot és sokdig
nem kapunk valaszt (a gép nem all meg), akkor nem tudhatjuk, hogy ez azért van, mert
ez egy kivételesen hosszi szamitas, aminek nemsokara vége lesz vagy pedig a gép sosem
fog leallni.

A definiciékbdl azonnal adddik, hogy R C RE. Nemsokara latni fogjuk, hogy a tar-
talmazas valédi, mutatni fogunk rekurzivan felsorolhatd, de nem rekurziv nyelveket.

Latunk majd példat olyan nyelvre is, ami még csak nem is rekurzivan felsorolhaté, de
azt mar most is be tudjuk bizonyitani (konkrét nyelv megaddsa nélkiil), hogy ilyennek
1éteznie kell.

9.7. Lemma Tetszdleges X2 dbécé esetén van olyan L C 3* nyelv, amelyre L ¢ RE.

Bizonyitds. Az allitas, a 4.17. tételhez hasonlé szamossagi megfontoldsbdl kovetkezik.
Egy Turing-gép leirds véges hosszu (példdul egy szénak tekinthetd a gép formélis leirdsa
azzal a hetessel, ami definiélja), azt pedig tudjuk, hogy véges hosszi sz6bdl egy véges abé-
cé felett megszamlalhatéan végtelen sok van. Ezért a Turing-gépek is megszamlalhatéan
végtelen sokan vannak, igy az altaluk felismerheté nyelvek szdma is megszamlalhatéan
végtelen.

Az Osszes ¥ feletti nyelv szamossiaga azonban kontinuum, mert a nyelvek halmaza
éppen a megszamlalhatéan végtelen ¥* halmaz hatvanyhalmaza. Mivel a kontinuum
nagyobb szamossag, mint a megszamldlhatéan végtelen, ezért biztosan van olyan nyelv,
amely nem ismerhet6 fel Turing-géppel. ]

9.8. Megjegyzés Veqyiik észre, hogy a Turing-gép dltaldnositdsa mind a véges automa-
tanak, mind a veremautomatdinak: mindkét automatdt konnyen lehet szimuldlni Turing-
géppel, az allapotokat a Turing-gép allapotaiban orizzik, a veremautomata vermét pedig
a szalagon taroljuk.

A véges automatandl annyival van tébb lehetdsége a Turing-gépnek, hogy a fej mindkét
iranyba mozoghat a szalagon €s a fej irni is tud. Meg lehet mutatni, hogy ebbdl a két
kiilonbségbol az utobbi a lényeges, mert eqy olyan véges automata is csak a reguldris
nyelveket tudja elfogadni, ami mindkét irdnyban tud mozogni a szalagon.

9.2. k-szalagos, determinisztikus Turing-gép

Az el6z6 részben a rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelveket az egyszalagos, deter-
minisztikusan miikodé Turing-gép segitségével definidltuk. A fejezet hatralevd részében
azt mutatjuk meg, hogy a Turing-gépnek szamos olyan valtozata létezik, mely a 9.1.
definicioban adott géppel egyenértékii.
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Miel6tt megvizsgalnank részletesen az elso valtozatot, gondoljuk meg, hogy mennyivel
konnyebb dolgunk lenne a palindrom nyelv felismerésével, ha gépiinknek két szalagja
lenne, mindkét szalagon egy-egy olvasé és ir6 fejjel. Ekkor megtehetnénk azt, hogy az elsé
szalagot elolrdl, a masodikat pedig hatulrdl olvassuk, 1épésenként egy-egy karakterpart
leellenorizve. Egy ilyen gép otletét fogalmazza meg formélisan a kévetkezo definicio.

9.9. Definicié A k-szalagos Turing-gép egy olyan Turing-gép vdltozat, amely k darab
szalagot haszndl (k > 1). A gépet ugyanigy egy hetes adja meg, mint a kordbbi defini-
cicban: T = (Q,%, T, qo,—, F,0), ahol § kivételével minden ugyanaz, mint kordbban, az
atmeneti fligguény pedig:

(S(Q, aias . . . CLk) — (q/, beg e bk, d1d2 A dk)7

ahol a;,b; € ', q,¢ € Q ésd; € B, J, H.

A gép kezdetben itt is a gy allapotban van, az els6 szalag elején a bemeneti sz6
talalhatd, a szalag tobbi része és a tobbi szalag teljes egészében a _ szimbélummal van
feltoltve. Minden szalaghoz tartozik egy fej, ami a szalag elsé (bal szélsé) mezjén all. Az
elso szalag csak olvashatod, a tobbi szalagot munkaszalagnak hivjuk, ezeket irni és olvasni
is lehet.

A gép egy lépésben minden szalagon elolvassa a fej alatti karaktert, ezek hatdsara
allapotot valt, a munkaszalagokon mdédosithatja az iré-olvaso fej alatt latott karaktert,
majd 1ép a szalagokon.

Az dtmeneti fiiggvény azt adja meg, ha a gép ¢ allapotban van, ay, as, ..., a; betiiket
olvas a szalagokrél, akkor ¢’ allapotba keriil, a munkaszalagokra bs, . .., b, karaktereket
ir, majd a fejekkel dy, ds, ..., d; irdnyba 1ép (az input szalagon is mozoghat) .

Ha valamelyik szalag elején balra lépne (azaz ,leesne” a szalagrél az iré-olvasé fej),
akkor a gép hibaval megall, egyébként a miikodés akkor ér véget, ha mar nem tud lépni
a gép, elakad, azaz az adott bels6 allapot - olvasott karakterek kombinaciéra nincs értel-
mezve az atmeneti fiiggvény. A gép akkor fogadja el a bemeneti szét, ha ez az elakadés
F-beli allapotban torténik.

9.10. Megjegyzés Vildgos, hogy ha egy nyelvet el lehet fogadni eqy egyszalagos Turing-
géppel, akkor el lehet fogadni k-szalagossal (k > 2) is: a k-szalagos Turing-gép csindlja
azt, hogy atmasolja a bemenetet a 2. szalagjara és ott szimuldlja az eredeti Turing-gépet.
Az g gép pontosan akkor dll meg, ha az eredeti megallt és pontosan akkor fogad el, ha
az eredeti elfogadott.

Az is igaz azonban, hogy a k-szalagos Turing-gépek nem tudnak tobbet az egyszala-
gosnal, ezt latjuk be a kovetkezo tételben.

9.11. Tétel Adott eqy k-szalagos M Turing-gép. Ekkor létezik olyan M' eqyszalagos
Turing-gép, hogy L(M) = L(M'").
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Bizonyitds. A konstrukcié otlete az, hogy ugy képzeljiikk, mintha az egyszalagos Turing-
gép szalagja 2k sdvra lenne osztva: a paratlan sorszamu savok a k-szalagos Turing-gép
megfelel6 szalagjaira irt karaktereket tartalmazzik, a paros sorszamu savok pedig M
fejeinek helyzetét kddoljak:

e M i-edik szalagjdnak tartalma megegyezik M’ (2i — 1)-edik sdvjanak tartalméval
(1<i<k)

e M i-edik szalagjdhoz tartozé fej helyzetét M’ (2i)-edik sévjaban gy kddoljuk,
hogy az adott helyen 1-es karakter all, minden mas helyen pedig iires karakter van
(1<i<k)

A fenti otletet formalisan a szalag abécéjének megvaltoztatasaval, megnovelésével
valdsitjuk meg: T = (I' x {1,_})*, a I"-beli karakterek megfelel6 komponensei felelnek
meg az egyes savoknak.

Nézziik most azt, hogyan szimuldljuk M l1épéseit M’-vel! Kezdetben M’ egyetlen
szalagjdnak els6 sivja az input szét tartalmazza, minden més paratlan sav iires (csupa
tires karakterbdl all), a paros savokon pedig az elsé karakter 1, minden mashol iires jel
van, M’ egyetlen feje a szalag elején taldlhato.

M' a bels6 allapotaban fogja tarolni M &allapotat, ez aszerint véltozik, ahogy M
allapota valtozik.

A szimuléci6 sordan M egy 1épését M’ tobb lépésben fogja szimulalni, egy 1épés szi-
muldlasat M’ mindig igy kezdi, hogy a fej a szalag elején taldlhaté. Ezutan M’ jobbra
gyalogol addig, mig minden parosadik savon meg nem talalja M fejeinek pozicidjat,
kozben allapotaban megjegyezve, hogy melyik sdvban mi volt a fejpozicidkat jelzo egye-
seknek megfelel6 helyen a megfelel paratlanodik savban. Mikor minden M-beli fej altal
olvasott karaktert ismer, kiszdmolja M &atmeneti fiiggvénye szerint, hogy M mit 1épne
ebben a helyzetben és mikozben visszagyalogol balra a szalag elejére, modositja eszerint
a fejpozicidkat jelzo egyeseket és a hozzajuk tartozd karaktereket. O

9.12. Megjegyzés A bizonyitdsbol ldtszik, hogy az eredeti k-szalagos és a konstrudlt
egyszalagos gép nemcsak hogy ugyanazt a nyelvet fogadja el, de pontosan ugyanakkor dll
meqg eqy bemeneten az eqyik gép, amikor a masik. Ha tehdt egy nyelvrol meg akarjuk
mutatni, hogy rekurziv vagy rekurzivan felsorolhato, akkor megtehetjiik, hogy k-szalagos
Turing-gépet konstrudlunk rd, ami (mint ahogy a palindromok esetén ldttuk) sokszor egy-
szertusiti a dolgunkat.

A tétel bizonyitasabdl az is latszik, hogy az egyszalagos gépre vald attérésnél a 1é-
pések szama megnd, vagyis ha nem csak az a kérdés, hogy van-e Turing-gép egy adott
nyelvhez, hanem az is kérdés, hogy a gép hany lépés alatt ad vélaszt, akkor a k-szalagos
és az egyszalagos verziok nem feltétleniil viselkednek hasonléan. A lépésszam-novekedés
kérdésével a 11. fejezetben fogunk foglalkozni.
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9.3. Nemdeterminisztikus Turing-gép

A kovetkez6 Turing-gép véltozat, amit megvizsgalunk, a nemdeterminisztikus Turing-
gép. Természetesen adddik a kérdés, hogy nagyobb-e ennek a verziénak a szamitasi ereje,
mint a determinisztikusnak, azaz toébb nyelvet lehet-e elfogadni vele. Definialjuk most
az egyszalagos nemdeterminisztikus Turing-gépet. (A nemdeterminisztikus Turing-gépek
esetén is definidlhaté tobbszalagos gép, amely szimulalhato egy egyszalagossal, ennek
bizonyitasa ugyanigy megy, mint a determinisztikus esetben).

9.13. Definicié A nemdeterminisztikus Turing-gépeket egy T' = (Q, %, T, qo, —, F,0) he-
tessel irhatjuk le, ahol QQ, 3,1, qo,—, F' szerepe azonos a Turing-gépek esetén definidlttal,
valamint:

d(q,a) CQxT'x{J,B,H}

A 16 kiilonbség a determinisztikus valtozathoz képest tehat az, hogy most egy allapot és
egy olvasott karakter hatdsara tobbféle miiveletet is végezhet a Turing-gép. Ellentétben a
véges automataval és a veremautomataval, a nemdeterminisztikus Turing-gép esetén nem
kell kiilon € atmenetekkel bajlédnunk. Ha meg akarjuk engedni, hogy a gép léphessen
ugy, hogy a fej alatt &ll6 karaktert nem olvassa el, akkor ezt megtehetjiik egy olyan
szabalycsoport 1étrehozasaval, melyben a fej barmit is olvas, ugyanazt irja vissza és a fej
helyben marad.

Egy adott bemeneti sz6 esetén a gép lehetséges szamitasait egy gy nevezett szamitasi
faval is leirhatjuk, melynek cstcsai a gép konfigurdcidit reprezentaljak (mi van a szalagon,
milyen allapotban van a gép, hol all a fej), elagazasai pedig az adott konfiguraciéban
lehetséges tovabblépéseknek felelnek meg. A fa gyokere a kezdokonfiguréacio.

9.14. Definicié A nemdeterminisztikus Turing-gép akkor fogadja el a bemenetét, ha
a szamitdsi faban van elfogado levél, azaz olyan konfigurdcio, amibol nem lehetséges
tovdbblépés és a hozzd tartozo belsd dllapot elfogado.

Ez tgy is mondhato, hogy akkor fogad el a nemdeterminisztikus Turing-gép, ha van
elfogado szamitasa. Az elofordulhat, hogy a tobbi szamitas kozott vannak elutasité vagy
esetleg soha véget nem éro valtozatok is.

9.15. Definicié Az M nemdeterminisztikus Turing-gép altal elfogadott nyelv azon sza-
vak halmaza, melyeket a gép elfogad, vagyis amely szavakra legaldbb eqy elfogado szamitas
létezik.

9.16. Tétel Bdarmely nemdeterminisztikus Turing-gép szimuldlhato determinisztikus Tu-
ring-géppel.
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Bizonyitds. Véazolni fogjuk, hogy hogyan lehet egy nemdeterminisztikus Turing-géphez
olyan determinisztikus Turing-gépet késziteni, ami ugyanazt a nyelvet fogadja el.

Legyen M a nemdeterminisztikus Turing-gép, és tekintsiik a szamitasi fajat egy tet-
sz6leges bemeneten. Ebben a szamitasi fdban minden cstcsnak (minden konfiguraciénak)
legfeljebb 3|Q||T'| gyerek-konfigurdcidja van: |Q| darab lehetséges 1j allapot van, I' féle
1j karaktert irhat le a fej, majd hdarom lehetséges irdnyba léphet. Az M’ Turing-gép a
kovetkezoképpen fog miitkodni az adott bemeneten:

o Szélességi bejarassal végigmegy M szamitasi fajan: ehhez minden csicsban nyil-
vantartja (M atmeneti fiiggvényének ismeretében), hogy mik a lehetséges tovabb-
1épések és ezek koziil melyeket nézte mar meg eddig.

e Ha valamelyik szinten elfogado levelet talal, akkor megall és elfogad.
e Ha végigment a teljes fan, és nem talalt elfogado levelet, akkor elutasit.

e Egyébként (azaz ha a fa végtelen és nincs elfogadd levele), nem &ll meg. [

9.17. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a mélységi bejardsa itt nem haszndlhato — ha van
eqy véget nem éro szamitasi dg, akkor a bejards nem jutna el a tovdibbi dgakba.

Ha tehat egy nyelvrol meg akarjuk mutatni, hogy rekurzivan felsorolhaté, akkor meg-
tehetjiik, hogy ennek belatasara nemdeterminisztikus Turing-gépet konstrualunk ra, hi-
szen a determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek ekvivalensek, amennyiben
az altaluk elfogadott nyelvek halmazat tekintjiik. Fontos azonban latni azt, hogy a nem-
determinisztikus Turing-géppel ekvivalens determinisztikus valtozat sokkal tobb 1épés
utan jut elfogadé allapotba, mint amekkora a legrévidebb nemdeterminisztikus elfogado
szamitas hossza. Errol a kiillonbségrol részletesen fogunk majd beszélni a 11. fejezetben.

9.4. Felsorol6s Turing-gépek

Ebben részben egy olyan Turing-gép véltozatot vizsgalunk meg, mely a rekurziv és rekur-
zivan felsorolhato nyelvek egy tjabb lehetséges jellemzését adja és egyben magyarazatul
szolgdal arra is, hogy miért hivunk egy Turing-géppel elfogadhatd nyelvet rekurzivan fel-
sorolhaténak.

9.18. Definicié A felsorolos Turing-gép eqgy olyan specidlis Turing-gép, mely eqy T =
(Q,%,T,qo,—,0) hatossal adott, ahol:

o O, ', qo, _ és 6 ugyanazt jelenti, mint a kordbbi Turing-gép definiciokban.

o A gépnek nincs bemenete (ezért csak olvashatd bemeneti szalagja sincsen és input
abécéje sincs), a mikodés kezdetén mindegyik szalagon csak tres jelek vannak.
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Van egyetlen, csak irhato kimeneti szalagja, amin nem léphet vissza, ehhez tartozik
eqy kimeneti dbécé, most ezt jeloljik -val.

Van ezen kivil tetszoleges szamai irhato és olvashato munkaszalagja.

FElfogado dllapota nincs.

A gép kimeneti szalagjdn mindig xi#Hxo#xs# ... x, alakid sz6 dll (v; € X* # &
Y,n>0).

9.19. Megjegyzés Egy felsorolds Turing-gép (input sz6 hijan) csak eqyféleképp tud mi-
kédni: elinditva a csupa tires helyzetbol szavakat kezd kitrni a kimeneti szalagjdra, a #
jellel elvdalasztva oket eqgymdstol. Lehetséges, hogy ez a kimeneti szalagon levd sorozat fo-
lyamatosan nd, végtelen hosszi (ilyenkor biztosan nem dll meg a Turing-gép), de az is
lehet, hogy a gép csak véges sok szot ir ki mikdodése sordn (ez torténik példdul akkor, ha
a Turing-gép valamikor is megdll, azaz elakad, mert nem tud tovdbblépni).

9.20. Definicié A ¢ép dltal felsorolt nyelv: {x1,z,23...} (x; € 3*), azon szavak hal-
maza amiket a mikodés sordn a gép valamikor kiir, utdna rakva eqy # szimbolumot. Az
elemek felsoroldsa kiozben lehet ismétlodés.

A kovetkezo tétel, amellett, hogy a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy ijabb jellem-
zését adja, részben magyarazatul szolgdl a rekurzivan felsorolhaté elnevezésre is.

9.21. Tétel

L € RE & van olyan felsorolos Turing-gép, ami L-et sorolja fel

Bizonyitds. < irany:

Tegyiik fel, hogy van felsorolé M Turing-gépiink, ami éppen az L nyelv elemeit sorolja
fel. Olyan M’ Turing-gépet fogunk késziteni, ami minden L-beli széra megéll elfogadéban
és egyetlen L-en kiviili széra sem &ll meg, igy tehat M’ éppen az L nyelvet fogja elfogadni.
Miikodjon egy & bemeneten M’ a kovetkezOképpen: futtatja M-et és minden M &ltal kiirt

w szoéra ellenorzi, hogy w ~ 2. Ha igen, akkor megall és elfogadja x-et, egyébként tovabb
folytatja az ellendrzést. Vilagos, hogy ha x eleme L-nek, akkor M’ elébb-utébb megéll
és elfogad (akkor amikor M kiirja z-et) és az is vildgos, hogy ha x ¢ L, akkor M’ sosem
fog megéllni (mivel M sosem irja ki z-et).

= irdny:

Legyen most M egy L-et elfogadé Turing-gép, ebbdl fogunk egy L szavait felsorold
M' Turing-gépet konstrualni. Az elsé otletiink az lehetne, hogy M’ szimulédlja M-et
sorban ¥* szavain és amiket M elfogad, azokat M’ irja ki a kimenetére. Az a gond ezzel,
hogy ha M egy x széval elinditva nem &ll meg (z nincs L-ben), akkor M’ semelyik z
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utani szot nem fogja kifrni, el sem jut odaig, hogy ezt a szét egyaltalan megvizsgalja.
Ezt a nehézséget a kovetkezo, diagonalis eljardasnak nevezett triikkel lehet athidalni.
Rendezziik sorba ¥* szavait: ha példaul X = {0, 1}, akkor egy lehetséges sorbarakés az,
hogy ¢,0,1,00,01,.... Ezutdan M’ egymdas utan futtatni fogja M-et a X*-beli szavakon,
egyre novekvo 1épésszamig kovetve M miikodését. Ez pontosabban azt jelenti, hogy egy
menetben M’ valamely y; szon futtatja M-et legfeljebb j 1épésig, fokozatosan novelve j-t
és 1-t menetrol menetre, az alabbi abra szerint:

1 2 3 4

00

Vagyis el6szor szimulalja M-et e-nal inditva 1 1épésig, aztdn e-nal inditva 2 1épésig,
aztan 0-val inditva 1 lépésig, aztan 1-gyel inditva 1 1épésig stb.

Ha valamely menetben a szimulalas soran M elfogadja az éppen hasznalt y; szot az
adott j lépésen beliil, akkor M kiirja y;-t és ratér a szimuldlas kovetkezd menetére, ha
pedig a j 1épéses menet anélkiil ér véget, hogy M az aktualis input szot elfogadna, akkor
M’ kifras nélkiil 1ép at a szimuldlas kovetkez$ menetébe.

Ha z € L, akkor z-et M elfogadja mondjuk j > 1 1épésben. M’ biztosan ki fogja frni
x-et akkor, amikor az x szon futtatja M-et j 1épésig. Ha x ¢ L, akkor x-et M sosem
fogja elfogadni, tehdt M’ sosem fogja kiirni, vagyis M’ éppen az L nyelv szavait sorolja

fel. ]

Hasonl6 &llitas igaz a rekurziv nyelvekre is.

9.22. Tétel L € R < wvan olyan felsorolos Turing-gép, ami L elemeit hosszisag szerint
novekvd sorrendben sorolja fel.

9.23. Megjegyzés A felsorolos Turing-gép definicicojabol csak az kévetkezik, hogy a gép
a felsorolt nyelv szavait (és csak azokat) felsorolja, de a felsorolt szavak sorrendjére semmi
megkdtés nincsen. Ebben a tételben azt kovetelyiik meg, hogy a gép a nyelv szavait ugy
sorolja fel, hogy eldszéor jojjon (ha van) a nulla hosszi szd, aztdn az dsszes 1 hosszi
nyelvbeli sz0, aztdn az 0sszes 2 hosszu 20, stb. Az azonos hossziusdgiu szavak sorrendjére
nincs megkotés. (Valdjdban ennél dltaldnosabb sorrendek esetén is igaz ez a tétel, elég
volna azt megkovetelniink, hogy legyen eqy olyan régzitett sorrendiink, melyben bdrmely
sz0t véges sok sz0 el6z csak meg.)
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Bizonyitds. A tétel allitasa vilagos modon igaz, ha L véges nyelv. Kénnyen lathaté ugyan-
is, hogy tetszoleges véges nyelvre van mindig megallé Turing-gép (hiszen mar véges au-
tomata is van). Mdasrészt egy véges nyelvre van a nyelv szavait sorrendben felsorold
Turing-gép is: a gép véges atmeneti fliggvényébe bele tudjuk kédolni a véges sok szot,
amit aztan egyesével kiirunk a kimenetre.

Tegyiik most fel tehat azt, hogy L végtelen sok sz6t tartalmaz és lassuk be a tétel
allitasat ebben az esetben.

< irdnyban:

Tegyiik fel, hogy van egy L elemeit sorrendben felsorolé M Turing-gépiink, amely-
bél egy L-t elfogadd, minden bemeneten megallé M’ Turing-gépet akarunk konstru-
alni. Miikodjon M’ egy x bemeneten a kovetkezoképpen: futtassa M-et és figyelje,
hogy M Xkiirja-e xz-et. Ha M valamikor kiirja z-et, akkor M’ megall és elfogad. Ha
pedig M kiir egy olyan y-t, ami x utdn jon a sorban, akkor M’ megéll és elutasit.
Vilagos, hogy ha = € L, akkor x-et M egyszer felsorolja és ekkor M’ x-et el fogja
fogadni. Ha viszont = ¢ L, akkor (mivel L végtelen) M el6bb-utébb ki fog {rni egy
x utédn kovetkez6 szot. Ekkor M’ észreveszi, hogy x € L és elutasit.

= irdnyban:

Most egy L-t elfogad6, minden bemenetre megéllé M Turing-gépbol fogunk egy
L elemeit felsorolé M’ Turing-gépet konstrudlni. M’ tgy miikodik, hogy sorban
futtatja X* szavain M-et (M minden szén megall, ekkor M’ tovédbb tud lépni a
kovetkez6 szimuldciora) és kozben M’ kifr minden olyan szét, amit a szimulalt
M elfogadott. Vilagos, hogy M’ pontosan azokat a szavakat irja ki, amelyeket M
elfogad. O]

9.5. Szamolé Turing-gép

Tovabbi lehetéség a Turing-gép definiciéjanak kibovitésére, ha a gépre nem nyelvfelismero
eszkozként, hanem fiiggvényt kiszamolo eljarasként tekintiink. Ezt az 6tletet ragadja meg
a kovetkez6 definicio.

9.24. Definicié A szamolé Turing-gép olyan tébb szalagos Turing-gép, amelynek van
egy csak olvashato bementi szalagja (elsé szalag), van egy csak irhatd kimeneti szalagja
(utolsd szalag), és esetleg tobb munkaszalag, amelyeket olvasni és irni is tud.

A gépet egy T = (Q, %, T, qo,—, 0) hatos definidlja, ahol Q,%, T, qo,— szerepe azonos az
eddigi Turing-gépek esetén definidltakkal, az dtmeneti figgvény pedig (ha k darab mun-
kaszalag van):

5((], aias ... ak+1) — (q/, b2b3 R bk;+2, dldg R dk+2),
ahol a;,b; €T, ¢, € Q ésd; € B, J, H.
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9.25. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy itt az elfogado dllapotok F halmaza hidanyzik,
mert erre most nincs sziikség.

A gép a szokasos kezdo konfiguraciobdl indul, majd az atmeneti fiiggvény szerint 1ép,
amig nem akad el. Egy x € ¥* bemenet esetén a gép vagy soha nem &all meg, s ekkor azt
mondjuk, hogy az x széra nem szamol ki semmit vagy egyszer csak megall, s ha ekkor a
kimeneti szalagon az y € ['* sz6 taldlhatd, akkor azt mondjuk, hogy a gép az = széhoz
y-t szamolja ki.

9.26. Definicié Az M Turing-gép dltal kiszamitott fy; (parcidlis) fiigguény a kivetkezd
e ha az x bemenet esetén a gép nem dall meg, akkor fyr(x) nem értelmezett

e ha az x bemenethez a gép y-t szamolja ki, akkor fyr(x) =y.

A parcialis sz0 itt azt jelzi, hogy a fiiggvény nem feltétleniil definidlt X* Gsszes elemére.

9.27. Megjegyzés Az eredetileg (9.1. definicio) bevezetett Turing-gép lényegében egy
olyan specidlis szamolo Turing-gép, ami eqy nyelvbe tartozdst reprezentdlo 0 — 1-fiigguényt
szamol ki (és a kiszdmolt fiigguényt nem kifrdassal, hanem elfogadd dllapotokkal jelzi). Ezt
az észrevételt precizebb formaban a 9.52. és 9.33. tételekben fogjuk kimondani és beldtns.

9.28. Feladat Legyen f a kivetkezd, { 0,1} dbécé feletti szavakon parcidlisan definidlt
fiiggvény: f(1™) = 1" (n > 1), a tébbi helyen f nincs definidlva. Példdul: f(1111) =
11111, f(100) nem értelmezett. Készitsink el eqy, az f figgvényt kiszdmold szdamold
Turing-gépet!

Megoldas: Megolddsunkban egy kétszalagos szamolé Turing-gépet konstrualunk,
az dbran mindkét fej altal latott karaktert feltiintettitk (munkaszalagok nincsenek).

0,_— _ HH

1,_.—1,J,J

U

Ha a fuggvény nem definidlt (van a bemenetben 0), akkor a gép nem &ll meg. Ezt
azzal érjiik el, hogy a gép a bemenet olvasasa kozben végig gy kezdoallapotban marad,
¢és ha itt 0-t olvas, akkor egy helybenmarados atmenettel végtelen ciklusba esik. Ha ez
nem torténik meg (nincs 0 a széban), akkor minden 1-et lemésol a kimeneti szalagra is
és a sz0 végi elso iires jel hatasara leir még egy 1-et, majd ¢;-ben megéll.

A nyelvekhez hasonléan a fiiggvényeket is osztdlyozhatjuk aszerint hogy van-e Oket
kiszdmolé (mindig megdall6) szamold Turing-gép vagy nincsen.
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9.29. Definicié Az f figgvényt parcidlisan rekurzivnak hivjuk, ha létezik M szdmolo
Turing-gép, hogy far = f. A fiigguény rekurziv, ha emellett az 6t kiszdmold M Turing-
gép minden bemeneten megdll. (Azaz az f minden x-re definidlva van.)

9.30. Megjegyzés Természetesen ha eqy fligguény rekurziv, akkor parcidlisan rekurziv
18.

9.31. Megjegyzés A 9.28. feladatban azt mutattuk meg, hogy az ott definidlt fiigguény
parcialisan rekurziv. Ennél tobbet ettol a figguénytol nem is remélhetiink, hiszen nincs
mindenhol definialva. Ebbol a szempontbdl a rekurziv és parcidlisan rekurziv fligguény
fogalma mdsként viselkedik, mint a rekurzivitds és rekurzivan felsorolhatosdg a nyelvek
esetén. Ha eqy fiigguény parcidlisan rekurziv, akkor azt, hogy rekurziv-e nagyon konnyi
eldonteni: amennyiben minden 3*-beli szora értelmezett, akkor rekurziv is, kiilonben pe-
dig nem az. Latni fogjuk a 10. fejezetben hogy nyelvek esetén ez mdshogyan van: egy
nyelvrol még annak ismeretében sem konnyi eldonteni, hogy rekurziv-e, ha tudjuk rola,
hogy rekurzivan felsorolhato.

A kovetkez6 két tétel a rekurziv nyelvek és rekurziv fiiggvények illetve a rekurzivan
felsorolhatd nyelvek és a parcidlisan rekurziv fiiggvények kozott teremt kapcsolatot.

9.32. Tétel
L € R & Az alabbi mddon definidlt fr(x) figguény rekurziv:

1 haxel
fL(x)_{O ha x ¢ L

Bizonyitds. = iranyban:

Tegyiik fel, hogy van egy L-t elfogadd, minden bemenetre megallo M egyszalagos
Turing-gépiink (vagyis a gép L szavaira megall elfogadé allapotban, az L-be nem
tartozd szavakra pedig megall elutasité allapotban). Olyan M’ 3-szalagos szamold
Turing-gépet fogunk létrehozni, amely szintén megall minden bemeneten (ez biz-
tositja, hogy fir mindenhol értelmezett) és az L-beli szavakra 1-et {r a kimeneti
szalagra, nem L-beli szavakra pedig O-t (ez biztositja, hogy fiar = fr). M’ ezt
Ugy teszi meg, hogy elsd szalagjardl atmésolja a masodik (munka)szalagra az in-
putot, itt szimulalja M-et annak megallasaig, majd harmadik, kimeneti szalagjara
1-et ir, ha a megéllas elfogad6 allapotban tortént és 0-t ir, ha a megéllas elutasité
allapotban tortént.

< irdnyban:

Legyen M egy minden bemeneten megélld k-szalagos szamold Turing-gép, melyre
far = fr- Oyen van, hiszen f rekurziv fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy M az L nyelv
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szavaira megall és 1-et ir, a nyelven kiviili szavakra pedig megall és 0-t ir. Kéonnyen
készithetiink ez alapjan egy olyan k-szalagos mindig megéllé M’ Turing-gépet, mely
éppen L-et fogadja el. M’ tigy miikodik, hogy eldszor szimuldlja az M gépet, majd
annak megallasakor megnézi, hogy mi van irva M kimeneti szalagjara: ha 1, akkor
elfogado allapotba lépve ledll, ha pedig 0, akkor elutasito allapotba 1épve all meg.[]

Hasonl6 allitdas mondhaté ki a rekurzivan felsorolhaté nyelvekrol is, ami az el6z6hoz
hasonléan belathaté.

9.33. Tétel
L € RE & Az alabbi mddon definidlt f(x) figgvény parcidlisan rekurziv:

1 ha x € L
nincs értelmezve  ha x ¢ L

fr(z) = {

A rekurzivan felsorolhaté nyelvekrdl az alabbi jellemzést is adhatjuk:

9.34. Tétel

L € RE & Van olyan f parcidlis rekurziv fligguény, amelynek az értékkészlete L

Bizonyitis. = :Tegyiik fel, hogy van egy L-et elfogadd, M egyszalagos Turing-gépiink.
Olyan M’ 4-szalagos szamolé Turing-gépet fogunk létrehozni, amely csak az L-beli
szavakra fog megallni és ezeken a kimenete megegyezik a bemenettel, ez biztositja,
hogy fur értékkészlete éppen L lesz. A konstrukcié a kovetkezd: M’ elészor elsé
szalagjarol atmasolja a munkaszalagokra a bemenetet, az elsé munkaszalagon szi-
mulalja M-et, egészen addig, amig M meg nem all. Ha ez sosem kovetkezik be,
akkor M’ sem all meg. Ha M megdll elutasité allapotban, akkor M’ végtelen cik-
lusba menekiil: a fejek barmit olvasva ugyanazt visszairjak és helyben maradnak.
Ha pedig M elfogad6 allapotban &ll meg, akkor M’ a masodik munkaszalagrol a
kimeneti szalagra mésolja annak tartalmét (a bemenetet), majd megall.

Legyen M az a Turing-gép, ami egy L értékkészletii f fiiggvényt szamol ki. Ez
azt jelenti, hogy ha M-et lefuttatnank az Osszes lehetséges bemenettel, akkor az
igy kapott kimenetek halmaza L lenne. Konstrualni fogunk egy olyan M’ Turing-
gépet, melyre L(M') = L = {f(z) | = € ¥*}. M’ lényegében azt csinélja, hogy
ha el kell dontenie, hogy az y sz6 benne van-e L-ben, akkor megnézi, hogy van-
e olyan z, melyre f(z) = y. Ezt a 9.21. tétel bizonyitdasaban hasznélt szokasos
diagondlis eljaras szerint teszi meg: az x; € ¥* szavakon futtatja M-et j 1épésig,
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és ha ekozben M megall és y-t irja ki, akkor M’ megéll és elfogadja y-t, egyébként
pedig a diagonalis bejaras szerinti kovetkez6 szon futtatja M-et a diagonadlis bejaras
szerint kovetkezo lépésig.

Vildgos, hogy M’ pontosan akkor fog elfogadni egy szot, ha az eléall f(x) alakban,
vagyis ha y-t M’ felsorolja. O

9.6. A Turing-gépek szamitasi ereje

A fejezet eddigi részében szamos Turing-gép definiciét vizsgaltunk. A Turing-gépek leg-
tobb valtozata nyelvfelismerd automata, a szamolé Turing-gépek pedig fiiggvényeket sza-
molnak ki. Azok a Turing-gépek, amelyek minden bemeneten megallnak, tekinthetok egy
olyan mindig befejez6dé eljarasnak, amit arra hasznalhatunk, hogy egy nyelvbe tartozas
illetve egy fliggvény kiszamitasdanak problémajat megoldjuk.

A Turing-gép szamitasi erejével kapcsolatban természetesen addédnak a kovetkezo

kérdések:

1. Nyelvfelismer6 automataként tekintve erésebb eszkoz-e a Turing-gép, mint az eddig
latott véges automata és veremautomata? Azaz: igaz-e, hogy minden olyan nyelvet,
amit ezekkel fel lehet ismerni, fel lehet ismerni Turing-géppel is illetve van-e olyan
nyelv, amit csak Turing-géppel lehet felismerni, veremautomataval azonban nem? A
Turing-gépek és nyelvtanok (és az ezeket felismerd egyszeriibb automatdk) pontos
kapcsolatat a 12. fejezetben fogjuk részletesen targyalni.

2. Nyelvfelismero eszkozként tekintve van-e erésebb automata, mint a Turing-gép?
Van-e olyan gép, amivel nem rekurziv nyelvek esetén is el lehet donteni a nyelvbe
tartozast?

3. Kiszamité eszkozként tekintve a Turing-gépre, azt mondhatjuk, hogy a Turing-
gép egy lehetséges definicidja az algoritmus fogalménak. Kérdés, hogy mas algorit-
mus definicidkkal (pl. egy adott programozasi nyelven irhaté kédok, kvantumsza-
mitégéppel elvégezhetd szamitasok, bioldgiai szamitdsokat hasznélé algoritmusok)
Osszehasonlitva a Turing-gépet mit mondhatunk: tud-e annyit a Turing-gép, mint
ezek illetve tud-e esetleg tobbet? Vannak-e olyan szamitasi modellek, amik eréseb-
bek, mint a Turing-gép?

A valaszt a fenti kérdésekre a Church—Turing-tézis 6sszegzi:
9.35. Tézis (Church—Turing-tézis)

1. Egy L nyelv rekurzivan felsorolhatd ( L Turing-géppel felismerhetd) < van olyan
(nem feltétleniil véges) algoritmus, ami pontosan L szavait fogadja el.
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2. Egy f (parcidlis) figgvény parcidlisan rekurziv (f Turing-géppel kiszamithatd) <
van olyan algoritmus, ami minden x bemenetre, ahol f(x) értelmezve van, kiszd-
molja f(x)-et.

3. Egy L nyelv rekurziv ( L mindig megallé Turing-géppel elfogadhats) < van olyan
?

mindig megdllé algoritmus, ami tetszéleges x bemenet esetén eldénti, hogy x € L

4. Egy f (mindenhol értelmezett) figguény rekurziv (f Turing-géppel kiszdmithato) <
van olyan algoritmus, ami minden x bemenetre kiszdmolja f(x)-et.

A tézisben szerepld algoritmus fogalomra nincsen definiciénk, ezért a fenti tézis tétel-
nek nem tekintheté. Altaldban algoritmusnak tekintiink minden olyan eljarast, aminek
lefrasa véges és futdsa, ami nem feltétleniil véges, egymds utan kovetkezo 1épések elo-
re meghatarozott sorozatabdl all. Vilagos, hogy a Turing-gép algoritmusnak tekinthetd,
hiszen leirdsa véges, futdsa pedig elore definialt 1épések egymasutanjabdl all. Emiatt a
fenti négy allitds = irdnya igaz. A Church—Turing-tézis masik irdnya azt a tapasztalati
tényt rogziti, hogy eddig senki sem tudott olyan szamitasi modellt, olyan algoritmust ki-
talalni, amivel tobb nyelvet lehetett volna felismerni vagy tobb fiiggvényt lehetett volna
kiszamitani, mint Turing-gépek segitségével.

Roéviden tehat azt mondja ki a Church—Turing-tézis, hogy szamitasi modellek terén
a Turing-gép egy lehetséges legjobb, legerésebb eszkoz, amivel rendelkeziink.
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10. fejezet

Algoritmikus kiszamithatosag,
eldonthetoség

A Church—Turing-tézist igaznak feltételezve pontosan azokat a fiiggvényeket gondoljuk
kiszamithatonak, amelyeket Turing-géppel ki tudunk szamitani, és pontosan azon nyel-
vek esetén tekintjiik gy, hogy a nyelvbe tartozas problémaja algoritmussal eldénthetd,
amelyekre tudunk Turing-gépet szerkeszteni. Ez azt jelenti, hogy kiilénosen érdekes kér-
dés, hogy mely nyelvek azok, amelyekre van Turing-gép (azaz mely nyelvek rekurzivan
felsorolhatoak), illetve melyekre van olyan Turing-gép, amely mindig megéll és a nyelvet
fogadja el (vagyis mely nyelvek rekurzivak).

Ebben a fejezetben szamos nyelvet megvizsgalunk abbdl a szempontbol, hogy vajon
rekurzivak illetve rekurzivan felsorolhatbak-e. Ehhez el6szor egy 1jabb definiciéra, az
univerzalis Turing-gép fogalmara lesz sziikségiink.

10.1. Univerzalis Turing-gép

Az univerzalis Turing-gép egy olyan Turing-gép, mely mas Turing-gépeket tud szimulalni:
bemeneti szalagjan egy Turing-gép leirasat és egy szét kapva, az univerzalis Turing-gép
pontosan akkor all meg, ha a leirds altal meghatdrozott Turing-gép a megadott szon
megall és az univerzalis gép pontosan akkor fogad el, ha a leirds altal meghatarozott
Turing-gépet a megadott szdval, mint bemenettel inditva, az elfogadé éallapotban all
meg.

Ahhoz, hogy egy ilyen gépet megvaldsitsunk, sziikséges, hogy a Turing-gépek leirdsa-
nak modjat rogzitsiik. Egy Turing-gép egy véges jelsorozattal leirhaté, ezt a lefrast fogjuk
most szabvanyositani. A cél, hogy végiil egy Turing-gép megadéasa egy rogzitett abécé
feletti szoval torténjen. Ez lehetové teszi majd, hogy egy Turing-gép leirasat tekinthes-
siik lefrasnak, amibdl ki tudjuk olvasni a gép miikodését, de tekinthessiik egyszeriien egy
szonak is, amit akar egy masik Turing-gép bemenetéiil adhatunk.
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A leirashoz el6szor ,szabvanyositjuk” a Turing-gépeket. Egyszertien megmutathato,
hogy minden Turing-gép atalakithato erre a formara, anélkiil, hogy megvaltozna az elfo-
gadott nyelv, illetve azon szavak halmaza, amelyekre a gép megall.

10.1. Definicié Ha M egy Turing-gép és s € ¥*, akkor M(s) jeléli az M gép szami-
tasanak eredményét az s bemeneten, azaz: elfogad (és megdll), elutasit (és megdll), vagy
nem dll meg.

10.2. Allit4s Tetszbleges M (determinisztikus eqyszalagos) Turing-géphez létezik olyan,
egyetlen elfogadd dllapottal rendelkezd M' Turing-gép, hogy minden s € ¥* széra M (s) =
M'(s).

Bizonyitds. Az M’ gépet ugy kaphatjuk az M Turing-gépbdl, hogy felvesziink egy 1j ¢*
allapotot, ez lesz M’ egyetlen elfogadé allapota. Az M atmeneti fiiggvényét kiterjesztjiik
oly médon, hogy minden olyan ¢ allapotbdl, ami M-nek elfogadé allapota volt minden
nem definidlt d&tmenetet a ¢* allapotba irdnyitunk, azaz legyen §'(q,a) = (¢*, a, H), ha
d(g, a) nem volt definidlva. Az ¢t allapotbdl egyetlen dtmenetet sem definidlunk.

Az igy megadott M’ gy miikodik, hogy koveti M 1épéseit, amig az el nem akad. Ha
az elakadas M egy elfogadd allapotaban torténik, akkor az djonnan definidlt atmenetek
egyikével M’ 4tlép az 1j ¢+ dllapotba, ahol M’ szdmitésa is elakad, ezért M’ elfogadta
a bemenetet. Ha M szamitdsa nem elfogadé allapotban akad el, akkor M’ is ugyanott
akad el, az 6 szamitdsa sem elfogadd. Természetesen, ha M nem &ll meg, akkor M’ sem,
ilyenkor nem jut el az g% dllapotba. O]

Az el6zé allitas értelmében felteheto, hogy egy Turing-gép csak egy elfogadd alla-
pottal rendelkezik és ebbdl nem tud tovabb lépni. Hasonléan az is felteheto, hogy a
Turing-gépnek csak két olyan allapota van, amiben megéll (de ezekben mindig): az egyik
elfogadd, a masik elutasito.

10.3. Allitas Minden M (determinisztikus eqyszalagos) Turing-géphez létezik olyan, két
specidlis wégsd dllapottal” (q*, q~ ) rendelkezd M’ Turing-gép, amely kizdrdlag ebben a
két allapotban tud megdllni, ezekbdl az egyik (q+) az M' egyetlen elfogadd dllapota és
minden s € ¥* szora M(s) = M'(s).

Ezzel egy olyan Turing-gépet kapunk, ami egy bemeneten vagy nem all meg vagy ha
megall, akkor ezt a kizérdlag a ¢+ elfogadé vagy a ¢~ elutasité allapotban teheti.
Egy szabvanyos Turing-gép a kovetkezo alaku:

e a gép determinisztikus (a 9.16. tétel alapjan ez elérhetd)
e a gépnek 1 szalagja van (a 9.11. tétel alapjan ez elérhetd)

e ¥ = {0,1} (minden abécét at tudunk kdédolni binarissd)
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e '={0,1,...,t—2,_}, azaz Osszesen t darab szalagszimbdélum van és ezek koziil az
utolsé az iires _ karakter (a szalagjeleket kodolhatjuk szamokkal)

e )=1{0,1,...,r} és 0 a kezdéallapot (az allapotokat is jelolhetjiik szdmokkal)
o F'={r} (a10.2. llitds és szerint ez elérhetd)

Tehat egy ilyen szabvanyos Turing-gépnél nem kell kiilon megadni a kezdééallapotot
és az elfogadd allapotokat, elegendo a szalagabécé méretét, az allapotok szamat, valamint
az atmeneti fiiggvényt lefrni. Ezt fogjuk most egységes formaba foglalni.

10.4. Definicié Az M szabvanyos Turing-gépnek a kodja legyen
#H#HH#Et H#HH# r A qHratq #0HEA G A
~—~— t 1 ——

elvdlasztok szalagjelek az utolso dllapot 8(q,0)=(¢' ,b,d
¢ 0,1} szdma sorszdma dgrzze’r)zet((l]ez’r(is)a
ahol # & { 0,1} egy elvdlaszté szimbolum, a szerepld szamokat pedig bindrisan kédoljuk.
Ha még azt is megtessziik, hogy az igy kapott teljes leirdst tovabb kodoljuk gy, hogy O
helyett 00-t, 1 helyett 11-t, # helyett pedig 01-t irunk, akkor a Turing-gépnek egy { 0,1}
feletti bitsorozatot feleltetink meg.

A kédban (az eredeti alakban) héarom # jeloli a leiras elejét és végét, két-két # valasztja
el a kiilonb6z6 komponenseket. Az elején szerepel a szalagabécé, illetve az allapothalmaz
méretének megaddsa (bindrisan), utdna jon az atmeneti fiiggvény. Ebben a részben az
osszes lehetséges dtmenetet felsoroljuk, ezeket egymastol két # valasztja el. Egy §(q,a) =
(¢',b,d) atmenetnek a kédban a q#a#q #b#d szakasz felel meg. Mivel ilyenekbdl véges
sok van, az egész kéd egy véges hosszu (végiil bindris) sorozat lesz.

10.5. Definicié Ha w € {0,1}" eqy Turing-gép fent leirt kédoldsa, akkor a hozza tar-
tozd Turing-gépet jeloljik M,,-vel.

10.6. Allitas A Turing-gépek kédjai dltal alkotott L = {w : w egy Turing-gép kodja}
nyelv rekurziv.

Bizonyitds. Vazlat: Egy karaktersorozat akkor lesz egy Turing-gép kddja, ha az elvalasz-
tojelek jo helyen vannak és az atmeneti fliiggvény leirasaban el6forduléd allapotok, illetve
karakterek kodja nem nagyobb, mint r illetve t — 1. Ez az ellenorzés egy Turing-géppel
véges id6ben megteheto, ezért a nyelv rekurziv. n

10.7. Megjegyzés Fontos megjegyezni, hogy ez az ellendrzés nem terjed ki arra, mit is
csindl a kodhoz tartozo Turing-gép, itt kizarolag eqy ,szintaktikai” ellenorzésrol van szo.
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Eddigi Turing-gépeink lényegében egy-egy célra (egy adott nyelv elfogaddsira vagy
egy adott fliggvény kiszamoldséara) késziiltek, nem felelnek meg a programozhat6 szami-
togép fogalménak. A kovetkezd univerzalis Turing-gép viszont felfoghaté gy, hogy kap
egy programot (egy Turing-gép kédjat) valamint egy szét, és a programot futtatja a szén,
tehat egy interpreterként miikodik.

10.8. Definicié Egy U univerzalis Turing-gép bemenete w#s alaki, ahol w,s € {0,1}"
és U a kovetkezoképp viselkedik:

Ulw # s )=

gép bemenet
leirds

M, (s) ha w eqy Turing-gép kodja
megdll, elutasit ha w nem Turing-gép kodja

A fenti definici6 tehat a fejezet elején informadlisan megfogalmazott kovetelményt adja
meg: az univerzalis Turing-gép pontosan ugy viselkedik a w#s bemeneten, mint M,, az
s bemeneten, amennyiben w Turing-gépet kodol.

Természetesen adodik a kérdés, hogy lehetséges-e ilyen univerzalis Turing-gépet ké-
sziteni. Erre az igenl6 valaszt a kovetkezo tétel szolgédltatja.

10.9. Tétel Létezik univerzalis Turing-gép.

Bizonyitdas. Vazoljuk egy U univerzalis Turing-gép konstrukcidjat. A gépnek legyen ha-
rom szalagja. Az els6 szalagon van a bemenet, a masodikat igy hasznalja majd mint M,
a sajat szalagjat, a harmadik szalagon pedig U az M, aktualis allapotat tarolja.

El6szor U ellenérzi, hogy a bemenet w+#s alaki-e (w,s € 3*). Ha nem ilyen, akkor
U megéll, elutasit. Azt is ellenorzi, hogy w koédol-e Turing-gépet, és ha nem, akkor U
szintén megall, elutasit. Egyébként, azaz amikor w egy Turing-gép kdédja, U a masodik
szalagra dtmaésolja az s szét, a harmadikra 0-t ir (hiszen ez M, kezdééllapota). Ezek
utan koveti M, 1épéseit: a 2. szalagon a megfelelo karaktert olvassa, és ehhez, valamint
a 3. szalagon levo allapothoz megkeresi a bemenet w részében a megfelel6 atmenetet,
majd elvégzi a megfelel6 valtoztatasokat a 2. és 3. szalagon.

Ha M,(s) nem all meg, akkor persze az azt szimuldlé U sem. Amennyiben M,,(s)
gép megall, akkor U is dlljon meg, méghozza pontosan akkor 1épjen elfogadd allapotba,
ha M, elfogadé allapotban all meg. O]

10.10. Megjegyzés A harmadik szalagra azért volt sziikség, mert U dllapotainak szdmdt
a definidlasakor rogzityik, de olyan Turing-gépeket is tudnia kell szimuldlni, melyeknek
sokkal tébb dllapotuk van mint U-nak.

Természetesen a kapott univerzalis Turing-gépet atalakithatjuk olyanna is, aminek
egyetlen szalagja van (9.11. tétel), sét szabvanyos formatumiva is — igy neki is lesz

kédja.
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10.2. Nevezetes rekurziv és rekurzivan felsorolhatoé nyel-
vek

Az univerzalis Turing-gép segitségével szdmos nevezetes nyelv definialhaté, eldszor ezek
koziil tanulméanyozunk néhanyat.

A 9.7. tételben méar lattuk, hogy biztosan van olyan nyelv, mely nem rekurzivan
felsorolhat6. Most egy konkrét nyelvrol fogjuk belatni, hogy ilyen tulajdonsagu.

10.11. Definicié Diagonalis nyelv:

Li=Aw:w egy Turing-gép kodja ésw ¢ L(M,,)}

Tehat a diagonalis nyelv olyan w szavakat tartalmaz, amelyek altal leirt Turing-gépek a
sajat kodjukat nem fogadjak el, azaz a sajat kodjukat bemenetként megkapva nem allnak
meg, vagy nem elfogadd allapotban allnak meg.

10.12. Tétel L, ¢ RE, azaz Ly olyan nyelv, ami nem rekurzivan felsorolhatd.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy Lg € RE. Ekkor létezik olyan M Turing-gép, hogy
L(M) = Lg. Legyen M kédja w, azaz ekkor M = M,, és igy L(M,,) = Ly. Két lehet6ség
?

van w € Lg-re:

e Ha w € L4, akkor a diagondlis nyelv definicidja szerint w olyan Turing-gépet ir le,
amely nem fogadja el a sajat kédjat, azaz w ¢ L(M,) = Ly, ami ellentmond a
feltételnek.

e Ha w ¢ L,, akkor a diagonalis nyelv definiciéja szerint w € L(M,) = Lg4, ami
szintén ellentmondas.

Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, tehat az L, nyelv nem lehet rekurzivan fel-
sorolhaté. O

A kovetkezd érdekes nyelv, amit megvizsgalunk az U univerzalis Turing-gép altal
elfogadott nyelv.

10.13. Definicié Univerzalis nyelv:

L, = {w#s :w egy Turing-gép kédja és M, (s) = elfogad}

Ebbe a nyelvbe tehat pontosan azok a w#s alaku szavak tartoznak, amelyek esetén a w
egy Turing-gép leirédsa, és ez a Turing-gép elfogadja az s szét, azaz s € L(M,,).
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10.14. Tétel (Turing) L, € RE\R, azaz az univerzdlis nyelv nem rekurziv, de rekur-
zivan felsorolhato.

Bizonyitds. A nyelv definicidjanak kozvetlen kovetkezménye, hogy L, rekurzivan felso-
rolhaté, hiszen ez éppen az U univerzdlis Turing-gép altal elfogadott nyelv, L, = L(U).

Indirekt tegyiik fel, hogy L, € R. Ekkor létezik olyan M Turing-gép, hogy L(M) = L,
és M minden bemeneten megall. M segitségével tehdat el lehet donteni tetszoleges w
Turing-gép kdd és s sz6 esetén, hogy M,, elfogadja-e s-et, azaz hogy s € L(M,,) fennéll-e.
Ezt az M-et hasznalhatjuk arra, hogy a diagonalis nyelvhez készitsiink egy Turing-gépet,
amirol pedig a 10.12. tétel értelmében tudjuk, hogy lehetetlen.

Definialjuk a kovetkez6 M’ Turing-gépet. Ha w nem Turing-gép kéd, akkor a w be-
meneten M’ megéll és elutasit. Egyébként M’ futtassa az M gépet a w#w bemeneten.
A feltevés szerint M biztosan meg fog allni.

e Ha M elfogadé allapotban all meg, akkor M’ 1épjen nem elfogadd allapotba és
alljon meg.

e Ha M nem elfogadé allapotban all meg, akkor M’ lépjen elfogadé allapotba és
alljon meg.

Vildgos, hogy w € L(M’) akkor és csak akkor teljesiil, ha w egy Turing-gép kédja és
wH#Hw ¢ L(M) = L,. Ez viszont pont azt jelenti, hogy w € L,. Tehat az M’ Turing-gép
éppen a diagondlis nyelvet fogadja el (és még meg is all minden bemeneten), ahonnan
Ly € R C RE kovetkezne, ami ellentmondas, azaz az indirekt feltevés hibas volt, vagyis
L, ¢ R. ]

Az elfogadas helyett nézziik most a megdlldsi problémat. A kévetkez6 nyelvbe azon
(kéd, bemenet) parok tartoznak, melyekre igaz, hogy az adott Turing-gép megéll, ha az
adott bemenettel inditjuk.

10.15. Definicié Megallasi nyelv:

Ly, = {w+#s :w egy Turing-gép kdédja és M, az s inputon megdll}

A definiciobdl adodik, hogy L, C Ly,.
10.16. Tétel L, € RE\R.
Bizonyitds. A két részt kiilon bizonyitjuk.

e [, € RE: Jeloljon U egy univerzélis Turing-gépet. Ennek segitségével definidlunk
egy M Turing-gépet, ami az Lj; nyelvet fogadja el.

M az w#s bemeneten a kévetkezokép miikodik:
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1. Ha a bemenet nem ilyen alaktd vagy w nem egy Turing-gép kédja, akkor M
megall és elutasit.

2. Egyébként M futtatja U-t az (w#s) bemeneten és
(a) ha U(w#s) megdll és elfogad, akkor M elfogad,;
(b) ha U(w#s) megdll és elutasit, akkor M elfogad,;
(¢) ha U(w#s) nem all meg, akkor M sem &ll meg.

Vildgos, hogy L(M) = Ly, ezért L;, rekurzivan felsorolhatd.

Ly, ¢ R: Indirekt tegyiik fel, hogy L; € R. Ekkor létezik olyan M Turing-gép, hogy
L(M) = Ly, és M megdall minden bemenetre, vagyis M tetszéleges w Turing-gép
kodrol és s szorol véges sok 1épés utan megmondja, hogy M, s inputon megall-e.
M segitségével késziteni fogunk egy mindig megdllé M’ Turing-gépet az L, univer-
zalis nyelvre. Az M’ gép a kovetkezOképpen miikodik egy bemeneten:

1. ha ez a bemenet nem w+#s alaki vagy w nem egy Turing-gép kédja, akkor M’
megdall, elutasit;
2. ha w egy Turing-gép kddja, akkor M’ lefuttatja M-et a w#s bemeneten és
(a) ha M(w#s) = megéll, elutasit, akkor M’ is megéll és elutasit;
(b) ha M(w#s) = megall, elfogad, akkor M’ lefuttatja az M, gépet az s szén
és
i. ha M,(s) = elfogad, akkor M’ megéll elfogadé allapotban;
ii. ha M,(s) = elutasit, akkor M’ megall nem elfogadé allapotban.

Az utolsé esetben nem kell azzal foglalkozni, hogy mi van, ha M, (s) nem &ll meg,
hiszen erre az agra csak akkor keriiliink, ha M (w#s) elfogad, ami pontosan azt
jelenti, hogy M,, az s bemeneten meg fog allni.

Vildgos, hogy M’ pontosan akkor fogadja el w+#s-et, ha M, az s bemeneten megall
és elfogad, igy L(M') = L,. Az is latszik, hogy M’ minden bemeneten megdll, igy
ellentmondasra jutottunk a 10.14. tétel allitasaval, vagyis L, ¢ R. O]

A fenti tételt (a Church-Turing-tézis felhaszndldsdval) gy is megfogalmazhatjuk,

hogy nincs olyan, mindig véges sok 1épés utan valaszt adé eljaras, ami tetszoleges algo-
ritmusrol és tetszoleges inputrol eldontené, hogy az adott algoritmus az adott inputon
megall-e. Ha az algoritmusok helyébe példaul egy adott programozasi nyelven irott prog-
ramokat képzeliink, akkor a tétel lényegében azt mondja, hogy nem lehetséges olyan
programot irni, amely barmelyik szintaktikailag helyes programrol véges idoben meg
tudja mondani, hogy az egy adott inputtal elinditva valaha le fog-e allni.

A kovetkezo tétel pedig lényegében azt mutatja, hogy olyan altalanos eljarast sem

lehet irni, amely barmely szintaktikailag helyes programrdl meg tudja mondani, hogy az
iires inputtal elinditva a program futdsa valaha le fog-e allni.
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10.17. Definicié
L. = {w: w egy Turing-gép kédja és M, az e inputon megdll }

10.18. Tétel (Church)
L. ¢ RE\R

Bizonyitds. Eloszor igazoljuk, hogy az L. nyelv rekurziv felsorolhaté. Ehhez egy M’
Turing-gépet kell mutatni, melyre L(M') = L..

Legyen M egy, az Lj, nyelvhez tartozé Turing-gép. Ilyen létezik, hiszen L, € RE
(10.16. tétel).

Az M’ Turing-gép egy w bemeneten szimulédlja az M Turing-gép miikodését a w#e
bemeneten, M’ pontosan akkor alljon meg és fogadja el a w sz6t, ha M megall és elfogadja
a w#e szét. Ez utébbi, L(M) = Lj, miatt pontosan akkor kovetkezik be, ha w egy Turing-
gép kédja és M, elfogadéan megéll az ¢ bemeneten. Ez azt jelenti, hogy a megadott M’
Turing-gép pontosan az L.-beli szavakra éll meg elfogadé allapotban, vagyis L(M') = L..

Most megmutatjuk, hogy L. nem rekurziv. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy L. € R,
vagyis tegyiik fel, hogy létezik egy olyan M Turing-gép, amely éppen L. szavait fogadja
el (L(M) = L.) és M minden bemenetre megall.

Ezt az M Turing-gépet felhasznalva egy olyan M’ Turing-gépet hozunk létre, amely
az Lj nyelvet fogadja el és minden bemenetre megdll. Ez ellentmond annak a ténynek,
hogy Ly nem rekurziv (10.16. tétel).

Az M’ egy adott bemeneten csinalja a kovetkezot:

e Ha a bemenet nem w+#s alaki vagy ebben w nem egy Turing-gép kddja, akkor M’
megall, elutasit.

e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor M’ eléallitja a w kédu M, Turing-gép egy olyan

M" véltozatat, amibe az s bemenet bele van épitve. Ez azt jelenti, hogy az igy
elkészitett M” gép barmely bemenetnél (igy az iires bemenetnél is) gy miikodik,
hogy az els6é néhany lépésével a szalagjara felirja s-et, majd szimulalja M-t ezen
az s bemeneten. (Mivel adott w-bél az M” konstrualasa algoritmikusan lehetséges,
ezért feltehetd, hogy ezt az M’ Turing-gép is meg tudja valésitani — de nem lenne
nagyon nehéz a megfelel6 Turing-gép atmeneteit, és igy a kodjat is kozvetleniil
megadni.)
Az M’ altal készitett M” gép pontosan gy viselkedik az iires bemeneten, mint M,
az s szon. Ha tehat azt akarjuk eldonteni, hogy M, megéll-e az s bemeneten, akkor
elegendd, ha M'-vel lefuttatjuk az M gépet, azon a bemeneten, ami M"” kodjanak
felel meg.

Az igy elkészitett M’ Turing gép tetszdleges w#s bemenetrdl véges sok 1épésben meg-
mondja, hogy w#s € Lj vagy sem, amivel ellentmondasra jutottunk, hiszen L, ¢ R. [
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10.3. Muveletek rekurziv és rekurzivan felsorolhato
nyelvekkel

Ebben a részben azt vizsgaljuk meg, hogyan viselkednek az R és RE nyelvosztalyok a
szokasos nyelvi miiveletekre.

10.19. Tétel

1. Ha L1, Ls € R, akkor Ly U Ly € R.
Ha Ly, Ly € R, akkor Ly N Ly € R.
Ha L, € R, akkor L; € R.

Ha Ll, Ly € RE, akkor Ly ULy € RE.

Ha Lq, Ly € RE, akkor L; N Ly € RE.

Bizonyitas. Legyen My és M, olyan Turing-gép, amely az L4, illetve az Ly nyelvet fogadja
el.

1.: Ebben az esetben feltehetjiik, hogy M; és My minden bemeneten megéll, hiszen
a nyelvek a feltevés szerint rekurzivak. A két Turing-gépet , sorosan” kotve egymas utan
elkészithetiink egy mindig megall6 M Turing-gépet az L, U Ly nyelvre. Ezt példaul a ko-
vetkez6képp tehetjiik meg. Az M gépnek legyen harom szalagja, az elsén levé bemenetet
kezdetben atméasolja a masik két szalagra. Ezutan M;i-et futtatja a masodik szalagjan.
Ha M, elfogad, akkor M megall és elfogad. Ha M; elutasitja s-et, akkor M lefuttatja
Ms-t is, a harmadik szalagot hasznalva. Amikor ez megall, M akkor fogad el, ha M,
elfogadd allapotban allt meg. Mivel M; és My is megéll minden bemeneten, az igy leirt
M is meg fog allni és azokat a szavakat fogadja el, amelyeket vagy M, vagy M, elfogadja,
azaz L(M) = L(M;) U L(Ms).

Egy masik lehetséges modszer az uniéhoz, ha a véges automataknal latott megoldast
alkalmazzuk kis modositassal. A 3.4. tétel bizonyitasaban hasznalt 6tlet az volt, hogy a
két gépet ,pdrhuzamosan” futtatjuk, és M elfogad, ha M; vagy M, elfogad. Amiért ez
most itt egy az egyben nem miikodik az az, hogy M; és My egymastodl fiiggetleniil moz-
gatja a szalagon a fejet, egymastol fliiggetleniil irjak feliil a szalagot. Hogy ebbdl ne legyen
baj, M-nek most is harom szalagja lesz. Elso 1épéseivel a bemenetet atmasolja a méasodik
és a harmadik szalagra is, majd a 2. szalagon azt csinalja, amit M; a sajat szalagjan, a 3.
szalagon pedig M, 1épéseit szimulalja. Ezen a médon a két gépet egymastol fiiggetleniil,
parhuzamosan tudja futtatni. Azt kell még meggondolni, hogyan érjen véget M szamita-
sa. Az egyszeriiség kedvéért feltehetjiik, hogy M; és My is a 10.3. kovetkezményben leirt
alaku, vagyis két allapotban tudnak elakadni, az egyik elfogadd, a masik elutasitd. Az
M gép atmeneteit definidljuk gy, hogy egy szamitéds csak akkor érjen véget, ha mindkét
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M; gép megallt (végsé allapotba keriilt), M akkor fogadja el, ha legaldbb az egyik végsé
allapot elfogado.

2.: Hasonlé meggondolasokkal lathato be. Most is feltehetjiik, hogy M; és My minden
bemeneten megall, hiszen a nyelvek rekurzivak. A két Turing-gépet ,,sorosan” kétve egy-
mas utan elkészithetiink egy mindig megall6 M Turing-gépet az Li N Ly nyelvre. Annyit
kell csak médositani az el6zoeken, hogy most, ha M; elutasitja s-et, akkor az 1j gép is
ezt teszi, egyébként pedig lefuttatja az M, gépet az s szén (a harmadik szalagon), és
pontosan akkor fogad el, amennyiben M, is ezt teszi. Vildgos, hogy M mindig megall és
éppen azokat a szavakat fogadja el, amiket mindkét M; elfogadott.

A pdrhuzamos” valtozat is mikodik: abban az esetben csak az elfogadas feltételét
kell megvaltoztatni: M pontosan akkor fogad el, ha mindkét M; az elfogad6 allapotba
jutott.

3.: Mivel felteheto, hogy M; mindig megall, alkalmazhatjuk a véges automataknal be-
valt otletet. Az M Turing-gép ugyanolyan, mint M, csak az elfogadé allapotok halmaza
az eredeti F' halmaz komplementere: F' = @ \ F. (Amennyiben M; a 10.3. kovetkez-
ményben leirt tipusi Turing-gép, akkor csak a két végsé allapot szerepét kell felcserélni. )

4.: Ttt a ,soros” valtozat nem miikodik, mert ha M; nem &ll meg egy adott s beme-
neten, akkor nem keriil sor M, futtatasara, pedig az lehet, hogy elfogadna s-et.

A parhuzamos” konstrukcié kis véltoztatdssal most is miikodik. Az M atmeneti
fiiggvényét gy kell definidlni, hogy a szamitas ne csak akkor alljon le, ha mindkét gép
megallt, hanem akkor is, ha valamelyik M; az elfogadé allapotdba keriil, és ez kénnyen
megteheto.

5.: A 2. pontban leirt parhuzamos konstrukcié itt is jé lesz, hiszen ha mindkét gép
elfogad, akkor M is megéll elfogadd dllapotban, egyébként pedig M nem fogad el (esetleg
nem is all meg). O

10.20. Megjegyzés Az RE nyelvek komplementerére vonatkozo dllitds nem wvéletlenil
hianyzik. Kénnyt ldtni, hogy a 3. pontban vdzolt megoldds itt nem 70, hiszen ha az My gép
nem all meg az s szon, akkor az M gép sem fog, tehdt s-et sem My, sem M nem fogadja
el. Ez a probléma nem oldhaté meg tovdbbi otletekkel sem, latni fogjuk, hogy a 10.27.
tételbol kovetkezik majd, hogy RE nem zdrt a komplementerképzésre.

Most nézziik meg azt, hogy mit mondhatunk az R és RE nyelvosztalyoknak a konka-
tendcidra és a tranzitiv lezartra valo zartsagardl.

10.21. Tétel
1. Ha L, Ly € R, akkor L1L, € R.
2. Ha L, € R, akkor L} € R.
3. Ha Ly, Ly € RE, akkor L1Ls € RE.
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4. Ha Ly € RE, akkor L] € RE.

Bizonyitas. Legyen My és M olyan Turing-gép, amely az L4, illetve az Ly nyelvet fogadja
el. Mindegyik esetben egy M nemdeterminisztikus Turing-gépet fogunk késziteni a meg-
felel6 nyelvhez M, és M, felhasznalasaval. Ebbdl sziikség esetén lehet determinisztikus
Turing-gépet is késziteni.

1.: Az M legyen egy 3 szalagos nemdeterminisztikus Turing-gép, ami elészor a be-
menet elsd néhany karakterét atmasolja a méasodik szalagra, a bemenet tovabbi részét
pedig a harmadik szalagra. (Minden karakter els6 szalagrdl valo dtirdsakor van egy nem-
determinisztikus valasztas: a kovetkezot is a masodik szalagra irja, vagy innentol kezdve
a harmadik szalagra masol.) Ezutan a 2. és 3. szalagon visszadllitja a fejet a szalag ele-
jére. Ezt kovetden a 2. szalagon, az eredeti bemenet oda irt elso részével szimulalja az
M, gépet. Ha ez megall nem elfogado allapotban, akkor M is igy tesz. Ha viszont M,
elfogad, akkor M a 3. szalagon az eredeti bemenet oda irt masodik részével az M, gépet
szimulalja és akkor fogad el, ha M, igy tesz.

Vildgos, hogy s € L(M) pontosan azokra a szavakra teljesiil, melyek felbonthatéak
s = s15 alakban, ahol s; € L;, azaz ha s € L1 L».

2.: Az el6z6hoz hasonléan most is nemdeterminisztikusan osztjuk fel a szét néhany
részre. Viszont ezeket a részeket nem irhatjuk fel kiillonboz6 szalagokra, hiszen a szalagok
szama rogzitett. Ezért legyen M egy olyan két szalagos nemdeterminisztikus Turing-gép,
ami el6szor felirja a bemenet els6é néhany karakterét a 2. szalagra, ezen szimulalja az
My gépet. Ha ez elutasit, akkor M is. Ha viszont M, elfogad, akkor M a bemenetérol
a kovetkez6 néhany karaktert atmasolja a 2. szalag elejére, ezen ismét szimuldlja az M,
gépet, és igy tovabb. M akkor fog elfogadni, ha a bemenet végére ért, és minden szimuldld
fazisban M, elfogadé allapotban allt meg.

A 3. és 4. esetekben hasonléan jarhatunk el. Az nem jelent problémat, hogy esetleg
egy szimulalds soran valamelyik M; nem &all meg, hiszen ez igysem lehet egy elfogadé &g,
nem baj, ha M sem &ll meg. O]

10.22. Megjegyzés Lehet eqybol determinisztikus Turing-gépet is definidlni az adott
nyelvekhez. FEkkor a véletlen vdagasok helyett az Osszes lehetséges szétvdgast ki kell pro-
balnunk. A szétvdgasok tesztelése az elsd két esetben ugyanigy midkodik, mint a nem-
determinisztikus esetben. A két utobbi esetben azonban nem lehet esetleg a végtelenségig
szimuldlni valamelyik M; gépet, hiszen igy nem jutndnk oda, hogy eqy kovetkezd felosztd-
st lehetdséget is kiprobaljunk. Ilyenkor a diagondlis eljardashoz hasonlo modszer segit: a
véges sok lehetséges felosztds mindegyikét eloszor 1, majd 2, 3, ... lépéses szimuldciokkal
ellenorizziik.

A tovabbiakban hasznos lesz, ha bevezetjiikk a komplementer nyelvosztaly fogalmét.

Nyelvosztalynak nevezziik nyelvek tetszoleges halmazat, egy nyelvosztaly komplementere
pedig a nyelvosztalyban levé nyelvek komplementereibdl all.
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10.23. Definicié Az X nyelvosztaly komplementer nyelvosztalya:

coX={L:LeX}

Azaz X komplementer nyelvosztalyat ugy képezziik, hogy minden X-beli nyelvnek
kiilon-kiilon vessziik a komplementerét és az igy kapott nyelveket Osszegytijtjiik, tehat
ez a komplementer nyelvek osztdlya. Fontos megjegyezni, hogy ez kiilonbézhet az X-be
nem tartozé nyelvek X osztalyatdl.

10.24. Példa

o Ha L egy tetszéleges nyelv és az X nyelvosztaly csak az L nyelvbdl dll, azaz X =
{L}, akkor co X egyetlen eleme az L nyelv, X pedig minden L-t6l kiilonboz6 nyelvet
tartalmaz.

e Ha X azokbdl a{0,1} feletti nyelvekbdl all, melyekben van pdros hosszi sz6, akkor
co X nyelvei azok, amelyek nem tartalmaznak minden pdros hosszi szot (hiszen a
komplementeriikben van legaldbb eqy pdros hosszi), X pedig azokbol a nyelvekbdl,
melyek nem X -beliek, tehdt minden szavuk paratlan hosszi. fgy pl. L = {00,01} €
X, de ugyanakkor L, € co X és persze L1 € X, mdsrészt Ly = {0,1}" € X, de
Ly coX ésLy & X.

e Ha X areguldris nyelvek halmaza, akkor co X = X, mert a reguldris nyelvek zdrtak
a komplementerképzésre, mig X a nem requldris nyelvekbdl all.

e A coRE osztily azokat a nyelveket tartalmazza, melyeknek a komplementere re-
kurzivan felsorolhato, vagyis amelyeknek a komplementerére van Turing-gép. Tehdt
pontosan azok a nyelvek vannak co RE-ben, amelyeknél a nyelvbe nem-tartozdst fel
lehet ismernt Turing-géppel.

A definici6 kozvetlen kovetkezményeit fogalmazza meg az aldbbi lemma.
10.25. Lemma A komplementer nyelvosztalyok két alapvetd tulajdonsdga:

1. Ho X CY, akkorcoX CcoY

2. co(fcoX) =X

Bizonyitds. Legyen X CY. Az L € co X a definicié szerint pontosan akkor teljesiil, ha
L e X. Mivel X CY, ezért ilyenkor L € Y is fennall, vagyis L € coY is teljesiil.
L € co(coX) a definici6 szerint pontosan akkor teljesiil, ha L € coX, ez pedig

pontosan akkor igaz, ha L = L € X fennall. n

Az eddigiek kovetkezményeként azonnal adodik a kovetkezd allitas:
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10.26. Allitas coR = R

Bizonyitds. A 10.19. tétel 3. pontja alapjan ha L € R, akkor L € R vagyis coR C R
fenndll. Ha erre alkalmazzuk a 10.25. lemma 1. pontjt, akkor a co(coR) C coR &ssze-
fiiggéshez jutunk. Ezt a 2. dsszefiiggésbdl kapott co(coR)) = R egyenléséggel kombindlva
kapjuk, hogy R C coR is fennall. A két tartalmazast sszevetve R = co R adddik. O]

Az el6z6 tétel szerint pontosan azokra a nyelvekre lehet algoritmussal eldonteni a
nyelvbe tartozas kérését, amelyekre a nyelvbe nem-tartozas kérdését el lehet donteni.

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy egy nyelvre pontosan akkor van mindig meg-
allé Turing gép (a nyelv akkor rekurziv), ha mind a nyelvbe tartozas, mind a nyelvbe
nem-tartozas felismerheté Turing géppel (mind a nyelv, mind a nyelv komplementere
rekurzivan felsorolhatd).

10.27. Tétel R = RENcoRE
Bizonyitds. A két iranyt tartalmazast kiilon bizonyitjuk:

e C irdny: R C RE a definicié alapjan fennall, innen pedig a 10.19. tétel 3. pontja
alapjan coR C co RE addédik, amibol co R = R miatt kapjuk a kivant R C coRE
tartalmazast.

e D irdny: Tegyiik most fel, hogy L € RE és L € co RE egyarant teljesiil. Ekkor defini-
ci6 szerint van olyan M; Turing-gép, amire L(M;) = L és van olyan M, Turing-gép,
amire L(M,) = L. A két gép parhuzamos futtatdsival egy olyan M Turing-gépet
kaphatunk, ami pontosan az L-beli szavakat fogadja el és mindig megall. Ehhez M
miitkodjon gy hogy az s bemeneten az M; és My gépeket parhuzamosan (kiilon
szalagon) futtatja. Amennyiben az M; gép megdll és elfogad, akkor M &lljon meg
elfogadd allapotban, ha pedig az M, gép az, ami megall és elfogad, akkor M all-
jon meg egy nem elfogadé allapotban. Mivel tetszéleges s szot az My és My koziil
pontosan az egyik fogadja el (és ekkor persze meg is &ll), ezért M biztosan meg fog
allni és vilagos, hogy éppen L szavait fogadja el. O

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy coRE # RE, hiszen coRE = RE esetén R = RE
is fennéllna, ez pedig példaul L, € RE\ R miatt (10.14. tétel) nem igaz, vagyis az RE
nyelvosztaly nem zart a komplementer-képzésre.

10.4. Nyelvi tulajdonsagok

Ebben a részben azt fogjuk vizsgalni, hogy melyek azok a nyelvi tulajdonsdgok, amelyek
meglétét algoritmussal ellendrizni lehet. Ki fog deriilni, hogy (kevés trividlis tulajdon-
sagtol eltekintve) nincs olyan algoritmus, ami tetszéleges Turing-gép kdédjardl el tudnd
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donteni, hogy a kédnak megfelelé Turing-gép nyelve rendelkezik-e az adott tulajdonség-
gal.

Az els6 tételbdl az deriil ki, hogy azt az egyszertinek tiin6 tulajdonsagot sem tudjuk
algoritmikusan ellendrizni, hogy egy nyelv (amit egy kédjaval adott Turing gép definidl)
ures-e vagy sem.

10.28. Definicié

Ly = {w : w egy Turing-gép kédja és L(M,) =0}

10.29. Tétel
Ly € coRE\R

Bizonyitds. El6szér megmutatjuk, hogy Ly € coRE. Ez a definicié szerint azt jelenti,
hogy Ly € RE, tehdt ehhez a nyelvhez kell egy M Turing-gépet megadnunk. Lg-ben
kétféle tipusu szd van: olyan, ami Turing-gép kddja, és olyan, ami nem:

Ly = {w : w nem Turing-gép kédja } U {w : w egy Turing-gép kédja és L(M,,) # 0)}

Az M Turing-gép egy w bemeneten a kivetkezo csinalja:

e El6szor ellendrzi, hogy w egy Turing-gép kodja-e. Ha nem, akkor M megall és
elfogad.

e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor M keres egy, az L(M,) nyelvben levd szot.
Amennyiben taldl egy ilyet, akkor megall és elfogad. Az L(M,)-beli sz6 keresését
a mar kordbban is hasznalt diagondlis eljarassal (1dsd a 9.21. tétel bizonyitdsa)
oldhatjuk meg: az M gép szimulalja M, miikodését >* szavain, egyre novekvo
1épésszammal, az adott bejaras szerint. Ha valamely esetben M,, az adott 1épéssza-
mon beliil elfogadja a vizsgalt szét, akkor M elfogadd allapotban megall, és ezzel
elfogadja a w szét. Ellenkezd esetben (vagyis amikor M, semmilyen inputra sem
all meg) M nem fog megéllni.

Ha M megall, akkor el is fogad, és az, hogy M nem all meg, csak gy kovetkezhet be,
ha a w inputja Turing-gépet kodol, olyat, amire nincs olyan s sz6 és j 1épéskorlat, hogy
M,, az s bemeneten j lépésen belill elfogadé dllapotban megdll, vagyis amikor az L(M,,)
nyelv iires. Az a helyzet tehdt, hogy L(M) = Ly, vagyis Ly rekurzivan felsorolhaté.

Most még belatjuk, hogy Ly ¢ R. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy Ly € R, és legyen
M egy minden bemeneten megall6 Turing-gép, melyre L(M) = Ly. Az M segitségével
olyan M’ Turing-gépet adunk meg, amely minden bemeneten megéll, és L(M') = L..
Egy ilyen M’ létezése ellentmondana a 10.18. tételnek.

Mikodjon M’ egy w bemeneten a kovetkezOképpen:

120



e M’ el6szor ellendrzi, hogy w egy Turing-gép kédja-e. Ha nem, akkor megéll és
elutasitja a w bemenetet.

e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor M’ létrehozza azt az M” Turing gépet, ami ugy
miikodik, hogy tetszéleges s bemenet hatdséra M,-t futtatja az tires szén (az s
szot figyelmen kiviil hagyva ) és

— ha M, megall, akkor M" is megdll elfogad6 &llapotban (azon az inputon,
amivel inditottuk),

— ha M, nem &ll meg, akkor M" sem all meg.

Mivel M"” nem foglalkozik a bemenetével, ezért minden s input széra ugyanugy
viselkedik: vagy mindent elfogad vagy semmit sem. Ha M, a ¢ inputon megall,
akkor L(M") = ¥*, ellenkezd esetben pedig az M, gépet szimuldlé M” gép sem
all meg, ilyenkor L(M") = . Osszefoglalva: L(M") pontosan akkor nem iires, ha
w € L.

Az M’ Turing-gép, miutan eléallitotta M” kédjat, (jelolje ezt a kddot w”), futtassa
az M gépet a w” bemeneten.

Ha M (w") elfogad, akkor M’ elutasit, ha pedig M (w”) elutasit, akkor M’ elfogad.

Az M’ gép minden w inputon meg fog &llni, mert M” létrehozdsa véges sok lépésben
megtehetd (a w Turing-gép lefrds ismeretében), majd M futtattdsa is véges folyamat,
hiszen M mindig megall.

M’ konstrukciéjabdl kovetkezik, hogy M’ pontosan akkor fogadja el a w inputot,
amikor M elutasitja w”-t, azaz amikor L(M") nem iires, vagyis amikor w € L..

Tehdt M’ egy olyan Turing-gép, ami mindig megéll és L(M') = L., de ilyen nem
létezhet, ellentmondasra jutottunk. O]

A fenti tétel Ly ¢ R részét uigy is fogalmazhatjuk, hogy az iiresség, mint nyelvi
tulajdonsag olyan, hogy nem lehetséges algoritmikusan elddnteni egy leirdsaval adott
Turing géprol, hogy az elfogadott nyelv rendelkezik-e ezzel a tulajdonsaggal.

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy vannak-e mas olyan tulajdonsagok, amelyek
hasonléan viselkednek. Ennek targyaldsahoz sziikségiink van a kévetkez6 definiciora.

10.30. Definicié Legyen T nyelveknek eqy tulajdonsdga. A T egy nem trivialis nyelvi
tulajdonsag, ha vannak olyan Ly, Ly € RE nyelvek, hogy Li-re teljesiil, Lo-re pedig nem
teljesiil T'.

A T tulajdonsaggal rendelkez6 nyelvek halmazat is szokéas T-vel jelolni, ezzel a jelo-
léssel a T' tulajdonsdg akkor nem trivialis, ha

TNRE # 0
TNRE #RE
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Vildgos, hogy egy T' trividlis nyelvi tulajdonsdg esetén konnyli egy Turing-gép w
kodjardl eldonteni, hogy L(M,) rendelkezik-e a T tulajdonsdggal. Mivel T trividlis tu-
lajdonsag, ezért vagy minden Turing-gép nyelve rendelkezik vele vagy egyik sem, vagyis
a valasz a kéd ismerete nélkiil is megadhato.

Az érdekes kérdés az, hogy melyek azok a nem-trivialis nyelvi tulajdonsdgok melyek
esetén el lehet donteni azt, hogy egy leirasaval adott Turing-gép nyelve rendelkezik-e
ezzel a tulajdonsiaggal. A tovabbiakban ezt fogjuk vizsgalni.

10.31. Definicié Legyen T eqy nyelvi tulajdonsdg. A T-hez tartozé Lr nyelv azon
Turing-gépek kodjaibol all, amiknek nyelve T tulajdonsdgu:

Ly = {w : w egy Turing-gép kédja és L(M,,) T tulajdonsdgi }.

10.32. Megjegyzés Mivel maga Lt is eqy nyelv, rola is megkérdezhetjiik, hogy T tulaj-
donsdgi-e. A vdlasz az, hogy az Ly nyelv dltaldban nem T tulajdonsdgii.

Ha T trividlis, akkor Ly vagy az iires nyelv vagy az Osszes Turing-gép kodjabdl allo
nyelv, Ly mind a két esetben rekurziv (a 10.6. &llitds, illetve amiatt, mert () € R).

Miel6tt ratérnénk annak vizsgalatara, hogy mely nem-trividlis 7" tulajdonségok esetén
lesz az Ly nyelv rekurziv, lassunk néhany lemmat, amik megkonnyitik majd a vizsgdlo-
dasunkat.

10.33. Lemma Legyen T eqy nyelvi tulajdonsdg és jelolie T a tulajdonsdg komplemen-
terét. Ekkor o
Lz =LrN 1L,

ahol L' az dsszes Turing-gép kddjabol dllé nyelv.

Bizonyitds. Ly azon szavakat tartalmazza, amik vagy nem kédjai Turing-gépnek vagy
olyan Turing-gép kddjai, aminek nyelve nem 7' tulajdonsdgi. Ez utébbi esetet ugy is
fogalmazhatjuk, hogy ekkor olyan Turing-gépek kddjairél van szé, amiknek nyelve T'
tulajdonsagu.

fgy tehat Ly metszete az L' nyelvvel éppen az Lz halmaz lesz. O]

10.34. Lemma Egy T nyelvi tulajdonsagra az Lt nyelv pontosan akkor rekurziv, ha az
L7 nyelv rekurziv.

Bizonyitdas. Szimmetria okok miatt elég megmutatni, hogy ha Ly rekurziv, akkor az Ly
is az. Az L7 nyelv az el6z6 lemma szerint két nyelv metszete. Az els6 nyelv a feltétel és
a rekurziv nyelvosztaly komplementerképzésre vald zartsdga miatt maga is rekurziv, a
masodik pedig a 10.6. allitds szerint az. Mivel rekurziv nyelvek metszete rekurziv (10.19.
tétel), ezért Ly is rekurziv. O
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A kovetkezo tétel azt mondja, hogy a trividlis nyelvi tulajdonsdgokat leszamitva
nem lehetséges algoritmust adni annak eldontésére, hogy egy Turing-gép nyelve adott
tulajdonsagui-e vagy sem.

10.35. Tétel (Rice) Legyen T egy nyelvi tulajdonsdg és tekintsik az ilyen tulajdonsagi
nyelvet elfogado Turing-gépek kodjait, azaz legyen

Ly = {w : w eqy Turing-gép kédja és L(M,,) T tulajdonsdgi }.
Ha T egy nem trividlis nyelvi tulajdonsag, akkor Lt ¢ R.

Bizonyitds. Az eléz6 lemma miatt feltehetjiik, hogy (0 ¢ T, vagyis az iires nyelv nem T
tulajdonsigi. Ha nem igy lenne, akkor 7" helyett a T komplementerre bizonyftunk.
Legyen tehat () ¢ T és L € RE egy olyan nyelv, amelyre L € T. (Ilyen L van, mert T'
nem trividlis tulajdonsédg.) Legyen M egy olyan Turing-gép, amelyre L(M) = L.
Indirekt tegyiik fel tovabbd, hogy Ly € R, azaz létezik egy olyan M, amely minden
bemenetre megall és L(Mr) = Ly. Ebb6l olyan M’-t fogunk konstrudlni, amelyik minden
bemenetre megall és L(M') = L,.
Miikodjon M’ egy w+#s bemeneten a kovetkezéképpen:

e Ha a bemenet nem w#s alaki vagy ebben a w nem egy Turing-gép kédja, akkor
M' megall és elutasitja a bemenetet.

e Ha w egy Turing-gép kédja, akkor M’ konstrudl a w#s szé felhasznéldsaval egy
olyan (w-tél és s-tél fiiggd) M"” Turing-gépet (illetve ennek kédjat), amely a ko-
vetkezOképpen miikodik egy = bemeneten. M” el6szor az x inputtdl fiiggetleniil
futtatja M,-t s-en, majd ezen futds eredményétol fiiggden esetleg futtatja M-et
x-en:

— ha M, megéll és elutasitja s-et, akkor M"” megall és elutasitja z-et
— ha M, megéll és elfogadja s-et, akkor M" lefuttatja M-et z-en:
« Ha M (z) elfogad, akkor M"” megdll és elfogadja z-et
« Ha M (z) elutasit, akkor M"” megéll és elutasitja xz-et
« Ha M (x) nem all meg, akkor M"” sem all meg
— ha M, nem &all meg s-en, akkor M" sem all meg.
Figyeljiik meg, hogy az M" gép w#s € L, esetén M-et futtatja, vagyis ekkor L(M") =
L. Amikor pedig w#s ¢ L, akkor L(M") = (), hiszen ekkor nem tudunk M" elfogadd
agara jutni. Az M" gép az M, gép és M segitségével véges sok 1épésben megalkothato és
az altala elfogadott nyelv pontosan akkor rendelkezik a T" tulajdonsaggal, ha w#s € L,,.

M’ készitse el a fenti M” Turing gép w” kédjat (véges sok lépésben), majd futtassa
w”-re a mindig megallo6 My gépet. M’ igy minden inputra meg fog &llni és pontosan
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akkor fogadja el a w#s bemenetet, ha Mr(w”) elfogad, vagyis amikor M” nyelve T
tulajdonsagu. Az elobb lattuk, hogy ez pontosan akkor van, amikor w#s € L,, vagyis
M’ egy mindig megall6 Turing-gép lenne az L, univerzalis nyelvre, ami ellentmondas.]

A Rice-tétel kovetkezménye, hogy tobbek kozott a kovetkezd tulajdonsdgok egyikének
megléte sem eldonthetd. Nem létezik tehat olyan mindig valaszt ad6 algoritmus, amely
egy Turing gép kdédjardl el tudna donteni, hogy példaul a gép fogad-e el barmit is, véges
sok szét fogad-e el, van-e az elfogadott nyelvnek legaldbb 100 eleme, elfogadja-e a gép
a rogzitett s szét, regularis-e a Turing gép nyelve, elfogad-e a gép minden szét illetve
rekurziv-e a az elfogadott nyelv. A felsoroltakhoz a megfelel6 tulajdonsagok és hozzajuk
tartozo nyelvek a kovetkezok:

Ty : anyelv nem tires = Ly, = {w:3IM,, és L(M,) #0} ¢ R

Ty : anyelv véges = Ly, = {w : IM,,, és L(M,,) véges } ¢ R

T3 : a nyelvnek legalabb 100 eleme van =

Ly, = {w :3IM,, és L(M,)-nek legalabb 100 eleme van } ¢ R

T, : a nyelvbe beletartozik egy rogzitett s sz6 = Ly, = {w: IM,, és s € L(M,)} ¢ R
Ts . anyelv regularis = Ly, = {w : IM,, és L(M,,)regularis } ¢ R

T6 : anyelv=%" = Ly, ={w:3IM, és L(M,) ="} ¢ R

T7 . anyelv rekurziv = Ly, = {w : IM,, és L(M,,) = rekurziv} ¢ R

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy ezen Lt, nyelvek nem rekurzivak, csak azt kell latnunk, hogy

az itt felsorolt T; tulajdonsagok nem trividlisak, vagyis hogy van T; tulajdonsagu és nem
T; tulajdonsagu rekurzivan felsorolhaté nyelv is.

o T, 15, T3, Ty, Ts: az () és X* nyelvek rekurzivan felsorolhatéak és pontosan egyikiik
rendelkezik a T; tulajdonsiggal

o T5: () és példaul {a"v" | n > 1} nyelvek mutatjdk, hogy ez nem trividlis tulajdonsag,
mivel konnyen beldthat6, hogy az {a"b" | n > 1} nyelvre van Turing gép

e T;: az () és L, nyelvek mutatjak, hogy T7 nem trividlis tulajdonsdg

10.5. Dominé probléma

Eddig csupa olyan nyelvet vizsgaltunk és mutattuk meg réluk, hogy nem rekurzivak,
melyek szorosan kotédtek definiciéjukban is a Turing gépekhez. A fejezet hatralevo ré-
szében két tovabbi nyelvet vizsgalunk, melyek ,,hétkéznapibbak”, kevéshé elvontak. Latni
fogjuk, hogy ezek sem lesznek rekurzivak, ami azt mutatja, hogy nem csak az absztrakt
modon definialt nyelvek kozott talalunk algoritmikusan nem eldénthet6 kérdéseket.

A domind probléma egy olyan sik lefedési feladat, ahol a teljes sikot kell megadott
négyzet alaku épitdelemekkel (domindkkal vagy inkabb csempékkel) lefedniink.
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10.36. Definicié Egy dominé eqy egységnyi oldalhosszisdgu négyzet.
A domind tipusa egy (a, b, c,d) négyessel irhatd le, amely a domind oldalainak tipusdt
irja le a felso oldallal kezdve az éramutato jardsanak megfeleld koriljardsi iranyban.

a

d| Minta |b

Egy domindkészlet véges sok dominotipust tartalmaz, de mindegyik tipusbol megszam-
lalhatoan végtelen sok dominot.

Azt a problémat fogjuk vizsgalni, hogy egy adott domindkészlettel le tudjuk-e fedni
az egész sikot gy, hogy a domindk egymas mellé keriilo oldalai azonos tipusiuak legyenek
(a dominékat nem szabad elforgatni). Tehéat példaul egy (a,b, ¢, d) tipusi dominé mellé
jobb oldalt csak olyat rakhatunk, melynek a bal oldala b tipusu.

10.37. Példa Nézziik meg, az alabbi készletek alkalmasak-e a sik lefedésére!
e {(a,a,a,a)}
e {(a,b,b,b),(a,a,b,b)}

Az elsd készlettel le tudjuk fedni a sikot, hiszen bdarmely két domind egymds mellé illeszt-
heto barmilyen irdnybol, mig a mdsodikkal nem, mivel semelyik két dominot sem tudjuk
eqymds ald rakni (a teteje mindegyiknek a tipusi, mig az alja b tipusi).

Egy adott domindkészlet leirdsa véges hosszu karaktersorozat, ezért tekinthetjiik egy
szonak, és vizsgalhatjuk azt a nyelvet, amely a stk kirakasara alkalmas készleteknek meg-
felel6 szavakbdl all. Az a kérdés, hogy ez a nyelv rekurziv-e 1ényegében azzal egyenértékii,
hogy lehetséges-e olyan, mindig véget éro algoritmust adni, ami tetszoleges domindkész-
letrél megmondja, hogy vele a sik kirakhato-e.

A kovetkezokben ezt a kérdést jarjuk koriil.

10.38. Definicié A dominé nyelv azon domindkészletek halmaza, amelyekkel a domino
probléma megoldhato.

D = { a sik kirakdsdra alkalmas dominokészletek }

A lefedhetdségnek egy érdekes jellemzését adja a kovetkezo lemma.

10.39. Lemma FEgy domindkészlettel a sik akkor és csak akkor rakhato ki, ha minden
2k x 2k-as méretd négyzet kirakhato vele (k=1,2,...).
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Bizonyitas. Ha a sik kirakhaté, akkor nyilvan minden négyzet is, ez az irdny trivialis.
A masik irdnyhoz azt kell megmutatni, hogy ha minden paros oldalhosszi négyzet
kirakhaté, akkor az egész sik is. Ennek belatasara definialunk egy gyokeres fat. A gyokér
fiai a 2 x 2-es négyzetek kirakdsai. A feltétel szerint a gyokérnek legalabb egy fia van, de
azt is tudjuk, hogy a fitikk szdma legfeljebb %, ha t jeloli a készletben a tipusok szdmat.
Egy 2 x 2-es négyzetnek megfelelo csucs fiai legyenek az 0 4 x 4-es lehetséges kiterjesz-
tései, melyeket a 2 x 2-es kirakasbdl gy kapunk, hogy koré rakunk egy réteg dominot.

A kovetkezo szinten egy 4 X 4-es csicsnak a hasonlé médon kapott 6 X 6-os négyzetekre
valé kiterjesztései (amikor is a sziillének megfelelé6 négyzet van kozépen, e koré rakunk
egy réteg domindt, amennyiben ez lehetséges) lesznek az 6 fiai, és igy tovabb.

Ez egy gyokeres szintezett fa, melyben minden szinten véges sok csics van (mert
egy adott méretii négyzetnek csak véges sok féle kirakasa lehet), de minden szinten van
legalabb egy csics, tehat osszesen végtelen sok (megszamlalhatéan végtelen sok) csicsa
van ennek a fanak. Az is teljesiil, hogy minden nem-gyokér elemnek van apja (a kozepének
megfelel6 négyzet).

A sik egy kirakasahoz induljunk ki a gyokérbol. Mivel véges sok fia van, biztosan van
kozottiik olyan, amelynek részfaja végtelen sok csiicsot tartalmaz. Valasszunk egy ilyet,
majd tekintsiik az 6 fiait. Mivel bel6liik is csak véges sok van ezek kozott is biztosan van
olyan, melynek a részfija végtelen sok elemet tartalmaz. Ezt az eljarast akarmeddig foly-
tathatjuk, a bejaras sosem akad el, és végiil egy, a gyokérbdl induld, végtelen hosszu utat
eredményez. Ez az it megadja az egész sik egy kirakdasat, egy megfeleld 2 x 2-es négyzet-
bol kiindulva, mindig a vélasztott fiinak megfeleléen 1jabb és tjabb réteget rakhatunk
a mar meglevo négyzetiink koré. Az eljarassal a sik minden pontjara megkaphatjuk, azt
milyen dominé fedi. [

Most mar készen allunk ra, hogy belassuk a kovetkezo tételt.

10.40. Tétel D € coRE
Bizonyitdas. A definicidk szerint

D € coRE < D € RE < 3IM Turing-gép : L(M) = D
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Azt kell tehat megmutatnunk, hogy van olyan Turing-gép, ami pontosan azokat a sza-
vakat fogadja el, melyek nem megfelel6 készleteknek (vagy nem is készleteknek) felelnek
meg. Mikodjon M a kovetkezoképpen:

e Ha a bemenet nem egy domindkészlet, akkor megéll és elfogad. (Ez a dontés véges
sok 1épésben meghozhaté a domindkészletek kddoldsdnak ismeretében.)

e Ha a bemenet egy domindkészlet leirasa, akkor M sorban az Osszes k = 1,2,...
esetre kiprébalja az Osszes lehetOséget a 2k x 2k-as négyzet lefedésére. Ha vala-
mely k-ra ezeket végignézve nem taldl megoldast, akkor M megéll és elfogadja a
bemenetet.

Amennyiben az adott domindkészlettel a stk nem rakhaté ki, akkor, a fenti lemma ér-
telmében biztosan van olyan k amire M nem talal jé kirakdst. Mivel minden négyzet
lefedésére csak véges sok lehetdséget kell kiprobalni, M el fog jutni a legkisebb ilyen
k-hoz, és miutan itt ellendrizte az Osszes lehetoséget, megall és elfogad.

Ezzel szemben, ha egy készlettel a stk kirakhatd, akkor M minden k-nal fog taldlni
egy jo kirakast, és ezért sosem all meg.

fgy tehat M valéban a D nyelvet fogadja el. O]

A D nyelvrol tobbet is lehet mondani, de az alabbi allitast itt nem bizonyitjuk be.
10.41. Tétel D ¢ R
10.42. K6évetkezmény D ¢ RE

Bizonyitds. Mivel a 10.27. tétel alapjan R = RENcoRE és az elézbek szerint D ¢ R,
viszont D € coRE, ezért D nem lehet rekurzivan felsorolhato. O

A dominé nyelv tehat egy ujabb (a diagonélis nyelvnél kevésbé absztrakt) példa nem
rekurzivan felsorolhaté nyelvre.

10.6. Post megfeleltetési problémaja

A most targyaland6 probléma nagy hasznunkra lesz majd a 12. fejezetben, amikor kor-
nyezetfiiggetlen nyelvtanokkal kapcsolatos kérdések bonyolultsagat vizsgaljuk.

10.43. Definicié A Post megfeleltetési probléméaban adott véges sok, > dbécé feletti
szopdr:
{(Si,ti) 1S € E*,tZ € Z*,Z = 1,2k}

Kérdés, hogy van-e olyan nem ires (esetleg ismétlédéseket is tartalmazd) iy, ia, . . .4y, in-
dexsorozat, amelyre
Si1Sig + -+ Sipy, = tiltiz ce tz

n n
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10.44. Példa

o A szopdrok: {(ab, aba), (ab,ba), (aba,ba)}.
Ekkor az 1, 3 indexsorozat megfeleld, hiszen s1s3 = _ab aba, ami megegyezik a

o
1 3

tits = aba _ba  szoval.
v\?),./
1

e {(1,111),(10111,10), (10,0)}

Konnyen latszik, hogy a 2, 1, 1, 3 eqy megoldads, s9515153 = 10111 } } 130
megegyezik a totitits = 10 111 111 0  szoval
2 1 1 3

e {(ab,a), (ab,ba), (b,ba)}
Figyeljiik meg, hogy ebben az esetben nincs jo indexsorozat, mert a szopdrok elso
tagia mindig b, mig a masodik tagok mindig a karakterre végzodnek, ezért barhogyan
is probalkozunk, az s-ekbdl és a t-kbdl képzett szavak vége mem lesz azonos (az
indezsorozatnak nincs megfeleld utolso eleme).

10.45. Definicié A Post megfeleltetési probléma nyelve

PCP = { azon {(s;,t;) : i = 1,2...k} szdpdr-halmazok, melyekre van jé indexsorozat }

10.46. Tétel PCP € RE\ R

Bizonyitds. A tételnek itt csak a konnyebb részét vazoljuk, azt, hogy PCP € RE. Ehhez
elegendd egy M Turing-gépet mutatni, melyre L(M) = PCP.
Az M Turing-gép miikodjon az alabbiak szerint:

o M el6szor ellenérzi a bemenetet, hogy az valéban néhény széparbdl all-e (ez egysze-
riien megoldhat6). Ha a bemenet szintaktikailag nem megfelelé, akkor M megall,
elutasit.

e Ha a bemenet szoparok sorozata, akkor M elobb kiprébalja az 0sszes lehetséges egy
hosszi indexsorozatot (indexet), majd a ketté hosszi, harom hosszi, stb. index-
sorozatokat. Minden rogzitett hosszndl véges sok lehetséges indexsorozat van (n
hosszndl k™). Ha ezek kozott taldl megoldast, akkor M megdll és elfogad, ha pedig
nem talal, akkor noveli a kiprobalandé indexsorozat hosszat.

fgy, ha van megoldasa a problémanak, akkor M véges 1épésben taldl egyet, és elfogadja
a bemenetet. Amennyiben viszont nincs megoldas, akkor egyre hosszabb sorozatokat
ellendriz, de soha nem fog megallni, azaz az altala elfogadott nyelv tényleg a PCP nyelv.[]
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11. fejezet

A bonyolultsagelmélet alapjai

Az eddigi fejezetekben azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy mely nyelveket lehet Turing-
géppel felismerni illetve mely fiiggvényeket lehet Turing-géppel kiszamolni. Ha egy nyelv
illetve fiiggvény algoritmikusan felismerhetd illetve kiszamolhaté, akkor a kévetkezo, ter-
mészetesen adodo kérdés az, hogy mennyi ideig tart és mennyi tarhelyet igényel a felis-
merés illetve kiszamolas.

A fiiggvényeket és nyelveket osztalyokba lehet sorolni az alapjan, hogy mennyi id6
alatt (vagy mekkora tér felhasznaldsaval) lehet Sket felismerni illetve kiszémolni. Ebben
a fejezetben ezen osztalyokat és a koztiik levo kapcsolatokat fogjuk megvizsgalni.

11.1. A szamitas koltsége

El6szor definialjuk, hogy mit értiink egy Turing-gép id6- és tarigényén. Az igényt mindkét
esetben az input hosszanak fiiggvényében adjuk meg, az input méretét hagyomanyosan
n-nel jeloljiik.

Azt vizsgaljuk, hogy mekkora a lehetséges legtobb 1épés illetve legtobb hasznalt cella
az adott hosszusagu inputokon vett futdsokat tekintve (vagyis hogy a legrosszabb esetben
mi torténhet egy n méretil input esetén).

11.1. Definicié Az M determinisztikus Turing-gép id6igénye a Th(n) nemnegativ figg-
vény, ahol Ty (n) azn hosszi bemeneteken vett futdsok leghosszabbikdnak lépésszama. Ha
a gép valamelyik n hosszi bemenetén nem dll meg, akkor ezen n-re Typ;(n) = oco.

Hasonléan, jeloljiik az M gép tarigényét Sy(n)-nel, ahol Sy(n) azt adja meg, hogy az
n hosszu bemeneteken M legfeljebb mennyi szalagcelldt haszndl fel. Az eqyszalagos Turing-
gépnél ez alatt azt értjik, hogy az egyetlen szalagon hany olyan cella van, ahol vagy jdrt
a gép (eljutott oddig) vagy az input valamely karaktere oda fel van irva. Tébbszalagos
gép esetén a bemeneti (és az esetleges tovabbi csak olvashatd) szalagok nem szamitanak,
csak a munkaszalagok: minden munkaszalagra megnézzik, hogy meddig jutott el a gép és
ezeket az értékeket dsszeadjuk.
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Ha M nemdeterminisztikus Turing-gép, akkor Th(n), illetve Sy(n) a mazimdlis lé-
pésszamot, illetve a legtobb felhasznalt cella szamdt adja meg az n hosszi bemenetek
szamitdst fainak O0sszes dga koziil.

11.2. Megjegyzés Sy (n) értéke is lehet oo, amennyiben a gép valamelyik n hosszi
bemenetre soha nem dll meg, hanem pl. folyamatosan gyalogol jobbra a munkaszalagon.
Az is lehetséges azonban, hogy a gép ugy keril végtelen ciklusba, hogy kézben a felhaszndlt
celldk szama véges, azaz abbdl, hogy Syr(n) sehol sem végtelen, még nem kivetkezik, hogy
a gép minden bemeneten megdll.

11.3. Megjegyzés Ha M nemdeterminisztikus gép, akkor Th(n) értéke olyankor is vég-
telen, ha csak egyetlen szamitasi dg is van valamelyik n hosszi inputhoz, ami nem ér
véget.

Altaldban Ty (n) és Syr(n) pontos meghatdrozésa még kénnyen atléthaté mitkodési
gépek esetén is nehéz, ezért pontos megadas helyett megelégsziink fels6é becsléssel is. Ez az
eljaras hasonl6 ahhoz, amit kordbban algoritmusok 1épésszaméanak becslésekor kovettiink:
ott is nehéz volt meghatdrozni (és sokszor nem is igazén érdekes), hogy pontosan hany
1épést tesz egy algoritmus. Az algoritmusok 6sszehasonlitasahoz elég volt az, hogy jo felsd
becsléseket tudtunk adni a 1épésszamokra. Most ugyanezt a stratégiat kévetjiik, ami nem
is meglepd, hiszen a Turing-gépek, a Church-Turing-tézis alapjan, maguk a lehetséges
algoritmusok.

11.4. Definicié Legyenek t(n) és s(n) a természetes szimokon értelmezett nemnegativ
figgvények (melyek értéke sehol sem 0o). Az M Turing-gép

e {(n) id6korldtos, ha minden n-re fenndll, hogy: Ty (n) < t(n).
e s(n) tarkorlatos, ha minden n-re fenndll, hogy: Sy(n) < s(n).

11.5. Megjegyzés Altaldban olyan gépekkel foglalkozunk, amik végigolvassik a bemene-
tet, ezért legtobbszor t(n) > n. Azt is feltételezziik dltaldban, hogy s(n) > logyn fenndll,
mert logs n cella biztosan sziikséges ahhoz, hogy az input szalagot cimezni tudjuk (amit
a kicsit is érdekesebb Turing-gépek biztosan tesznek).

11.6. Megjegyzés Ha az M Turing-gép t(n) idékorldtos akdarmilyen t(n) figguénnyel,
akkor L(M) biztosan rekurziv nyelv. A tarkorlatossdgra ez nem vildgos, hiszen a gép akdr
ugy is kertlhet végtelen ciklusba, hogy csak egyetlen celldt haszndl fel a munkaszalagon.

A 9.11. tételben lattuk, hogy lehetséges k szalagos Turing-gépet egyszalagos géppel
szimulalni. Akkor emlitettiik, hogy a két gépfajta ekvivalencidja csak akkor all fenn, ha
pusztan arra vagyunk kivancsiak, hogy mely nyelveket lehet veliik felismerni, a felismerés
ideje nem szamit. A kovetkezd tétel azt fogalmazza meg, hogy mit allithatunk a szimulalo
egyszalagos Turing-gép id6- és tarigényérol a szimulalt géphez képest.
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11.7. Tétel Minden M k-szalagos Turing-géphez létezik olyan M’ egyszalagos Turing-
9ép, hogy L(M) = L(M'), és

o Tayr = O(Ta*(n))

Bizonyitds. e A 9.11. tételben adott konstrukciébdl vilagos, hogy M egy 1épését M’
ugy szimuldlja, hogy elmegy a szalag ,végéig” (ameddig M valaha is eljutott) és
utdna visszagyalogol a szalag elejére (kozben par helyen &t is irhat értékeket). Mivel
a szalag vége legfeljebb T);(n) messze van, ezért M egy 1épését O(Ty(n)) 1épésben
tudja szimuldlni az M’ gép. Az M legfeljebb Tys(n) 1épés utdan megéll, igy M’
lépésszama O(Ty%(n)).

o M’ egyszalagos, ezért az input hossza biztosan beleszamit a felhaszndlt tarba (innen
jon a +n tag). Ezen felill M’ legfeljebb olyan messzire jut el, amilyen messzire M
eljutott valamely szalagjan, ami Sy, (n)-nel feliilrl becsiilheté. O

A fenti tétel azt mutatja, hogy legfeljebb négyzetesen novekszik az ido6igény, amikor
egyszalagos géppel szimuldlunk. Ha nem egy-, hanem kétszalagos Turing-géppel szeret-
nénk szimulalni egy k-szalagos gépet, akkor kedvezobb felsé korlatot kapunk az 1j gép
idGigényére. (Ezt a tételt nem bizonyitjuk.)

11.8. Tétel Minden M k-szalagos Turing-géphez létezik olyan M’ kétszalagos Turing-
9ép, hogy L(M) = L(M') és

e Ty = O(Tus(n) - log T (n)
e Sy =0(Sy(n))

11.2. Ido6- és tarosztalyok

Eddig azzal foglalkoztunk, hogy az egyes Turing-gépeknek mennyi a tar- és idoigényiik.
A tar- és idoigényt azonban megkozelithetjiik a nyelvek feldl is: kérdezhetjiik, hogy egy
adott nyelv esetén milyen tar- és idGigényi Turing-géppel lehetséges a felismerés (ha
lehetséges egyaltaldn). A kovetkezd tétel (amit nem bizonyitunk), azt mutatja, hogy
konstans szorzokat nem érdemes figyelembe venniink akkor, amikor egy nyelv id6igényérol
akarunk valamit mondani.

11.9. Tétel (Linedris gyorsitas) Ha az L nyelvhez létezik olyan M Turing-gép, hogy
L(M) =L és Ty(n) < c-n, ahol ¢ > 1 konstans, akkor minden ¢ > 0 esetén létezik
olyan M’ Turing-gép is, hogy L(M') = L és Thy(n) < (1 +¢)n.
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A bizonyitas lényege, hogy az M’ gép egy lépésben az M gép m (e-tdl fliiggd szami)
lépését néhany (kicsi konstans szamu) lépésben fogja szimuldlni. Ezt gy érhetjiik el,
hogy M szalag-dbécéjét nagyon felduzzasztjuk. A részletes bizonyitasért lasd [7]-et.

Hasonlé tétel igaz akkor is, ha az M Turing-géprol nem azt tudjuk, hogy cn idokorla-
tos, hanem altaldnosabban az igaz, hogy f(n) idékorlatos valamilyen f(n) fiiggvénnyel.
Az id6bonyolultsag ekkor tetszileges e > 0 esetén levihetd n + e f(n)-re.

A kovetkezo tétel azt a meglepd tényt mutatja, hogy bizonyos nyelvek esetén nem
csak konstans szorzo erejéig lehetséges a nyelvet elfogadd Turing-gép gyorsitasa, hanem
barmely, az adott nyelvet elfogadd Turing-gép tetszoélegesen felgyorsithaté.

11.10. Tétel (Gyorsitas) Létezik olyan L € R nyelv, hogy tetszbleges M Turing-
géphez, amire L(M) = L és Ty (n) véges minden n-re, létezik olyan M' Turing-gép
is, hogy L(M'") = L és Typ(n) = O(log Ty (n)) .

Lassuk most azokat az alapvetd definicidkat, melyek segitségével a nyelvek id6- és
tarigényérdl beszélni tudunk. A definicioban a nyelveket elfogadé Turing-gépek id6- és
tarigényénél a konstans szorzétdl gy tekintiink el, hogy csak aszimptotikus (O) viselke-
dést irunk elo.

11.11. Definicié (Nyelvosztalyok)

TIME(f(n)) = {L nyelv: M determinisztikus, O(f(n)) idbkorldtos
Turing-gép, hogy L(M) = L}
SPACE(f(n)) = {L nyelv: M determinisztikus, O(f(n)) tdrkorldtos
Turing-gép, hogy L(M) = L}
NTIME(f(n)) = {L nyelv: IM nemdeterminisztikus, O(f(n)) idékorldtos
Turing-gép, hogy L(M) = L}
NSPACE(f(n)) = {L nyelv: 3IM nemdeterminisztikus, O(f(n)) tdrkorldtos
Turing-gép, hogy L(M) = L}

A definicio kozvetlen kovetkezményeként adédnak az alabbi Gsszefiiggések.
11.12. Allitas Tetszéleges f(n) és g(n) figgvény esetén igaz, hogy:

1. TIME(f(n)) € NTIME(f(n))

2. SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))

3. TIME(f(n)) C R

4. SPACE(f(n)) C RE
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5. ha f(n) < g(n) ¥n-re, akkor TIME(f(n)) € TIME(g(n)) és SPACE(f(n)) C
SPACE(g(n))

Bizonyitds. 1.-2. A determinisztikus gépek tekinthetOk specidlis nemdeterminisztikus
gépeknek.

3. Ha a nyelvet elfogadé Turing-gép valamely f(n) fiiggvénnyel f(n) id6korlatos, akkor
biztosan megall, igy az elfogadott nyelv rekurziv.

4. Mivel ekkor a nyelvhez van 6t elfogadd Turing-gép, ezért a nyelv biztosan rekurzi-
van felsorolhaté. A rekurzivitas a definiciobdl nem kovetkezik kozvetleniil, de latni
fogjuk késébb, hogy ez is fennall.

5. A definicié kozvetlen kovetkezménye. O]

Az 5. pont tartalmazasat latva természetesen adodik a kérdés, hogy mely esetekben
kapunk val6di tartalmazast. A kérdés példaul az, hogy milyen f(n) és g(n) fiiggvények
esetén all fenn a TIME(f(n)) C TIME(g(n)) val6di tartalmazas, azaz mikor igaz az, hogy
nagyobb idoigényt megengedve a Turing-gépek szamara, tobb nyelvet tudunk elfogad-
ni. A linedris gyorsitasi tételnél lényegében azt lattuk, hogy konstans szorzo kiilonbség
esetén nem kapunk mas nyelvosztdlyt. A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy bizonyos
jol megvalasztott (nem-konstans) szorzéji novekedés esetén a gépek altal felismerheté
nyelvek osztalya béviil. A hierarchia-tételeket meg lehet fogalmazni altalanosabban is,
mint ahogy mi tessziik, itt csak olyan specialis esetre mondjuk ki ezeket, amihez nincs
sziikség tovabbi jelolések és fogalmak bevezetésére. Mind a tar-, mind az ido-hierarchia
tétel bizonyitasat mell6zziik, a bizonyitast és az dltalanosabb alakot lasd példaul [5, 4]
konyvekben.

11.13. Tétel (Id6-hierarchia) Legyen az f fiigguény olyan, amihez létezik M kiszd-
molds Turing-gép, melyre fry(n) = f(n) és Ty(n) = f(n). (Azaz az M Turing-gép
legfeljebb f(n) idében kiszdmolja az n inputbdl f(n) értékét. Ezt dgy nevezzik, hogy az
f(n) figguény idékonstrudlhatd.)

Ekkor TIME(f(n)) C TIME(f(n) - log® f(n))

11.14. Tétel (Tar-hierarchia) Legyen az f figgvény idékonstrudlhato.
Ekkor SPACE(f(n)) C SPACE(f(n) -log f(n))

A hierarchia-tételekben lényeges feltevés, hogy f(n) idékonstrualhaté. Amennyiben
ezt nem tessziik fel, akkor sok csifsag megeshet, igaz példaul a kovetkezo tétel, mely sze-
rint egészen durva idé-igény novekedés esetén sem kapunk tjabb elfogadhato nyelveket.

11.15. Tétel Létezik olyan f(n) figguény, melyre TIME(f(n)) = TIME(2/™).
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Ha a tar- és idobonyolultsagi osztalyok definicigjaban szerepl6 fiiggvényeket speciali-
san polinomoknak illetve exponencidlis fiiggvényeknek valasztjuk, akkor nevezetes nyelv-
osztalyokhoz jutunk.

11.16. Definicié

P= D TIME(n*)

k=1

NP = | J NTIME(n*)

k=1

PSPACE = | | SPACE(n")

k=1

EXPTIME = _J TIME(2"")
k=1

Az igy kapott nyelvosztalyok azért is érdekesek, mert robusztusak abban az értelem-
ben, hogy a nyelvosztalyba tartozé nyelvek halmaza fliggetlen attdl, hogy milyen gép-
modellt haszndlunk az osztély definidldsira. Az eddigi (eredeti) definiciéban tetszoleges
determinisztikus illetve nemdeterminisztikus Turing-gépet megengedtiink, de ha ehelyett
pl. csak az egyszalagos gépeket tekintenénk vagy valami mas, a Turing-gépektdl kiilonbo-
z6 elméleti modell idéigényével definidlndnk a nyelvosztélyokat (pl. RAM gép, lasd [7]),
akkor is ugyanezekhez a nyelvhalmazokhoz jutnank.

Mostantol ezeknek a most definidlt nyelvosztalyoknak a kapcsolataval fogunk foglal-
kozni. A definiciébdl illetve a korabban mar latott tételekbol az alabbi Osszefiiggések
kovetkeznek:

11.17. Allitds 1. P C NP.
2. NP C EXPTIME

NP C PSPACE

P c EXPTIME

P=coP

S &

P C coNP

Bizonyitds. 1. TIME(n*) C NTIME(n*) fenndll 11.12. alapjan, amibél az &llitds ko-
vetkezik. (Azzal, hogy ez a tartalmazas valddi-e, részletesen fogunk a fejezet ma-
sodik részében foglalkozni. Ezen tartalmazas valédisaga a szamitastudomany talan
legfontosabb nyitott kérdése.)
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2. - 3. Amikor a 9.16. tételben megmutattuk, hogy a nemdeterminisztikus Turing-gépek
szimulalhatéok determinisztikus gépekkel, akkor egy olyan konstrukciét adtunk,
melyben a determinisztikus Turing-gép lényegében a nemdeterminisztikus szami-
tasi fat jarja be. A szimuldcio részleteinek pontos kidolgozasaval lathaté (alaposan
végig kell gondolni a részleteket), hogy ennek a bejarasnak az idéigénye exponen-
cidlis, tarigénye pedig linearis a fa mélységében, ami nem mas, mint a szimulalt
nemdeterminisztikus gép idékorlatja. Ezen két tartalmazas valédisagat nem tud-
juk.

4. A tartalmazas a definiciébol kovetkezik, a valodisaga pedig az id6-hierarchia tétel
kovetkezményeként adodik, itt nem részletezett érveléssel.

5. Az R = co R 0Osszefiiggés igazolasandl hasznélt érveléssel lathato, hogy tetszoleges
f(n) fiiggvény esetén TIME(f(n)) = co TIME(f(n)), ahonnan P definicidja alapjan
azonnal adodik az allitas.

6. Lattuk, hogy P C NP, amibdl coP C coNP addédik a komplementer nyelvosz-
taly képzésének definicidja alapjan. Felhaszndalva, hogy P = coP, megkapjuk az
allitast. O

Kevéshé trivialis az itt nem bizonyitott alabbi kapcsolat a nemdeterminisztikus és
determinisztikus tarosztalyok koézott

11.18. Tétel (Savitch) Ha s(n) > log(n), akkor NSPACE(s(n)) C SPACE(s*(n))

A kovetkezokben a tar- és id6osztalyok kozti kapcsolatot fogjuk megvizsgélni.

11.19. Lemma Legyen f(n) tetszéleges figguény. Ekkor TIME(f(n)) C SPACE(f(n)).

Bizonyitds. Ha egy nyelv eleme TIME(f(n))-nek, akkor létezik 6t felismeré O(f(n))
id6korlatos Turing-gép. Ez a Turing-gép egyben O(f(n)) tarkorlatos is lesz, mert O(f(n))
1épés alatt a gép legfeljebb O(f(n)) térat tud hasznalni. O

A fenti tétel megforditdsa nem igaz, sét a definicié alapjan még az sem latszik, hogy
egy O(f(n)) tarkorlatos gép altal felismert nyelv rekurziv-e egyéltaldn. A kovetkez6 té-
telbol azonban kideriil, hogy egy nyelv tarbonyolultsagat ismerve lehetséges felsé becslést
adnunk a nyelv idébonyolultsagara is.

11.20. Tétel (Tar-id6) Ha L € SPACE(s(n)), ahol s(n) > logn, akkor létezik olyan,
az L nyelvtdl fiiggd cr, > 0 konstans, hogy L € TIME(c*™).
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Bizonyitds. Legyen M egy k-szalagos Turing-gép (feltehetjiik, hogy k& > 1), melynek
tarkorlatjara valamely d > 0 konstanssal Sy;(n) < d- s(n) teljesiil.

A bizonyités lényege, hogy M-hez készitiink egy olyan mésik Turing-gépet, mely
lényegében M-et szimulédlja az olyan bemeneteken, amelyekre M megall, azoknél a be-
meneteknél pedig, melyekre M nem all meg, észreveszi azt, hogy M végtelen ciklusban
van és ekkor elutasitva megall.

A {6 kérdés tehat az, hogy honnan tudhatjuk, hogy M végtelen ciklusban van. Ehhez
vegyiik észre, hogy az M gép futasa soran M aktualis konfiguracidjat teljes mértékben le-
irjuk azzal, ha megadjuk, hogy a gép melyik allapotban van, mi szerepel a munkaszalagok
nemiires mez6in, a munkaszalagokon hol éllnak a fejek, és hogy hol van a fej az (esetleg
csak olvashatd) bemeneti szalagon. Ha ezt tudjuk egy adott pillanatban M egy szamitédsa
soran, akkor (M atmeneti fiiggvényének ismeretében) azt is meg tudjuk mondani, hogy
ezutan mi fog M-mel torténni, vagyis egy ilyen leiras teljes mértékben meghatarozza M
tovabbi miikodését. Az is igaz tehdt, hogy ha egy ilyen leirds ismétlédik, akkor tdjra és
ujra ismétlédni fog, vagyis a gép ekkor biztosan végtelen ciklusban van. A bizonyitéas
alapgondolata az esetleges ismétldés felismerése.

Vegyiik most szamitasba, hogy hényféle kiilonb6z6 konfiguracidja lehet a gépnek egy
n hosszi bemenet esetén.

Jellemzo Lehetséges helyzetek szama
aktudlis allapot Q|
munkaszalagok tartalma 0|5 < ||t
fejek a munkaszalagokon Sar(n)F < 245
fej a bemeneten n+1<2%0

A becslésekben felhasznéltuk, hogy Sy(n) < 25v(™ és hogy s(n) < logn.
Az Osszes lehetséges konfiguracié szamara adodé felsé becslés:

Q] [TJs) . gtk 9250 < ] (T 2+2)" ™) _ (st

t

A végiil kapott becslésben a t-vel jelolt tényezoben szereplo hatvany alapjaban min-
den tag csak az M géptdl fiigg: k a gép szalagjainak, I' pedig a szalagjeleinek szédma,
a d konstans pedig a tarbonyolultsaghdl adodik. Ezt az alapot c-vel jelolve azt allithat-
juk tehat, hogy a gépnek legfeljebb O(c*™) kiilonféle helyzete lehetséges, azaz legfeljebb
O(c*™) 1épésig tud gy miikédni, hogy nem esik végtelen ciklusba. Ha figyeljiik a gépet
és tobb 1épést tett meg mar, mint O(c*™), akkor biztosan &llithatjuk, hogy sose fog
megallni.

Els¢ otletiink az lehetne, hogy futtassuk M-et t + 1 1épésig. Ha ekozben valamikor
megall, akkor a szimulalé gép is alljon meg és fogadjon el pontosan akkor, amikor M
elfogad. Ha pedig M ennyi lépés alatt nem all meg, akkor biztosak lehetiink benne, hogy
M végtelen ciklusba esett, igy a szimuldlé gépet allitsuk meg és elutasithatunk.
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Az a gond ezzel a megoldassal, hogy sziikség van hozza t kiszamolaséara, azaz n is-
meretében meg kell tudnunk hatarozni ¢ (n-tél természetesen fiiggd) értékét, ez azonban
nem mindig lehetséges, hiszen példaul vannak olyan fiiggvények is, amik nem rekurzivak.
Ha t nem ilyen egzotikus fiiggvénye n-nek, akkor a fenti 6tlet hasznalhatd, de ha ¢t nem
rekurziv, akkor ez a megoldas nem miikodik.

Szerencsére a kovetkez6 megoldds a nem-rekurziv esetben is (tehdt mindig) miikodik.
Vegyiik M két példanyat: Mi-et és My-t. Mi-et 1épésenként futtatjuk, azaz eloszor egy
1épésig futtatjuk, azutan csinalunk valamit M,-vel, majd tovabbléptetjiik M;-t a méasodik
1épésre, aztan ujra csindlunk valamit Ms-vel, majd tovabbléptetjiik M;-t a harmadik
lépésre, stb.

Ha M az (-edik 1épésnél tart, akkor Ms-t a szamités elejérdl elinditjuk és £ —1 1épésig
hagyjuk futni. (Az ¢ aktudlis értékét egy kiilon szalagon taroljuk és minden iteracié utén
noveljiik eggyel.) M, minden lépése utén 6sszehasonlitjuk Mi-nek az aktudlis (az £. 1épés
uténi) konfigurdcidjat) és My aktudlis helyzetét. Ha ezek megegyeznek, akkor biztos,
hogy M; mar végtelen ciklusban van, ezért elutasitunk. Ha M; valamikor megall, akkor
mi is megallunk és aszerint fogadunk el, hogy M, elfogadott-e.

Hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany 1épés utan jutunk el odaig, hogy biztosan
megallunk. Eddig M; legfeljebb t 4+ 1 1épést tehetett, mig My Osszesen legfeljebb 1 +
2+ -+t = O(t?) 1épést. Igaz tehat, hogy Osszesen legfeljebb O(2) = O(c*™) 1épés
utan biztosan megallunk és pontosan akkor fogadunk el, ha M elfogadott, vagyis ¢, =
c? jeloléssel beldttuk, hogy L € TIME(c,*™). Vegyiik észre azt is, hogy a tarigény
nagysagrendileg nem valtozott: M; és My parhuzamos futtatdsa tovabbra is O(s(n))
tarat igényel a munkaszalagokon, mert mindkét gép legfeljebb Sy/(n) tarat hasznal, az
¢ 1épésszam nyilvantartdsa pedig egy tovabbi szalagon legfeljebb logt = O(log ¢*(™) =
O(s(n)) tarban megoldhato. O

11.21. Kovetkezmény
1. Tetszdleges s(n) figguény esetén SPACE(s(n)) C R
2. Tetszdleges s(n) figgvény esetén SPACE(s(n)) = co SPACE(s(n))
3. PSPACE = co PSPACE
4. PSPACE C EXPTIME

Bizonyitds. 1. A tar-ido6 tétel bizonyitasaban konstrualt Turing-gép mindig megéll.

2. A tar-id6 tétel bizonyitasaban konstrudlt (mindig megallé ) Turing-gépet mdédo-
sitsuk gy, hogy pontosan akkor fogadjon el, ha a szimulalt gép elutasitott vagy
végtelen ciklusba keriilt. Igy éppen az eredeti nyelv komplementerét elfogadd gépet
kapunk.
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3. Az el6z6 pontbdl és PSPACE definicigjabol azonnal adodik.

4. Tegyiik fel, hogy L € PSPACE. Ekkor L € SPACE(n*) fennall valamilyen k egészre,
ahonnan a tér-idé tétel miatt L € TIME(¢"") kévetkezik. Felhasznalva, hogy ¢ < 2¢
adédik, hogy L € TIME(2"""") C EXPTIME. O

11.22. Kovetkezmény P C NP C PSPACE C EXPTIME

Ebben a tartalmazasi lancban érdekes az, hogy mig a két végén &ll6 osztalyrol tudjuk,
hogy nem egyenl6k (11.17. 4llitas), az nem ismert, a kozbensé tartalmazasok koziil melyik
nem valédi.

11.3. Az NP nyelvosztaly

Az eddig vizsgdlt nyelvosztalyok koziil kiilonosen érdekes az NP nyelvosztaly. Ez az osz-
taly az algoritmikus kiszamithatésag gyorsasagaval kapcsolatos alapveto kérdések vizsga-
lataban jatszik jelentOs szerepet. A fejezet hatralevo részében el6szor azzal foglalkozunk,
hogy milyen (az eredeti definiciétdl ldtszdlag kiilonbozo) alternativ jellemzését adhatjuk
ennek az osztalynak, majd az NP és P osztalyok kapcsolatat targyaljuk.

A kovetkezo tétel lehetové teszi, hogy ne kelljen Turing-gépekben gondolkodni, amikor
az NP nyelvosztalyba tartozasrél van szé. Emiatt tobb helyen a most megismerendo
jellemzést tekintik az NP nyelvosztaly definiciéjanak, példaul olyankor, ha a Turing-
gépek megkeriilésével akarunk errol a fontos nyelvosztalyrol beszélni. Egy ilyen lehetséges
bevezetésért 1lasd pl. [2]-et.

11.23. Tétel (Tani tétel) L € NP akkor és csak akkor teljesiil, ha taldlhato egy olyan
c > 0 konstans és eqy L1 szopdrokbol dllo nyelv, melyre L1 € P és

L={x:3 gA‘/ yl <zl (x,y) € Ly}

tani

Miel6tt nekilatnank a tétel bizonyitasanak, nézziik meg, hogy pontosan miben is all
ez az alternativ jellemzés. A jobb oldalon all6 Ly nyelv szoparokbdl all és polinom idében
felismerheto. Ez azt jelenti, hogy polinom idében el tudjuk donteni két szérol, hogy ok jé
part alkotnak-e (az dltaluk alkotott par benne van-e L;-ben). Ezt a kérdést olyan parokat
vizsgalva fogjuk majd feltenni, ahol a par elsé tagjardl, x-rdl el akarjuk donteni, hogy
L-beli-e. A tanu tétel azt mondja, hogy ha az L nyelv NP-beli, akkor tudunk olyan Li-et
taldlni, hogy egy z pontosan akkor van L-ben, ha van neki nem til hosszu (|y| < |z|°),
jé pérja, azaz van hozza olyan y, amivel egyiitt az (x,y) par Li-ben van. Ezt a j6 part
szokas x tanujanak is nevezni, hiszen a létezése tanusitja, hogy x € L.

138



Roviden tehat azt mondja a tanu tétel, hogy L pontosan akkor NP-beli, azaz polinom-
idoben felismerhet6 egy nemdeterminisztikus Turing-géppel, ha van olyan polinomidében
eldontheto, szoparokbol allo L; nyelv, melynek a segitségével egy x szorol eldontheto,
hogy L-beli-e: ha létezik hozzda rovid tant, akkor L-beli, kiillénben pedig nincs L-ben.

Ha nem akarunk Turing-gépeket bevezetni, akkor a Church-Turing-tézis értelmében
az Ly € P feltételt helyettesithetjiik azzal, hogy polinomidejti algoritmussal L, eldonthe-
t0, igy eloallitvan egy olyan jellemzését az NP nyelvosztalynak melyben Turing-gépekrdl
sz0 sem esik.

Most lassuk a tétel bizonyitasat.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy = pontosan akkor van L-ben, ha az L-et felismero
nemdeterminisztikus Turing-gépnek van x-et elfogadd szamitasi aga. Ebben az esetben
tekinthetjiik ezt a szamitasi 4gat x tanijanak. Kissé pontosabban a kévetkez6 mondhaté:

= irdnyban: Ha L € NP, akkor van olyan M nemdeterminisztikus Turing-gép, amely
éppen L-et ismeri fel, azaz pontosan akkor van legaldabb egy elfogadd szamitasi aga
M-nek az r input esetén, ha x benne van L-ben. A szamitasi 4g 1ényegében annak a
leirdsa, hogy egy adott helyzetbdl melyik lehetséges tovabblépést valasztva jut végiil
elfogadd allapotba a nemdeterminisztikus gép. Az M gép leirdsabdl kiszamolhatd
egy felso korlat arra, hogy egy adott helyzetbol hanyféle lehetséges tovabblépés van
(hany lehetséges kovetkez6 allapot van, hany szalagon hényféle 4j szalagjel {rdsa
torténhet meg illetve hany szalagon hanyféle iranyba mozoghat a fej). Jeloljik ezt
a konstanst d-vel. Ha valamilyen sorrendet definialunk a lehetséges tovabblépések
kozott (pl. elszor jonnek azok a tovabblépések, amiknél a gép az elsé allapotba
keriil, ezen beliil eloszor azok, amelyeknél az els6 szalagon az elsé szalagjelet irjuk,
ezeken beliil azok amiknél az elsd szalagon a fej az {rds utdn balra mozog, stb.),
akkor minden egyes csomépontban elég megadnunk egy legfeljebb d nagysagu egész
szamot, hogy tudjuk, melyik tovabblépést valasztotta a gép. fgy egy tetszoleges x-
hez tartozd szamitasi Ut atirhaté egy legfeljebb Ty (|z|) hosszi, szamsorozattd,
amiben minden tag 1 és d kozti egész szdm. Mivel az M gép O(n*) id8korlatos,
ezért egy szamitasi it megaddsa legfeljebb logd - ¢; - |2|¥ < |z|° hosszt, alkalmasan
nagy c konstanst valasztva.

Legyen tehét az y tant egy elfogadd szamitasi 1t lefrdsa és Ly legyen az olyan (z,y)
parok halmaza, ahol y egy, az © bemenethez tartozo elfogad6 szamitasi it leirasa. L,
eldontése lehetséges polinomidében, hiszen az M gép és a lehetséges tovabblépések
rendezésére adott szabaly ismeretében egyszertien csak el kell donteni, hogy vy egy
lehetséges szamitasi utat ir-e le, és ha igen, akkor ennek az tutnak a végén M valéban
elfogad-e.

Az is vilagos, hogy z-hez pontosan akkor tudunk jé part, j6 tanut talalni, ha van
elfogadd szamitasi ut, azaz amikor x € L.
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< irdnyban: Most egy olyan M’ nemdeterminisztikus Turing-gépet kell L-hez mutat-
nunk, amely polinom id&igényti.

Mivel z € L pontosan akkor teljesiil, ha van hozzd legfeljebb |z|® hosszi y, ami-
vel (z,y) € L és az Li-be tartozas konnyen ellendrizhetd, ezért egy jé stratégia
x € L eldontésére a kovetkezd: az 6sszes potenciélis (legfeljebb || hossz) tandval
Osszeparositjuk x-et és mindegyik parrél megkérdezziik az L, nyelvet polinomidé-
ben eldont6 Turing-gépet. Ez igy egy determinisztikus (a potencidlis tantik szdma
miatt exponencidlis idejii) algoritmus lenne, de mi most nemdeterminisztikus poli-
nomideji gépet akarunk szerkeszteni.

Ezt ugy tehetjiik meg, hogy a nemdeterminisztikus M’ gép = ismeretében el6szor
nemdeterminisztikusan general egy legfeljebb || hosszi y tanit (ez y hossza miatt
polinomidében megtehetd), aztan az igy kapott (z,y) parra lefuttatja az L nyel-
vet polinomidében elfogadé Turing-gépet. (Vagyis a szamitasi dgak a szamitasi fa
tetején tartalmaznak csak eldgazasokat, aztan minden ag vége egy elagazas nélkiili
t.) Mivel az Li-et elfogadé gép futési ideje O((|z] + |y|)¥) valami k egésszel és
ly| < |x|°, ezért az Li-et elfogadd gép futtatdsa polinomidejii |z]-ben is, vagyis M’
egész futasa legfeljebb polinom sok 1épésben véget ér.

Vilagos a konstrukciobdl, hogy M'-nek éppen L szavaira lesz elfogadd szamitdsa
aga, vagyis M’ az L nyelvet ismeri fel. ]

Most nézziink néhany példat NP-beli nyelvekre a tanu tétel felhasznalasaval. A pél-
dakhoz sziikségiink lesz arra, hogy grafokat binaris szavakként kédoljunk. A kédolasnak
nem nagyon van jelentdsége, lényegében barmi értelmes, nem tilsagosan pazarld leirds
jo. Tegyiik most ezt gy, hogy egy n csicsu egyszert graf n X n-es négyzetes adjacencia-
matrixat sor-folytonosan lefrjuk, igy a grafot egy n? hosszi bindris szévé alakitjuk.

11.24. Példa Legyen H a Hamilton-kort tartalmazo grafokat kodolo szavak nyelve. He
NP, mert Li-nek vdlaszthato az olyan szopdrok halmaza, ahol a pdr elsé tagja eqy graf
leirasa, a mdsodik tag pedig a grdaf csiucsainak eqy olyan permutdcicja, ami Hamilton-kort
alkot. (A csicssorozat leirdsa torténhet a logn hosszi bitsorozatok egymds utan irdsdval.)

Vildgos, hogy L1 € P, mert azt konnyi eldonteni egqy adott grafrol és adott egy per-
mutdciorol, hogy ez a permutdcio valoban eqy Hamilton-kor-e: le kell ellendrizni, hogy
minden csics pontosan eqyszer szerepelt és hogy a szomszédos csucsok kozt valoban fut
él a grafban, ez eqy n csucsu grdf esetén O(n) lépéses algoritmussal (és Turing-géppel is
polinom iddben) megtehetd.

Az is wvilagos, hogy csak akkor van egy x grdfieirdshoz jo pdr, ha a grdfban van
Hamilton-kor. Azt kell még beldtnunk, hogy a tani mérete polinomidlis a grdf méretéhez
képest, de ez is teljesiil, hiszen a grdf leirdsa n*, a tani lefrdsa pedig O(n -logn) méreti.

11.25. Példa Legyen 3SZIN a hdrom szinnel szinezhetd grafokat kodolo szavak nyelve.
3SZINe NP, mert Li-nek vdlaszthato az olyan szopdrok halmaza, ahol a pdr elsé tagja
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eqy graf leirdsa, a masodik tag pedig a grdf eqy j0 szinezésének megadasa példaul gy,
hogy sorban felsoroljuk, hogy melyik csics melyik szint kapta (pl. 00 =piros , 01 = sdrga,
11 = keék).

Ly € P, mert konnyt eldonteni eqy adott grdfrol és eqy adott szinezésrol, hogy ez a
grafnak eqy jo szinezése-e: miutdn megbizonyosodtunk rola, hogy a pdr mdsodik tagja eqy
szinezés kodja, csak azt kell eldonteniink minden élre, hogy a végpontjai kiillonbozo szint
kapnak-e, ez pedig polinom idében (pl. egy O(n?) 1épésii algoritmussal) megtehetd.

Az is vildgos, hogy csak akkor van eqy x grdafhoz jo pdr, ha a grdafnak van jo szinezé-
se. A tanu mérete polinomidlis a grdf méretéhez képest, hiszen n-szer konstans bittel a
szinezés megadhato.

11.26. Megjegyzés Kordbban (a nemdeterminisztikus Turing-gépek determinisztikus-
sal valé szimuldcidjat felhaszndlva) lattuk mdr, hogy NP C EXPTIME. A tand tétel
bizonyitasanak elvét kovetve eqy ujabb bizonyitast adhatunk erre a tényre. Ennek lényege
a kovetkezo: eqy x szo pontosan akkor van benne az L NP-beli nyelvben, ha van hozzd
< |x|¢ hosszi tanid. Mivel egy tani ellendrzése polinomidében lehetséges és exponencidlis
sok potencialis tanut kell ellenorizniink, dsszesen exponencidlis sok lépésben eldinthetod
eqy x $z0rol, hogy van-e jo pdr hozzd, azaz hogy x L-beli-e.

Nem ismert, hogy az NP C EXPTIME tartalmazas valoédi tartalmazas-e vagy esetleg
a két osztaly egybeesik. Hasonléan nem ismert, hogy a P C NP tartalmazas valddi-e,
ez a szamitastudomany egyik legnagyobb nyitott kérdése, ezzel foglalkozunk a kévetkezd
részben.

11.4. NP-teljesség

A P-beli nyelvek azok, amelyeknél van gyors (polinomidejii) algoritmus annak eldontésé-
re, hogy egy x sz6 a nyelvhez tartozik-e. Ez azt jelenti, hogy megkapva egy x szdt, minden
tovabbi segitség nélkiil el tudjuk donteni, hogy benne van-e a nyelvben vagy sem.

A tanu tétel alapjan NP azon nyelvek osztalya, amiknél a nyelvbe tartozé x szavakhoz
létezik a nyelvbe tartozasra rovid (polinomidejii), gyorsan (polinomid6ben) ellenérizhetd
tani. Ez egy sokkal gyengébb kovetelménynek tiinik, mint az, amit a P-be tartozasnal
megkoveteltiink: az NP esetén nem kell tudnunk gyorsan (polinomid6ben) megtaldlni a
1étezo rovid, gyorsan leellendrizheté tanit, csak annyi a kovetelmény, hogy ha x benne
van az L-ben, akkor 1étezzen ilyen.

Szemléletesen, bar kissé pongyolan ugy is mondhatjuk, hogy egy nyelv akkor van P-
ben, ha tetszoleges x esetén a nyelvbe tartozast gyorsan el tudjuk dénteni, mig egy nyelv
akkor van NP-ben, ha megsejtve (ajandékba kapva, megdlmodva, valami mané megstigja,
stb.) egy bizonyitékot a nyelvbe tartozasra, a bizonyiték gyorsan leellenérizheté.

Ha P = NP igaz lenne, ez azt jelentené, hogy ugyanolyan nehéz kitaldlni egy jo
bizonyitékot, mint leellendrizni azt. Ez hihetetlennek tiinik, de nem ismert bizonyitéas
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arra, hogy P # NP (ahogyan arra sem, hogy P = NP igaz lenne). Az &ltalanosabban
elfogadott sejtés szerint P £ NP, de nincs teljes egyetértés ebben a kérdésben.

A fejezet hatralevé részében azt vizsgaljuk, hogy min milik ennek a két hires nyelv-
osztalynak a kapcsolata. Ez az elméleti érdekességen kiviil azzal a haszonnal is jar majd,
hogy osztalyozni tudjuk az NP-beli nyelveket nehézségiik szerint és képesek lesziink meg-
hatarozni NP-beli szupernehéz nyelvek egy olyan osztalyat, amelyekre sejtésiink szerint
nem léteznek polinomidejii algoritmusok. Ez azért is fontos, mert ha egy ilyen nyelvre
kellene a nyelvbe tartozast eldonto algoritmust szerkeszteniink, akkor legalabb tudjuk
majd, hogy mivel allunk szemben.

Az NP-beli nyelvek vizsgélatakor hasznos lesz a kovetkezo fogalom. A definicié nem
csak NP-beli nyelvekre alkalmazhat, bar mi foleg ebben a kérben fogjuk hasznalni.

11.27. Definicié (Karp-redukcid) Legyen Ly, Ly C ¥* két nyelv. Az Ly nyelv Karp-
redukdlhato az Lo-nyelvre, ha létezik olyan f : X* — ¥* polinom iddében szdmolhato
fliggvény, melyre

$€L1<:>f(l’)€[/2

A tovabbiakban ezt L; < Lg-vel jeloljiik és azt mondjuk, hogy L; visszavezetheto
vagy Karp-redukalhaté Lo-re. Magat az f fliggvényt az L, nyelv Lo nyelvre torténd
Karp-redukcidjanak nevezziik.

Lassunk most egy példat Karp-redukciéra.

11.28. Példa A 3SZanyelvhez hasonloan definidlhatjuk a 4SZIN nyelvet is: ez azon
wranyitatlan grdfok kodjdbol dll, amiknek csucsait ki lehet négy szinnel szinezni gy, hogy
a szomszédos csucsok kiilonbozo szint kapjanak. Most eqy Karp-redukciot fogunk mutatni
a 3SZIN nyelvrdl a 4SZIN nyelvre, azaz azt fogjuk megmutatni, hogy 3SZIN< 4SZIN.
A Karp-redukcio megaddsa azt jelenti, hogy olyan f figgvényt kell mutatnunk, ami min-
den Y*-beli szohoz eqy masik >*-beli szot rendel, mégpedig gy, hogy

1. létezik olyan k konstans, hogy f(z) kiszdmoldsa O(|z|") idében megtehetd,

2. ha x eqy 3 szinnel szinezhetd grdf kodja, akkor f(x) egy 4 szinnel szinezhetd graf
kodja,

3. ha f(x) egqy 4 szinnel szinezhetd grdf kodja, akkor x egqy 3 szinnel szinezhetd grdf
kodja.

Fontos, hogy f-nek minden 3*-beli szohoz rendelnie kell valamit, akkor is, ha x egydl-
talan nem kodol grdfot. Ez szerencsére nem okoz gondot, a kodolds ismeretében el tudjuk
donteni eqy tetszéleges x-16l, hogy az kddol-e grdafot (megprébdljuk visszafejteni a kddo-
last) és ha mem, akkor hozzdrendeliink valami olyan ¥*-beli szot, ami szintén nem kédol
grafot, pl. x-et sajdat magadt.
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Azt is fontos ldtni, hogy az x — f(x) hozzdrendelés nem fiigghet attdl, hogy amennyi-
ben x grdafot kddol, akkor a grdfot ki lehet-e szinezni 8 szinnel vagy sem. f(z) kiszdmitd-
sanak anélkil kell megtorténnie, hogy tudnank, az x dltal leirt graf benne van-e a 3SZIN
nyelvben vagy sem.

Legyen f a kovetkezd figgvény. Ha x mem kodol grdfot, akkor rendeljik hozzd sajdt
magat, azaz leqgyen f(x) = x. Ha x grdfot kddol, akkor tekintsik a neki megfelelé G
grafot. Vegyiink hozzda ehhez a grdfhoz egy g csicsot és kissiik dssze ezt az 1j csiucsot
minden régivel. Az igy kapott grdfot jeloljiik G'-vel, G'-nek tehdt n + 1 csicsa és e +n
éle lesz, ha G-nek n csiucsa és e éle volt.

Legyen f(z) ezen G’ grdf kédja. Megmutatjuk, hogy ez az f figgvény rendelkezik a
fenti 3 tulajdonsaggal.

1. A G’ adjacenciamdtriza a G mdtrizdbdl eqy, az atlé kivételével csupa egyest tartal-
mazé sor és oszlop hozzdvételével kaphaté meg. Az ennek megfeleld kéd x-bdl O(n?)
1doben eloallithato.

2. Ha G 3 szinnel szinezhetd, akkor G' szinezhetd 4 szinnel: a régi csicsok megkapjdik
a G-beli sziniiket, az 1) csiucs pedig a 4. szint kapja.

3. Ha G' szinezhetd 4 szinnel, akkor biztos, hogy eqy jo 4 szinnel vald szinezésben az
ij cstcs szine sehol mdshol nem szerepel (hiszen mindenkivel szomszédos). Ez azt
jelenti, hogy G csucsait 3 szinnel szineztik jol.

A definicié a nyelvbe tartozasi problémak egymaésra val6 visszavezetését formalizalja.
Ha L; < L, fennall, akkor egy L; nyelvre vonatkozé nyelvbe tartozasi kérdést vissza
tudunk vezetni egy Lo nyelvbe tartozéasi kérdésre a kovetkezoképpen: ha tudni akarjuk,
hogy x € L, fennéll-e, akkor kiszdmoljuk f(x)-et (ez megtehetd, mert f(z) az = ismere-
tében polinomidében kiszdmolhato), aztan kideritjiik, hogy f(x) benne van-e Lo-ben. A
feltétel miatt pontosan akkor kapunk igen vélaszt itt, amikor x € L.

Vagyis ha van egy algoritmusunk az L, nyelv eldontésére és L, < Lo, akkor van
algoritmusunk L; eldontésére is. Ennél még tébb is igaz, amennyiben Lo-16l tudjuk,
hogy P-beli vagy NP-beli, akkor ugyanezt allithatjuk L;-r6l is.

11.29. Allitas
1. Ha L1 < Ly és Ly € P, akkor L, € P
Ha Ly < Ly és Ly € NP, akkor L, € NP
Ha Ly < L, akkor Ly < Ly
Ha Ly < Ly és Ly € coNP, akkor L, € coNP

Ha Ly < Ly és Ly < Ls, akkor L1 < L3
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Bizonyitas. 1. Ly < Ly a definici6 szerint azt jelenti, hogy létezik olyan f : 3* — 3*
polinom id6ben szdamolhaté fiiggvény, melyre x € Ly < f(x) € Ls. Legyen ¢ olyan
konstans, amire az f(x) fiiggvény O(|z|¢) idében szamolhatd.

Tegyiik most fel (L, € P alapjan), hogy létezik olyan M determinisztikus Turing-
gép, ami éppen Lo-t ismeri fel és O(n*) idékorlatos valamilyen k egész konstanssal.
Konstrualni fogunk egy M’ Turing-gépet L;-re, ami O(n’) idSkorlatos valamilyen
¢ konstanssal.

M’ csindlja a kovetkezOt egy x bemeneten: kiszémolja f(z)-et, lefuttatja (szimu-
ldlja) M-et f(x)-en, pontosan akkor fogad el, ha M elfogadott. Mivel z € L; <
f(z) € Lo, ezért M’ biztosan j6 valaszt ad.

Nézziik most meg, hogy miért lesz M’ polinomidejii. f(z) kiszdmoldsa megtehetd
O(|x|°) 1épésben f definicidja alapjan, ebbél az is kovetkezik, hogy maga f(x) sem
lehet ennél hosszabb, azaz |f(z)| = O(|z|). Az M Turing-gép O(n*) idékorlatos,
azaz M az f(z)-en O(|f(z)|") = O((|z|)*) = O(|z|F¢) ideig fut. Osszesen tehat M
teljes miitkodése O(|z|¢) + O(|z|*¢) = O(|x|*¥) 1épésben véget ér, vagyis az £ =k - ¢
jo vélasztas lesz.

2. A tanu tételt felhasznalva lényegében azt fogjuk megmutatni, hogy ha az Ly nyelvbe
tartozasra van tant, akkor az Li-be tartozasra is van.

Tegyiik fel tehdt, hogy Lo-hoz létezik olyan ¢, > 0 konstans és Lo’ € P nyelv,
hogy = € Ly pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik olyan y sz6, melyre |y| < |x| és
(x,y) € Ly is fennall.

Meg fogjuk mutatni, hogy ekkor Li-hez létezik olyan ¢; konstans, és L," € P nyelv,
hogy = € Ly pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik olyan y sz6, melyre |y| < |z| és
(z,y) € Ly fennall.

Vegyiik észre, hogy ha = € Ly, akkor f(z) € Ly és ekkor az f(x)-hez a tanu tétel
miatt 1étezd y tandja j6 lesz = tantjanak is; L," éppen azokbdl az (z,y) széparokbdl
all6 nyelv, amelyekre (f(z),y) € Lo’

Vildgos, hogy = € L; pontosan akkor all fenn, ha f(z) € L, ez utébbi pedig
pontosan akkor igaz, ha létezik olyan y sz6, melyre |y| < |f(z)| és (f(z),y) € Ly’
is fenndll, vagyis amikor (z,y) € L;'.

Tekintve, hogy |f(x)| = O(]z|°), mert f polinomidében szamolhatd, ezért |y| <
|z|°, azaz x tanuja valéban polinom méretii z-hez képest.

Azt kell még beldtnunk, hogy L;’ is polinomidében eldénthetd. Legyen M, az az
O(n*) id6korlatos Turing-gép, ami eldénti Ly'-t. Az Ly’-et eldénté M; Turing-gép
csindlja a kovetkezot az (z,y) bemeneten: kiszdmolja f(z)-et, majd lefuttatja Ma-t
az (f(z),y) parra és pontosan akkor fogad el, ha M, elfogad.
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Vildgos, hogy M; éppen az L, nyelvet ismeri fel, 1épésszéma pedig O(|z|) +
O((lz]° + |y)®) = O((|z|° + (J2|)™)*), ahol az elsé tag f(x) kiszémoldsabol adédik,
a masodik tag pedig M futdsabdl az (f(x),y) bemeneten, ezért L, € P.

3. Az Ly < Ly Karp-redukciot megvaldsité f fiiggvény egyben Karp-redukeid Lq-161
Lo-re is, mivel x € Ly & f(x) € Ly pontosan akkor &ll fenn, ha = ¢ L, < f(z) €
Lo.

4. Adddik, felhasznalva az el6zd két allitast és co NP definiciéjat.

5. Legyen f az L, Karp-redukciéja Lo-re és jelolje g az Lo Karp-redukciéjat Ls-ra. Ez
azt jelenti, hogy f egy O(n¥) id6ben szamolhaté fiiggvény, melyre x € L < f(z) €
Ly, g pedig olyan O(n') idében széamolhaté fiiggvény, melyre y € Ly < g(y) € Ls.

Megmutatjuk, hogy a g(f(x)) kompoziciéfiiggvény Karp-redukeié Lq-rél Ls-ra.

Kombindlva f és g tulajdonsagait kapjuk, hogy x € Ly & f(z) € Ly < g(f(2)) €
Ls.

Mésrészt f(z) kiszamitasa O(|x|*) 1épés (és igy f(x) hossza is O(|z|*) ), ezutdn
pedig g(f(x)) kiszdmoldsa O(|f(x)|) = O(|z|*?), azaz g(f(x)) kiszamolasa poli-
nomideji. O

Mint mar emlitettiik, L; < Lo tulajdonképpen azt jelenti, hogy (a Karp-redukciét
megvalosité f(x) fiiggvény felhasznédldséval) egy Lo-t eldonté algoritmus hasznalhaté Ly
eldontésére is. Ugy is mondhatjuk, hogy Li-et legfeljebb olyan nehéz eldonteni, mint
Lo-t (ha eltekintiink az f(x) értékek kiszamoldsatol). A fenti tétel utolsé pontja, mely a
Karp-redukcié tranzitivitasat fogalmazza meg, szintén 6sszhangban van ezzel az interp-
retaciéval: ha L legfeljebb olyan nehéz, mint Ly és Lo legfeljebb olyan nehéz, mint Lg,
akkor L legfeljebb olyan nehéz, mint Ls.

Természetesen adddik a kérdés ezek utan, hogy egy adott nyelvosztalyon beliil van-
e (vannak-e) olyan nyelv(ek), amik legalabb olyan nehezek, mint barmelyik, az adott
nyelvosztalyba tartozé masik nyelv. Ez a kérdés kiilonosen érdekes az NP nyelvosztaly
esetén, ezt formalizalja a kovetkezo definicio.

11.30. Definicié Az L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP esetén L' < L.

11.31. Megjegyzés Ha egy L nyelvrdl csak azt tudjuk (vagy csak azt akarjuk hangsi-
lyozni), hogy minden L' € NP esetén L' < L, akkor L-et NP-nehéznek nevezziik.

Az els6 kérdés, ami a definicié lattan felmeriil az az, hogy van-e egyaltalan NP-teljes
nyelv. Nemsokara latni fogjuk, hogy 1éteznek NP-teljes nyelvek. Az is kérdés, hogy hogyan
lehet egy L nyelvrél megmutatni az NP-teljességet. A definicié szerint ehhez (az NP-
beliségen kiviil) azt kellene megmutatnunk, hogy minden NP-beli nyelv visszavezethetd

145



L-re, ami els6 ranézésre nehéznek tiinik, hiszen nem ismerjiik az NP-teljes nyelvek egy
kimerito felsorolasat. Nemsokdra azt is latjuk majd, hogy hogyan lehet ezen a latszélagos
nehézségen atlépni.

A jo hir az, hogy ha egy L nyelvrdl valahogyan belatjuk, hogy NP-teljes, akkor ezen
L nyelv segitségével mar konnyebben tudjuk maés nyelvek NP-teljességét igazolni. Ennek
moédszerét fogalmazza meg a kovetkezo allitas.

11.32. Allitas Ha az L nyelv NP-teljes és Ly olyan, hogy
1. Ly € NP, és
2. L <1,

akkor Ly is NP-teljes.

Bizonyitds. Mivel Ly € NP, ezért az NP-teljesség els6 kovetelménye teljesiil. Azt kell
tehat csak belatnunk, hogy minden L’ € NP nyelvre fennéll L' < L;. Ez abbdl kovetkezik,
hogy L NP-teljessége miatt minden L' € NP nyelvre fennéll L' < L, a feltétel miatt pedig
L < Ly és a Karp-redukci6 tranzitiv. ]

Fontos észrevenni, hogy ha ezt az allitast akarjuk hasznélni, akkor mindig az ismer-
ten NP-teljes nyelvet kell visszavezetniink arra a nyelvre, aminek NP-teljességét igazolni
akarjuk. Ez egyrészt vilagos a bizonyitasbdl, masrészt a Karp-redukcio ,legfeljebb olyan
nehéz, mint” interpretacidjabdl is adodik. Ha forditva csindlnank a visszavezetést, azaz az
NP-teljes nyelvre vezetnénk vissza az ismeretlen nyelviinket, az csak azt jelentené, hogy
az ismeretlen bonyolultsagi nyelvet visszavezettiik egy nehéz kérdésre, amibol termé-
szetesen semmi nem kovetkezik az ismeretlen bonyolultsagu nyelv nehézségérél (konnyti
kérdéseket is el lehet bonyolitani).

Osszefoglalva tehét a kovetkezd tennivaléink vannak:

e Valahogyan megmutatni a definicié alapjan egy L nyelvrdl, hogy az NP-teljes.

e Ezen L és a fenti 11.32. allitds felhasznéldsaval tjabb nyelvrol (nyelvekrdl) megmu-
tatni az NP-teljességet.

e Minél tébb nyelvrol tudjuk mér, hogy NP-teljes, annél kénnyebb lesz tjabbakrél
ezt belatni, hiszen annal tébb mar ismerten NP-teljes nyelv jatszhatja L szerepét
a 11.32.. allitasban.

Lassunk neki az els6 NP-teljes nyelv megismerésének. Ehhez sziikségiink lesz néhany
definiciora.

11.33. Definicié Egy Boole-formula 0 és 1 logikai konstansokbdl (jelentésiik ,hamis”
ésigaz”), T1, ..., Ty logikai, 0-1 értéki vdltozokbol és ezek Ty, . .., T, negaltjaibol, illetve
az N (,€s7) és a vV (pagy”) mieleti jelekkel és zdrdjelekkel elkészitett formula.
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A Boole-formula valtozéinak valahogyan 0 — 1 értéket adva a formula egészére is
adodik egy 0 — 1 érték. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a formulat a valtozok adott érté-
keivel kiértékeljiik. Ha van olyan kiértékelése (behelyettesitése) a formuldnak, aminek
eredménye ,igaz” , akkor a formuldt kielégithetének nevezziik.

11.34. Példa Példdul (x1V1)AT3 egy Boole-formula. Ennek egy lehetséges jo kiértékelése
az r1 = 1,29 = 0 értékadds.

Tekintsiik most a kielégitheté Boole-formulak nyelvét, errdl fogjuk beldtni a defini-
ci6 alapjan, hogy NP-teljes. Ennek formalis megadasdhoz sziikségiink van egy formula
példaul a { 0,1} &bécé feletti széva kdédoldsara. Ez lehetséges példaul dgy, hogy min-
den, a formulédkban szerepld elemet a { 0,1} abécé feletti szavakkal kédolunk és ezeket
a formulanak megfelel sorrendben egymas utan flizziikk. A tovabbiakban a kédolastol
eltekintiink, gy gondolunk a vizsgalt nyelvre, mintha maguk a formuldk lennének az
elemei.

11.35. Definicié

SAT = {p(z1,...,2,) : 3b1, ..., b, behelyettesités, hogy p(by,..., b,) = igaz}

11.36. Tétel (Cook, Levin) A SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. 1. SAT € NP, mert egy megfelel6 by, ..., b, behelyettesités megadasa jé
tanid. Ez polinom hosszi (hiszen pontosan olyan hosszu, ahany véltozd szerepel -
ben) és polinom idében ellendrizhet6 a formula értékének kiszamolasaval. Ez utébbi
szamolas a formula hosszaval aranyos.

2. Vézlatos bizonyitast adunk arra, hogy miért lehetséges minden NP-beli nyelvet
visszavezetni a SAT-ra.

Legyen L € NP nyelv és legyen M olyan egyszalagos, nemdeterminisztikus, polinom
id6korlatos Turing-gép, hogy L(M) = L és M az elfogadé allapotbdl soha nem tud
kilépni (Ilyen gép a 10.2. tétel miatt 1étezik.)

Az L < SAT belatdsahoz meg fogjuk mutatni, hogy M-hez és egy tetszdleges x-hez
lehet olyan ¢-t késziteni O(|z|*) id8ben (ez lesz f(x)), hogy * € L pontosan akkor
teljesiil, amikor ¢ € SAT. A Boole-formuldnak lesznek olyan részei, amelyek csak
az M gép miikodésétdl fliiggenek és lesznek olyan részei is, amit az x szotdl fliggden
fogunk megkonstrualni.

A gondolatmenet lényege az, hogy z-hez egy olyan Boole-formuldt készitiink el,
ami az M gép miikodését irja le az = inputon és a formula pontosan akkor lesz
kielégitheto, ha van M-nek olyan szamitdasa, ami mentén M z-et elfogadja.

Ehhez tekintsiik M-et és vezessiink be a kovetkezo logikai valtozdkat:
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o 1;,: az i-edik 1épés utan a j-edik szalagcelldaban a karakter van
o y;;: az i-edik 1épés utdn a fej a j-edik celldn 4ll

o z, az i-edik 1épés utédn az allapot ¢

Hany ilyen valtozora van sziikségiink? Az M gép polinom idékorlatos, ezért mind
a lépésszamra, mind a felhaszndlt cellak sorszamara fels6é korlatunk van, ami po-
linomiélis |z| fiiggvényében. A gépnek véges sok allapota van, ez pedig egy kons-
tans, vagyis Osszesen legfeljebb || hosszdhoz képest polinom sok ilyen valtozot
kell felvenniink, az ezek altal felvett értékek egyiitt meghatarozzédk a Turing-gép
pillanatnyi helyzetét.

[rjuk most fel azt, hogy milyen megkdtések, milyen dsszefiiggések megléte sziikséges
ahhoz, hogy egy érvényes, = inputtal induld, elfogadd szamitast kapjunk. Kiilon
formulakat fogunk felirni az egyes kivetelményekhez és ezeket a formulakat fogjuk
egy nagy végso formulaba Osszeéselni.

A részkovetelményeket leiré Boole-formulak azt biztositjak, hogy:

e Adott i-re a z;, valtozok pontosan egyike lehet igaz
e Adott i-re az y;; véltozok pontosan egyike lehet igaz
o Adott i-re és j-re az x;j, valtozdk (a € I') koziil pontosan egy igaz

e Bekapcsolaskor a kezdoallapotban van a gép, a szalag elején van a fej és a
szalagon az x bemenet talalhato

e Egy 1épés soran az atmeneti fiiggvény szerint valtozik a gép konfiguraciéja és
ennek megfelelden a valtozok értékei

e A szamitas végén elfogado dllapotban kell lennie a gépnek és meg kell allnia

Nem fogjuk végignézni részletesen, hogy ezek az egyes kiovetelmények hogyan ir-
hatok le Boole-formulakkal, csak néhéany példaval illusztraljuk az egyes pontokat,
ami érzékelteti, hogy mindezen fenti kovetelmények leirhaték Boole-formulakkal.

o Azt, hogy tetszdleges i-re a z;, valtozok koziil legaldbb egy igaz, ugy irhatjuk
le, hogy minden i-re (polinom sok ilyen van) tekintjitk a 2y, V 2ig, V- -+ V 2iq,,
formulat, ahol qq,...,q, az M allapotai. Azt, hogy legfeljebb egy z;, valtozd
lehet igaz ugy irhatjuk le, hogy ¢ minden értékére és minden ¢, ¢’ allapotparra
felvessziik a z;; V Z;; kifejezéseket.

o Az y,;, illetve az x;;, valtozokra tett kikotések hasonléan irhatdak le.

o A fej kezdeti helyzetét és a kezddallapotot az yo; = 1 és 2y, = 1 beallitasokat
leird yo; V0 illetve zgy, V O kifejezésekkel tudjuk megadni. (Az el6z6 pontokban
vazolt formuldk ezek utan mar biztositjdk, hogy a tobbi, a kezddéhelyzethez
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tartozd allapotot kodold és fej helyzetet leird valtozo értéke csak 0 lehet egy
jo kiértékeléskor).

Azt, hogy x van a szalagra frva, ugy adhatjuk meg, hogy az x;, a bemenet
bitjei szerint bedllitjuk a megfelelé j pozicidkon (azaz ahol j < |z|), ugyan-
azon triikkel élve, amit a kezdéallapot bedllitdsandl is hasznaltunk. A j > |z|
értékek esetén pedig az xo; = 1 bedllitas szerint adjuk meg a valtozok értékét.

e Az atmeneti fiiggvény egy lehetséges alkalmazasat gy tudjuk leirni, hogy
minden ¢ lépésre és j fejhelyzetre olyan ¢y — 1 V...V ¢, formuldkat szer-
kesztiink, ahol g a 1épés el6tti konfiguracio leirdsét tartalmazza (melyik 16pés
utén hol &ll a fej, milyen allapotban van a gép, mi van a szalagon), mig a ;
fiiggvények a kiilonféle lehetséges tovabblépéseknek megfeleld helyzeteket ir-
jak le. Ilyen tipusu részformulabdl polinom sok lesz, hiszen i és 7 is legfeljebb
polinom-méretii |z|-hez képest.

e Azt kell megfogalmaznunk Boole-formulaval, hogy az eljaras végén a gép elfo-
gado allapotban van, ez megint csak egy valtozd értékének beallitasat jelenti.

Ezen logikai kifejezések Osszeéselésével leirjuk az M Turing-gép miikodését, és 1at-
hatd, hogy pontosan akkor létezik az x széhoz olyan szamitédsi 4g, mely elfogadd
levélben ért véget, amikor létezik egy b, behelyettesités (ami lényegében a nemde-
terminisztikus vélasztdsoknak felel meg), amely kielégiti a fenti logikai kifejezést.
Az is vildgos, hogy a részformuldk mérete és darabszama polinomidlis x hossza-
hoz képest (ennek végiggondoldsat az olvaséra bizzuk, az egyes részkifejezésfajtak
végignézésével ez konnyen lathato). O

A SAT nyelv utan azt mutatjuk meg, hogy bizonyos specidlis alaki kielégitheto
Boole-formulak nyelve is NP-teljes. Azokat a Boole-formuldkat fogjuk most tekinteni,
amelyek véges sok részkifejezés ,,és” miivelettel vald Gsszekapcsolasabol dllnak, ahol az
egyes részkifejezések valtozdk, negéltjaik illetve a 0 és 1 logikai konstansok ,vagy” mii-
velettel dsszekapcesolt formulai.

11.37. Definicié FEgy Boole-formula konjunktiv normal formajua, ha az aldbbi alaki:
(l’il \/.fEiQ \/1'13)/\(1'1] Vl’ij+1 \/.CE7,J+2)/\

A fenti formuldban az x;, -k vdltozokat, azok negdltjait vagy a 0 és 1 logikai konstansokat
reprezentdljdk.

11.38. Lemma A konjunktiv normadl formdaji kielégitheté Boole-formuldk nyelve NP-
teljes.
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Bizonyitds. A Cook-Levin-tétel fenti bizonyitasat kicsit modositva megmutatjuk, hogy
minden NP-beli nyelv visszavezethetd a kielégitheté konjunktiv normal formaju Boole-
formulak nyelvére.

A Cook—Levin-tétel bizonyitasaban eléallitott Boole-formula majdnem jé lesz most
is: az sok részformula Osszeéselésével keletkezett, ezen részformulak tobbsége megfelel a
konjunktiv normélforméra tett feltételnek (azaz csak ,vagy” miivelet szerepel benne). Az
egyetlen kivételt az atmeneti fiiggvény leirasara alkotott ¢y — 1 V...V @, részformulak
jelentik, de ezek a De Morgan azonossagok segitségével a kivant alakra hozhatdk, csak
azt kell meggondolnunk, hogy kézben megmarad a polinomidében szamolhatésag, azaz
x hosszahoz képest polinomidében ki tudjuk szamolni az 4j formulat. Ez azért lesz igy,
mert a @g — ©1 V...V @, alaki részformuldk atirdsa fiiggetlen z-t6l (csak az M gép
leirdsa szamit), ezért ez |z|-t6l fiiggetlen konstans idében megtehetd. O

Most, hogy két nyelvrél mar megmutattuk az NP-teljességet, sokkal konnyebb dol-
gunk lesz NP-teljességek igazoldsandl, hasznalhatjuk a 11.32. allitasban megfogalmazott
modszert.

Els6 alkalmazasként azt mutatjuk meg, hogy a kielégithet6 konjunktiv normalformaju
Boole-formuldk nyelvének az a részhalmaza is NP-teljes, amiben olyan formuldk vannak
csak, ahol minden zardjel legfeljebb harom tagu.

11.39. Definicié A 3SAT nyelv a SAT nyelv azon részhalmaza, amelyben azok a kon-
Junktiv normdlformdji Boole-formuldk vannak, ahol az ,és™-ekkel dsszekapcsolt zdrdjelek
mindegyikében legfeljebb hdrom tag van.

11.40. Megjegyzés Példaul kielégitheto, konjunktiv normdl formaji Boole-formula o
(1 V x5) A (T2 Va1 V 22 V x3) A T4 A T3 kifejezés, de nincs benne 3SAT-ban, mert a
masodik zardjelben négy tag szerepel.

11.41. Tétel A 3SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. A megfelel6 véaltozébehelyettesités gyorsan ellenérizhetd, rovid, jé tanu lesz
itt is, tehat a 3SAT nyelv NP-beli.

Most megmutatjuk, hogy SAT < 3SAT. Ehhez mutatunk egy ¢ — 1 megfeleltetést,
mely polinomid6ben (azaz ¢ hosszéhoz képest polinom sok 1épésben) el6éllit egy olyan

1 formulat, melyre
v € SAT & ¢ € 3SAT

A visszavezetés lényegi 1épése, hogy az ,,és” miivelettel Osszekapcsolt zardjeles tagokat
at kell alakitanunk, ha benniik haromnal t6bb tag szerepel. Egy példan mutatjuk meg,
hogy ezt hogyan lehet megtenni.

Példaul ha egy zéardjeles tag (a VbV cV dV e) alakd, ahol a, b, ¢, d, e valtozdk, ezek
negaltjai vagy pedig konstansok, akkor vegyiik ezen zardjel helyett a kbvetkezd kifejezést:
(aVT)ANTIVOV ) A (T VeVrs) A(TsVdVry) AT Ve).
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Ebben az 1j kifejezésben az r; valtozék most bevezetett 1j véaltozok, minden eredeti
zardjel feloldasakor ujakat fogunk hasznalni beldliik. Vilagos, hogy egy n hosszi nagy
zaréjel feloldasakor n — 1 1j valtozo és n rovid zardjel keletkezik, vagyis az atalakitas
polinomidejti, azt kell csak megmutatnunk tehat, hogy az 1j kifejezés pontosan akkor
kielégitheto, ha a régi az volt.

=: Ha van egy jo kiértékelése az a, b, ¢, d, e tagoknak, akkor a kévetkezoképpen kap-
hatunk jé kiértékelést az 1j formulahoz. Az eredeti a,b,c,d, e valtozdk értéke legyen
ugyanaz, mint az eredeti formuldban, az r; valtozdk pedig a kovetkezoképp kapjanak
értéket. Mivel a, b, ¢, d, e koziil legalabb egy igaz értéket kap tekintsiik azt a révid tagot
az 1j kifejezésben, amiben ez az ,igaz” értéket kapo tag szerepel.

Ha ez éppen az (i+1). tag, azaz ebben a tagban 7; és ;.1 szerepel, akkor a ¢ formula
egy jo kiértékelését kapjuk, ha i-ig bezarélag minden r; véltozot igazza, ¢ + 1-t6l kezdve
pedig hamissa tesziink. Ezzel a kiértékeléssel az elsé i — 1 tag az r; valtozok miatt lesz
igaz, az i. tag az ott szereplé nem r; tipusu valtozotol, az ¢ + 1. tagtdl kezdve pedig a
negalt r;-k biztositjak a haromtagu zardjeles kifejezések ,igaz” értékét.

<: Ha a haromtagu kifejezések mindegyike ,igaz” értéket vesz fel, az csak ugy lehet,
ha legaldbb egyikdjiik nem az r; vagy 7; tipusu tagok miatt lesz ,igaz”. Ez azért van igy,
mert egy r; csak egy zardjeles kifejezést tud igazza tenni (vagy azt amiben r; vagy azt
amiben 7; alakban szerepel), viszont eggyel tobb zardjeles kifejezés van, mint ahdny r;
valtozo, igy legaldbb az egyik ilyen zardjeles kifejezés ,igaz” értéke a kozépen allo taghdl
kovetkezik. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az eredeti kifejezés legalabb egy tagja igaz.

A példa otletét felhasznalva, az Osszes tul hosszu tagot rovidebbek Osszeéselt verzid-
jara alakithatjuk at, igy megkapjuk a kivant 1 formulat. O]

Erdekes észrevétel, hogy ha tovabb egyszertiisitjiik a nyelvet, harom helyett csak 2
tagot engediink meg a zardjeleken beliil, akkor mar P-beli nyelvet kapunk. Ezt az allitast
itt nem bizonyitjuk.

11.42. Definici6 A 2SAT nyelv az a részhalmaza a SAT nyelvnek, amelyben olyan
kongunktiv normdlformdji Boole-formuldk vannak, ahol minden zdrdjelben legfeljebb két
vadltozo van.

11.43. Tétel 2SAT € P
A 3SAT nyelv segitségével most ki fogunk 1épni a logikai kifejezések vilagabodl és egy

grafokkal kapcsolatos nyelvrol, a mar korabban vizsgalt 3SZIN nyelvrél mutatjuk meg,
hogy NP-teljes.

11.44. Tétel A 3SZIN nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. A 3SZIN nyelv NP-beliségét mar beldttuk.
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Az NP-teljesség beldtdsdhoz megmutatjuk, hogy 3SAT < 3SZIN. Ehhez egy tetszd-
leges ¢ formuldhoz konstrudlunk egy olyan G gréafot, hogy:

Y € 3SAT & G € 3SZIN

Olyan, polinom idében szamolhaté leképezést kell tehat alkotnunk, ami minden kon-
junktiv normalformaju, egy zardjelben legfeljebb harom tagot tartalmazé formulahoz egy
grafot rendel, mégpedig ugy, hogy a formula pontosan akkor kielégithetd, ha a hozzaren-
delt graf 3 szinnel szinezhetd.

Valgjaban a nyelvekben nem formulék és grafok vannak, hanem ezeket kddold szavak
és a leképezésiinknek minden széra valamit ki kell szamolnia, akkor is, ha az nem egy kon-
junktiv normalformaju, egy zardjelben legfeljebb harom tagot tartalmazé formula kodja.
A feladat ezen részével konnyt elbanni: ha egy szé nem kédol formuldt, akkor rendeljiink
hozza egy olyan szot, ami nem kodol grafot. A tovabbiakban csak azzal foglalkozunk,
hogy mit kell tenniink akkor, ha egy olyan szohoz kell hozzarendelniink valamit, ami egy
megfelel6 alaki formulanak felel meg.

Legyenek 1 valtozéi x1, x5 ... x,. Errdl a formulardl felteheto, hogy nincsenek benne
logikai konstansok, mert ha egy zardjelben szerepel az 1, akkor az biztosan igaz, ezért ez
a zardjeles kifejezés elhagyhato, ha pedig egy 0 szerepel valahol, akkor ezt a 0-t elhagy-
hatjuk. Felteheto tehat, hogy a kiindulasi formulankban csak valtozdk és ezek negaltjai
szerepelnek. Az is feltehetd, hogy minden zaréjelben pontosan harom tag szerepel. Ha egy
zardjelben nincs harom tag, akkor valamelyik tagot ismételjiik meg, hogy ezt a feltételt
teljesitse a ¢ formula.

Nézziik, hogy mik lesznek a 1-hez rendelt graf csicsai. Eloszor is felvesziink egy-egy
csicsot 1,7 . . . Ty, T, szamdra (azaz minden valtozénak és a negdltaknak is megfelel
egy-egy csucs), tovabba felvesziink még két csiicsot, u-t és v-t. Rendeljiink ezeken kiviil
még minden zardjelhez 5-5 1j cstcsot.

A G gréf élei a kovetkezéképp alakulnak. Minden z; és T; pontot kossiink ossze éllel,
tovabba minden xz4,...,x, és T1,...,T, pontot kossiink Ossze v-vel is. Legyen tovabba
él u és v kozott is, valamint az egyes zardjelekhez tartozé 6t pontot kossiik Gssze ugy,
hogy egy 6t hosszi kort alkossanak.

Ezek utan minden olyan 6tszog esetén, amely egy zardjeles kifejezésnek felel meg,
kossiik Ossze az 0tszog (tetszéleges) hdrom pontjat a megfelelé tagokhoz (véltozdk vagy
ezek negdltjaihoz) tartozo csticsokkal, a masik két pontjat pedig u-val.
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Vildgos, hogy G konstrualasa polinomideji a ¢ formula méretéhez képest, hiszen, ha
-ben n valtozd és m zardjeles kifejezés van, akkor G-ben 2n + 2 + 5m cstcs lesz és
n+2n+5m+ 5m+ 1 éL

Azt kell még megmutatni, hogy ha ¢ kielégitheto, akkor G 3 szinnel szinezheto és ha
G 3 szinnel szinezheto, akkor 1 kielégitheto.

= 1 egy jo kiértékelése alapjan ki fogjuk szinezni G-t piros, zold és lila szinekkel.
Legyen v lila, az x; és @; cstucsok koziil pedig az legyen zold, amelyik a v jo kiértékelésekor
sigaz” értéket kap, a negéltja pedig legyen piros. (Tehdt, ha pl. a jé kiértékelésben x;
igaz, akkor x1 zold, T7 pedig piros, ha azonban z; ,hamis”, akkor x; piros lesz és Ty lesz
zold.

Az wu csucs szine legyen piros. Ki kell még szinezniink az 6tszogeket. Egy 0tszog
szinezéséhez 3 szint hasznalhatunk, de gy, hogy minden csticsra van egy tiltott szin (az
u-val szomszédosokra a piros, a tobbire pedig vagy a zold, vagy a piros, aszerint hogy
az Otszog megfeleld csicsahoz bekotott tag igaz” vagy ,hamis” értéket kapott a v jo
kiértékelésénél.

Azért tudjuk megvaldsitani az 6tszogek szinezését, mert biztos, hogy nem mind az 6t
csicsndl a piros szin lesz letiltva (hiszen ekkor a megfeleld zérdjeles kifejezés nem lenne
sigaz”). Kénnyl végignézni (ezt az olvaséra bizzuk), hogy minden ilyen esetben meg lehet
valésitani egy jo szinezést.

<: Tekintsiik most G egy j6 piros, zold és lila szinnel valé szinezését. Legyen ebben v
szine lila. Ekkor, mivel minden x; ...x, és Ty ...T, Ossze van kotve v-vel és a megfeleld
parok is egymassal, barmely x; és T; par esetén az egyikiik zold, a masikuk pedig piros.
Az u csucs nyilvan szintén vagy zold vagy piros, mert 6ssze van kotve v-vel. Feltehetjiik,
hogy u piros.

Ekkor v egy jo behelyettesitése legyen az, hogy egy x; akkor kap ,igaz” értéket, ha
az 0 szine zold és akkor lesz ,hamis”, ha az 6 szine piros.

Az 6tszogek kiszinezhetdségébdl kivetkezik, hogy az 6tszdg u-hoz nem koétott pontjai
koziil legalabb az egyik z6ld ponthoz van kétve, azaz a ,,vagy” kapcsolatban 1évo valtozok
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koziil legalabb az egyik igaz. Ez amiatt van, mert ellenkezd esetben az 6tszog semelyik
pontjat sem szinezhetnénk pirosra, vagyis az 6tszog pontjaira csak két szin jutna, ami
lehetetlen. O

A 3SZIN nyelv segitségével szamos mas, grafokkal kapcsolatos nyelvrol lathato be,
hogy NP-teljesek. Tovabbi NP-teljességi bizonyitasokért lasd [7]-et.
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12. fejezet
Nyelvtanok és Turing-gépek

Az eddigi kiszamithatosagi és bonyolultsagelméleti kérdések utan visszatériink a nyelv-
tanokkal kapcsolatos kérdésekre. Még kétféle dologgal addsok vagyunk. Az egyik, hogy a
Turing-gépek altal elfogadott nyelvekhez is tartozik-e a nyelvtanoknak egy tipusa, ami-
vel pont ezeket a nyelveket lehet generalni. A masik pedig, hogy mi a helyzet azokkal az
algoritmikus kérdésekkel, amelyeket a regularis nyelveknél téargyaltunk (5. fejezet), de a
kornyezetfiiggetleneknél (8. fejezet) nem.

12.1. A 0. és az 1. Chomsky-féle nyelvosztaly

Korabban mar tisztaztuk, hogy szoros kapcsolat van a 3. Chomsky-féle nyelvosztély és
a véges automatdk (4.3. fejezet), illetve a 2. nyelvosztély és a veremautomatak (7.2.
fejezet) kozott. Megmutatjuk, hogy a Turing-gépek éltal elfogadott (tehat rekurzivan
felsorolhatd) nyelvek éppen a 0. nyelvosztélynak (lasd 4.2. fejezet), tehét a nyelvtannal
generalhato nyelveknek felelnek meg.

A konstruktiv bizonyitas alapgondolata hasonlé a veremautomataknal latotthoz, csak
a megvaldsitas anndl még egy kicsit bonyolultabb.

12.1. Tétel Minden G = (V,%,S, P) nyelvtanhoz létezik olyan M Turing-gép, hogy
L(M) = L(G).

Bizonyitas. Mivel mér lattuk, hogy a nemdeterminisztikus Turing-gépek determinizalha-
ték (9.16. tétel), elegendd egy nemdeterminisztikus M Turing-gépet mutatnunk, amely
megoldja a feladatot: az M gép pontosan azokat a szavakat fogja elfogadni, amiket G
generalni tud.

Az M gépnek legyen 4 szalagja. Ezek koziil az elsé a bemeneti szalag, kezdetben azon
van a sz0, amir6l M dontést fog hozni, a tobbi szalag {ires. Az alapgondolat az, hogy
a bemenet elolvasdsa nélkiill M a nyelvtan alapjan (nemdeterminisztikusan) levezet egy
szOt, és amennyiben ez megegyezik a bemenettel, akkor M elfogadé allapotban megall. A
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2. szalagon végezziik a levezetést és ehhez a 3, és 4. szalagon tartjuk az aktudlis szabaly
bal, illetve jobb oldalat.
Az els6 1épések:

e A nyelvtan S kezdévaltozéjat M felirja a 2. és a 3. szalagra is, a fej az S karakteren
marad.

e Egy olyan € V U X* szimb6lumsorozatot ir a 4. szalagra, amelyre a nyelvtanban
van S — [ szabdly (nemdeterminisztikus 1épés).

e A 2. szalagon S-et (és a kovetkezé néhany tires karaktert) feliilirja a § szimbdlum-
sorozattal.

Altaldban pedig

1. A 2. szalagon a fejet a szalag egy nem fires helyére viszi (nemdeterminisztikusan
hatarozza meg a pozicidt).

2. A 3. szalagra ir egy olyan o € V U X* sorozatot, ami valamely nyelvtani szabaly
bal oldala (nemdeterminisztikus vélasztas).

3. Egy olyan g € V U X* szimbdlumsorozatot ir a 4. szalagra, amelyre a nyelvtanban
van « — (3 szabaly (nemdeterminisztikus vélasztas).

4. Ellen6rzi, hogy a 2. szalagon a fejtél kezdve éppen az « jelenik-e meg (utdna még
lehetnek tovabbi karakterek). Amennyiben valéban « all ott, akkor ezt lecseréli a
3 sorozatra. (Mivel a lehet hosszabb vagy révidebb is, mint (3, a lecserélés egyiitt
jarhat azzal, hogy az « utani részt jobbra vagy balra kell tolni a szalagon néhany

hellyel.)

Ezt ismételi, amig mar nem lesz a 2. szalagon valtozo. Ekkor 6sszehasonlitja a 2. szalag
tartalmat az elso szalagéval, és ha pontosan azt a szot sikeriil el6allitani a 2. szalagon,
akkor M elfogadoé allapotban megall.

Ha M elfogad, az azt jelenti, hogy a bemeneti szohoz van a nyelvtanban egy jo
levezetés. A maésik irdnyhoz azt kell meggondolni, hogy L(G) minden szavét el fogja
fogadni az M gép. Ez részben azért igaz, mert ilyenkor van jo levezetés, részben pedig
azért, mert a felsorolt lépések mindegyike véges id6 alatt megvaldsithaté egy Turing-
géppel, ezért, ha van j6 levezetés, akkor annak M a végére is ér (amikor éppen azokat
a nemdeterminisztikus valasztdsokat teszi meg, amik a levezetéshez tartoznak), és az
Osszehasonlitas utan el fogja fogadni a szét, tehat lesz egy elfogadd szamitasi t.

A preciz (teljes indukcids) bizonyitést az olvaséra bizzuk. ]

Itt is igaz, hogy nem csak nyelvtanbdl lehet automatat késziteni, hanem Turing-
gépbol is definidlhato nyelvtan. A nyelvtan levezetési szabalyai a Turing-gép helyzetének
valtozasait irjdk majd le. Ehhez elébb definialjuk a Turing-gép egy konfiguraciéjanak
tomor leirdsat.
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12.2. Definicié FEgy olyan Turing-gépnél, aminek csak eqy szalagja van, a konfigurdciot
az aktudlis dllapot, a szalag tartalma és a fej helyzete adja meg. Ennek eqy lehetséges
felirasa: xqy, ahol

e 1y van a szalag elején, utdna mdr csak az ires jel van a szalagon (feltehetd, hogy
y utolso karaktere nem az res szalagjel).

e 1 az olvasdfej elott 1évd szalagrész tartalma.
e y a szalag tovdbbi része, a fej y elsé karakterére mutat.
e ¢ a pillanatnyr allapot.

Az xy karaktersorozat véges hosszi, hiszen kezdetben a véges hosszii bemenet kivételével
a szalag az tres jellel van feltoltve, véges sok 1épés alatt ez a kezdeti nem {ires rész véges
hosszu marad. Ezért az xqy mindig egy véges hosszu leirdsa a konfiguraciénak.

12.3. Tétel Minden L rekurzivan felsorolhaté nyelvhez van olyan G = (V,X,S,P)
nyelvtan, hogy L(G) = L.

Bizonyitds. Tekintsiink egy, az L nyelvet elfogadé (egyszalagos) M = (Q, %, T, qo, —, F,0)
Turing-gépet, amelynek egyetlen elfogadé allapota van (F = {¢*}), ahonnan nem tud
kilépni (lasd 10.2. allitas). A cél, hogy a nyelvtan levezetési szabalyai lényegében az M
Turing-gép konfiguracidjanak lehetséges véltozasait irjak le. A levezetésbdl akkor kapjuk
meg a kivant szét (akkor termindlédik a levezetés), ha a konfigurdciéba belekeriil az
egyetlen elfogado allapot, tehat a Turing-gép szamitasa elfogaddan véget ér.

Most is at kell hidalnunk azt, hogy mig a Turing-gép kiindulasakor kap egy szdt,
és azutan a szalagjan ezt feliil is irhatja, igy a szamitds végére a szo eltiinhet, addig a
nyelvtannak a levezetés végén produkalnia kell a kivant szét. Ezért igazabdl tgy néziink
a Turing-gép szdmitdsdra, mintha 2 szalagja (de egy feje) lenne. Kezdetben a két sza-
lag tartalma azonos, késobb a Turing-gép miikodése kizarolag a masodik szalag alapjan
torténik: csak ezt olvassa, csak erre ir. Ha a végén elfogadja a bemenetet, akkor az elsé
szalag tartalma alapjan a nyelvtan el6 tudja majd allitani az eredeti bemeneti szot.

A nyelvtan véltozoi 3 tipusuak:

e S. 17,75 a kezdeti 1épésekhez,

e [t,z] alakiak, aholt € ¥y =X U{ec} ésax e,
e ¢, ahol g € Q).

A kezd&konfiguraciét el6allité szabalyok:

o S — qTh
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e 71 — [a,a]T) minden a € ¥ esetén
o 11 — 15
o b — e, Ty | e
Ezekkel az S kezdovaltozobdl levezethetd sorozatok

qo[alv a’l][a27 a2] s [a’m an] [87—]7”

alakuak, a; € ¥, n,m > 0. Ez a kezd¢ levezetés annak az allapotnak felel meg, amikor
a Turing-gép mindkét szalagjan ugyanaz a szé van a szalag elején, a masodik szalagon
csupa _ jel van a sz utan, az els6 szalagon pedig e-ok, egészen addig, ameddig a gép az
els6 szalagon el fog jutni miikodése sordn. (Hogy ez a tavolsag mekkora, azt azzal lehet
beéllitani, hogy hényszor hasznéljuk a Ty valtozd els6 szabalyét.)

Ez utan M atmeneti fiiggvényének megfelelen készitiink levezetési szabalyokat. Ezek
forméja természetesen fiigg attél, hogy a fej melyik irdnyban mozdul a szalagon.

Legyen z,y € I', ¢,p € Q és 6(q,x) = (p,y, D) egy allapotdatmenet.

e Ha D = J, akkor minden a € ¥, esetén legyen
qla, z] = [a, ylp

Ezen szabdly jelentése, hogy a fej egyet mozog jobbra, x helyett y lesz a 2. szalagon,
mikozben az 1. szalag nem valtozik.

e Ha D = B, akkor minden a,b € ¥ és z € I" esetén legyen

[b, z]qla, x] — p[b, 2][a, Y]

e Ha D = H, akkor minden a € Y, esetén legyen

qla, z] — pla, y]

Végiil vegyiik még fel a kovetkezd szabédlyokat a ¢ elfogadd allapotra, amik egy
elfogadd szamitasnak megfelel6 levezetés végén biztositjak, hogy a nyelvtan az elfogadott
szot generalni tudja a Turing-gép els6 szalagjanak informaciéibol.

e ¢"[a,z] = gqtagt minden a € ¥ esetén
e [a,z]qgT — qTag™ minden a € ¥ esetén

o " —¢
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Ezzel készen vagyunk a nyelvtannal.

A konstrukcié helyességének bizonyitdsat csak vazoljuk.

Ha w = ayas...a, € L, akkor legyen m a Turing-gép szamitasanak tarigénye. Az S
kezdovaltozobdl eloszor 1étrehozzuk a

Qolar, arl[ag, as] ... [an, ay)le, ™
sorozatot. Ebbdl a Turing-gép lépéseit kovetve eljutunk egy
[ay, v1][az, z2] . . . [ax, xk]q+[ak+1, Trpa] - - - [y T

sorozathoz, ahol a; = €, ha j > n. Az utolsé csokor szaballyal pedig, elébb m lépésben
megkaphatjuk a
g arqaxq" .. ¢ arg T agaq" g amg”

sorozatot, és erre a legutolsé szabdlyt (m + 1)-szer alkalmazva kapjuk a kivént

ajag ...y = a1 ...0, = W

szot, tehdt w € L(G).
A masik irdnyhoz induljunk ki egy w € L(G) szébdl. A w sz6 levezetésének elején,
amikor a T, valtozé eltiinik, akkor legyen egy

Qolar, arl[ag, as] ... [an, ay)[e, ™

alakt sorozatunk. Innentol kezdve csak a Turing-gép atmeneti fiiggvényének megfeleld
szabalyokat lehet alkalmazni egészen addig, amig meg nem jelenik az elfogadé allapot-
nak megfeleld ¢* valtoz6. Ez viszont csak akkor torténik, ha a Turing-gép elfogadja az
aias . .. a, szot. Mar csak azt kell észrevenni, hogy ez éppen a w szo kell legyen, hiszen
az [a, x| alakd valtozdk elsé koordinatai alkotjak a szot. Tehat w € L(M). O

12.4. Kovetkezmény FEgy L nyelvre L € RE akkor és csak akkor, ha van olyan G
nyelvtan, melyre L(G) = L.

Bizonyitds. 12.1. és 12.3. tételek adjak a két iranyt. m

Az a tisztazatlan kérdés maradt csupan, hogy melyik automata-tipusnak van kapcso-
lata az 1. Chomsky-féle osztéllyal, a kornyezetfiiggd nyelvtannal (4.14. definicid) gene-
ralhato nyelvek osztalyaval.

Ahhoz, hogy ezt a kérdést megvalaszoljuk, ismerjiik meg alaposabban ezt a nyelvosz-
talyt. Itt a megengedett szabalyokban mindig egyetlen véaltozot helyettesitiink valamivel,
de hogy a helyettesités elvégezhetd-e, azon miilik, milyen kérnyezetben jelenik meg a val-
toz6. Altaldban itt sem engedélyezett, hogy egy valtozot az iires szdval helyettesitsiink
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(kivéve, amikor a szabdlyok jobb oldalan nem szereplé kezddvaltozét e-ra irjuk at egy
lépésben).

Az ilyen kornyezetfiiggé (vagy CS) nyelvtan fontos tulajdonsiga, hogy egy levezetési
1épés soran az adott szimbdélumsorozat hossza nem tud csokkenni, ez aldl az egyetlen
kivétel az S = ¢ levezetés.

Ebbdl az észrevételbdl egy masik jellemzését is megkaphatjuk a CS nyelvtanoknak

12.5. Definicié Egy G = (V, %, S, P) nyelvtant nem csokkentének hivunk, ha a szabd-
lyai o — B alakiak, ahol az a-ban van vdltozo és |B| > |a] > 0

12.6. Allit4s Legyen e ¢ L. Az L nyelv akkor és csak akkor kirnyezetfiggd, ha van az
L-et generalo nem csokkento nyelvtan.

Bizonyitds. Az egyik irdny viladgos, hiszen egy CS nyelvtan (amennyiben nincs S — ¢
szabalya) egyben nem csokkentd is.

Tegyiik fel most, hogy G = (V, X, S, P) egy nem csokkenté nyelvtan. Megmutatjuk,
hogyan lehet ebbél egy G' = (V' 3, 5’, P') CS nyelvtant kapni. Az lehet a baj, hogy a
nem csokkento nyelvtan egy szabdlya nem egyetlen valtozot helyettesit valamivel, hanem
szimbdélumok egy sorozatat. Egy ilyen helyettesitést felbontunk majd tobb részre, hogy
egyszerre mindig csak egy véltozé helyébe keriiljon valami.

e Minden a € X karakterhez legyen X, egy 1j valtoz6 és vegyiik fel az X, — a
szabalyt.

e (¢ minden szabdlyaban az a karakter Osszes elofordulésat cseréljiik le az X, vélto-
zora. (Ezutén minden kett6nél hosszabb jobboldali szabaly mindkét oldalan csak
véltozdk szerepelnek.)

o Egy AjAs... Ay_1Ax — B1Bs... By, szabédlyhoz (ezen a ponton minden eredeti
szabalybdl ilyet kaptunk) vegyiink fel k j valtozdt, legyenek ezek Yy, Ys, ... Yy,
Az eredeti szabalyt helyettesitsiik a kovetkezokkel:

A1A2 . AkflAk — leAQ Ce. AkflAk
YiAQ e Ak—lAk — Y\Y,. .. Ak—lAk

IYo.. Vi1 Ay

— YYs... Y Y
YiYs. .. Yk—IYk — B1Y;... Yk_le
Bl}/g c kalyk — BlBQ . kale

BBs...B,_1Yy, — B1Bs...B,_1B,...B,,
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Mivel m > k, igy valoban egy CS nyelvtant kapunk. A lépések szama szerinti teljes
indukciéval belathatd, hogy L(G") = L(G). O

12.7. Példa Legyen L = {a"b"c" : n > 1}. Tudjuk, hogy ez a nyelv nem kornyezet-
figgetlen (6.35. dllitds). Az alabbi viszont egy nem csokkentd nyelvtan hozzd, tehdt, az
elozoek szerint, kornyezetfiiggo.

S — aBSc|abc
Ba — aB
Bb — bb

Most mar készen allunk arra, hogy megmutassuk melyik automataval ekvivalens a
CS nyelvek osztélya.

12.8. Definicié A linedrisan korlatozott automata a nemdeterminisztikus eqy szalagos
Turing-gépnek eqy olyan vdltozata, aminek a szalagjin kezdetben a bemenet eldtt és utan
van eqy-eqy specidlis szalag-eleje, illetve szalag-vége jel. Ezek a jelek a késobbiekben nem
irhatok felil, és nem lehet a szalag elejérdl balra, illetve a szalag végérdl jobbra lépni.

Egy linearisan korlatozott automata tehat egy olyan Turing-gép, amelynek munkateriilete
olyan hosszi, mint a bemenete.

12.9. Tétel Az L nyelv akkor és csak akkor kérnyezetfiiggd, ha van olyan linedrisan
korldtozott M automata, melyre L(M) = L

Bizonyitds. A nyelvtanbdl automata iranyhoz azt kell meggondolni, hogy a 12.1. bizonyi-
tas kis modositasokkal erre az esetre is atvihetd. Miért kell modositanunk? Eloszor is, ott
tobb szalagot hasznaltunk, amit most nem lehet. De a 9.11. tétel ( k-szalagosbdl egyszala-
gos Turing-gép) bizonyitasaban latott mddszer szerint megoldhatjuk ezt egy szalagon és
tobb savon. Masodszor, el kell érni, hogy ha egy levezetési 1épés soran a szalag-vége jelre
irni szeretnénk, akkor a szamitas alljon le, utasitson el. Ez konnyen megvalésithato. Mi-
vel a nyelvtan nem csokkento, pontosan akkor van az adott szalag-darabon megkaphaté
levezetése a szénak, ha a sz6 L(G)-nek eleme, ezért a linedrisan korlatozott automatéra
L(M) = L(G) fennall.

A masik irdany a 12.3. tételhez hasonléan bizonyithatd. Egy nehézség van most: a
qt — € szabdly nem alkalmazhato, ezért az allapotokat a rdkévetkezd karakterrel egyiitt
belefoglaljuk egy Osszetett valtozdba. Ezen tul még a két specidlis szalagjelet (szalag-
eleje és szalag-vége) is kezelni kell, amelyek a szalagon definicié szerint szerepelnek, de a
nyelvtanbdl generalt szoban nem jelenhetnek meg. Ezeket egyiitt kezeljiik az elso, illetve
utolso karakterrel, egyetlen valtozoba beolvasztva a két karaktert.

A részletekért lasd [1, 8]-at. O
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12.10. Kovetkezmény Ha L egy CS nyelv, akkor L € SPACE(n?).

Bizonyitds. Ha L egy CS nyelv, akkor van hozza linearisan korlatozott automata, ezért
L € NSPACE(n). Az éllitas Savitch tételébol (11.18. tétel) azonnal kovetkezik. O

A tar-id6 tétel (11.20. tétel) segitségével kapjuk innen, hogy:
12.11. Kovetkezmény Ha L egy CS nyelv, akkor L € R.

Korabban lattunk mar példat CF, de nem reguléris, illetve CS, de nem CF nyelvekre.
A fentiek utan mar kénnyd olyan nyelvre is példat adni, ami nem CS, de nyelvtannal
generalhato, és olyanra is, amihez egyéltalan nincs nyelvtan.

12.12. Kovetkezmény

o Az L, univerzdlis és az Ly megdllasi nyelv nem kornyezetfiiggo, de gemerdlhato
nyelvtannal.

o Az Ly diagondlis nyelvhez nincs a nyelvet generdlo nyelvtan

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik abbdl, hogy L, és L, nem rekurziv de rekurzivan felso-
rolhaté (10.14. és 10.16. tételek), mig L, nem is rekurzivan felsorolhaté (10.12. tétel). O

Megmutathatd, hogy olyan nyelv is van, ami rekurziv ugyan, de nem CS, de az ,értelmes”
rekurziv nyelvek nagy része egyben kornyezetfiiggo is.

Nézziik meg most azt, hogy mit allithatunk a 0. és az 1. nyelvosztalyroél a konkatené-
cidra és a tranzitiv lezartra valé zartsaggal kapcsolatban.

12.13. Allitas Ha az Ly és Ly nyelv mindegyike 0. osztdlyi (1. osztdalyi), akkor
o [L1UL,
o L,
o I

18 olyan.

Bizonyitds. A CF nyelvek hasonlé 6.31. tételének bizonyitasa itt is miikodik, hiszen csak
kornyezetfiiggetlen tipusi szabalyokkal bovitettiik a nyelvtanokat. O]

Ha L egy CS nyelv, akkor a L komplementere is CS: a CS nyelvet elfogadé mindig
megallo linearisan korlatozott automatardl is felteheto, hogy két allapotban all csak meg,
amik koziil pontosan az egyik elfogadd. A két megdllos allapot felcserélésével éppen a
komplementer nyelvet fogadhatjuk el. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a CS nyelvek zartak
a metszetre is (mert uniéra és komplementerre zartak).

Ha azonban L a 0. osztélyba tartozik, akkor mar nem kovetkezik, hogy a komplemen-
tere is ilyen (mert RE nem zart a komplementerképzésre), de a 0. osztdly zart a metszetre
(mert méar lattuk kordbban, hogy lehet a metszethez Turing-gépet konstrudlni).

A Chomsky-féle nyelvosztalyok zartsagi tulajdonsagai dsszefoglalva:
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unio metszet | komplementer | Osszeflizés | tranzitiv lezart
reguldris (3. oszt) zart zart zart zart zart
CF (2. oszt) zart nem zart nem zart zart zart
determ. CF | nem zart | nem zart zart zart zart
CS (1. oszt) zart zart zart zart zart
altalanos (0. oszt) zart zart nem zart zart zart

12.2. Turing-gépek és kapcsolatuk a CF nyelvekkel

A Turing-gépeket nem csak tgy lehet a nyelvtanokkal kapcsolatba hozni, hogy a gép
altal elfogadott nyelvhez nyelvtant készitiink. Latni fogjuk, hogy egy Turing-gép elfogado
szamitasai is leirhaték nyelvtannal.

Tegyiik fel, hogy az M = (Q,%, T, qo, -, F, ) Turing-gép nemdeterminisztikus, egy-
szalagos, egyetlen elfogadé allapota van (F = {g*}), amibél nem tud kilépni. Tudjuk,
hogy egy ilyen Turing-gép konfigurdcidja lefrhaté xqy alakban (12.2. definicid).

12.14. Definicié Az M Turing-gép elfogadd szdmitdsainak nyelve legyen
elfogad(M) = {w #wy ' #wsHw; ' .. w1} U {wiwy Hws#w) .. wyy'

ahol

w; az M gép egy konfigurdcidja,

# ¢ T'UQ, a konfigurdcickan nem szerepld elvdlaszto karakter,

e w, = qoy a kezddkonfigurdcio,

a w;-bol eqy lépésben eloall w;yq,
o w! aw konfigurdcid visszafelé irva,
e az utolsd konfigurdcidban az elfogadd q* dllapot szerepel,

Tehat lényegében egy elfogadd szamitas egyméds utani konfiguracidinak sorozatabol all,
ahol minden masodikat technikai okokbdl megforditva irunk le.

12.15. Tétel Van olyan algoritmus, amely eqy adott M Turing-géphez meghatdroz olyan
G1, Gy és G5 kdornyezetfiiggetlen nyelvtanokat, hogy a kévetkezdok teljesiiljenek.

e clfogad(M) = L(G1) N L(G3)
e clfogad(M) = L(G3)
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Bizonyitds. Nyelvtanok helyett elegend6 veremautomatékat megadni (7.16. tétel) a nyel-
vekhez. Vazoljuk a harom veremautomatat, M; lesz az, amelyikbdl a G; nyelvtan késziil-
het.

Az elso allitas bizonyitasdhoz két olyan veremautomatat készitiink, melyek koziil
az egyik a leirt konfigurdcidsorozatrél azt ellendrzi, hogy a paratlan sorszamu lépések
helyesek-e, a masik pedig azt, hogy a paros sorszamuak helyesek-e. A két gép nyelvének
metszete ennek megfeleléen a jé konfiguracidsorozatokbdl fog allni.

Tegyiik fel, hogy az M Turing-gép az xqy konfigurdaciébol at tud lépni a zrs kon-
figurdcidba. Ha példaul ez a 1épés egy (q,y1) — (r,a,J) dtmenetet valdsit meg, akkor
z = xa, és s az y sz6bdl az elsé karakter elhagyasaval kaphatd. (A fej mésik két mozga-
sandl is hasonléan, csak az éllapot kozvetlen kornyékén valtozik a konfiguracié.) Ezért
ha egy veremautomata bemenete az xqy#ts~'r~12~! sz6, akkor ellenérizni tudja, hogy ez
valéban az M Turing-gépnek egy legalis 1épése:

e A beolvasott karaktereket beirja a verembe addig, amig meg nem jelenik a Turing-
gép egy allapota a bemeneten.

e Az allapotot is berakja a verembe.

e A verem tetején levé szimbdélum ( g ) és a kovetkezé bemeneti karakter y; fiigg-
vényében valtoztatja a verem tartalmat (a fenti példaban ¢ helyébe a verembe
berakja az y; majd az r karaktereket).

e A tovabbi beolvasott karaktereket az elvalasztd # jelig berakja a verembe.

o A # jel utdan Osszeveti a bemenetet a verem tartalmaval, azaz minden beolvasott
karakterrel kivesz egy karaktert a verembdl, és ha ezek nem egyeznek meg, akkor
megall.

e Ha a bemenet végére érve a veremben csak a verem aljat jelzo szimbdélum marad,
akkor a veremautomata elfogadé allapotba 1ép.

Vegyiik észre, hogy mivel a verembdl eldszor a legutoljara berakott karaktert tudjuk
kivenni, ezért indokolt, hogy a zrs konfiguracié visszafelé szerepeljen a bemeneten — igy
lehet a veremtartalommal érdemben 6sszehasonlitani.

M, mukodése:

e Sorban ellendrzi, hogy wq;_1 alakja xqy és hogy a we;_1 — wo; egy lehetséges 1épés
(i=1,2,...).

e Ellendrzi, hogy az utolsé konfiguracio elfogado.

M, mikodése:
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e Sorban ellenorzi, hogy wy; alakja xzqy és hogy a we; — we;11 egy lehetséges 1épés
(1=1,2,...).

e Ellendrzi, hogy w; valéban a kezddékonfiguracio.

Ekkor L(Mj) N L(Ms) épp azokat a sorozatokat tartalmazza, amelyek péros és paratlan
1épései is az M egy legalis 1épésének felelnek meg, a kezd6konfiguraciobdl indulnak és egy
elfogad6 konfiguraciéval érnek véget, azaz L(M;) N L(Ms) = L(M).

Az elfogad (M) nyelv komplementere tobbféle sz6bdl all. Azokbdl, amelyek nem kon-
figuraciok sorozatai, és azokbol, amelyek ugyan konfiguracié-sorozatok, de nem irnak le
szamitast vagy nem elfogadd szamitast irnak le.

Ennek megfeleloen M3 nemdeterminisztikusan valaszt, melyik lehetoséget ellendrzi
(melyik médon akarja lebuktatni a rossz konfiguracié-sorozatot):

e a bemenet megfelel6 alaki-e

e w; a kezd6konfiguracié-e

e cgy w; — w;1 atmenet helyes-e

e az utolsé w konfiguracioé elfogado-e

Ha barmelyik esetben kideriil, hogy hiba van, akkor Mj elfogadja a szdt, kiillénben
elutasit.

A 3. eset kivételével az ellendrzés véges automatdval is elvégezheto. A 3. esetben csak
egyetlen i indexre torténik az ellenérzés (a korabban vézolt médon). Az, hogy melyik
i-re legyen, ismét nemdeterminisztikus valasztas eredménye. Ha egy konfiguracié-sorozat
hibés, akkor van olyan nemdeterminisztikus vélasztasa az M3 gépnek, aminél ez kideriil,
ilyenkor Mj elfogad, vagyis M3 pontosan elfogad(M)-t ismeri fel. O

12.3. CF nyelvtanok algoritmikus kérdései — eldont-
hetetlenségi eredmények

Kezdjiik egy korabban mér emlitett (6.2 fejezet) eredménnyel.

12.16. Tétel Az, hogy egy adott C'F nyelvtan egyértelmii-e, algoritmikusan nem dont-
hetd el, azaz az egyértelmii CF nyelvtanokbdl allo nyelv nem rekurziv.

Bizonyitds. A bizonyitdshoz a Post megfeleltetési problémat (10.6. fejezet) hasznaljuk
fel. Tetsz6leges, széparokbdl allé {(s;,t;) : i = 1,2...k} halmazhoz mutatunk olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtant, hogy

{(si,t;) :i=1,2...k} ¢ PCP & G egyértelmi
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A szoparok X abécéjét kiegészitjiik k darab uj karakterrel, legyenek ezek ¢y, co, ..., cg.
Legyenek G szabalyai az alabbiak:

e S—A|B
o A— s;Ac; | sici, minden i = 1,2.. . k-ra

e B —t;Bc; | tic;, minden i = 1,2...k-ra

Tehat a szavak indexének jelolésére a cy, co, ..., cp karaktereket hasznaljuk.
Ekkor ha a PCP problémanak megoldasa az i1, 9, . . . 7, indexsorozat, akkor fennall,
hogy

SiySig + v+ Siy, = tiltiz . tzn

Ez viszont azt jelenti, hogy az aldbbi két bal levezetés

S = A= SilAch = = 84, Siy -+ 5i,CinCipy_q - - Ciy
S = B= tilBCh = o=ty .tincincin_l e Gy

ugyanazt a szot eredményezi, tehat a nyelvtan nem egyértelmi.

Masrészt viszont az A illetve a B valtozébdl minden sz6 egyértelmiien vezethet6 le (ezt
biztositjak az indexet jelz6 ¢; karakterek). Tehat, ha a nyelvtan nem egyértelmii, akkor
van olyan sz0, amihez tartozik S = A és S = B kezdetii levezetés is. Ahhoz viszont, hogy
a végeredmény ugyanaz legyen, olyan 71, o, . . ., 7,, indexsorozat kell, ami megoldasa a Post
megfeleltetési feladatnak. Tehat a megadott nyelvtan nem egyértelmiisége ekvivalens a
Post megfeleltetési probléma megoldhatosagaval, amirdl tudjuk, hogy nem rekurziv. [

Lattuk, hogy véges automatakndl az alapveté algoritmikus kérdésekre (beletartozas,
liresség, végesség, egyenldség, diszjunktsig) vannak véges, bar nem feltétleniil gyors el-
jarasok. A CF nyelvek esetében eddig az elsé haromra lattunk eljarast a 8. fejezetben.
Most azt fogjuk megmutatni, hogy a masik kettore nem létezik algoritmus. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy ha édltalanosabb nyelvtant (CS vagy akér tetszéleges) engediink meg,
ezek a problémak akkor is algoritmikusan eldonthetetlenek lesznek.

12.17. Tétel Nincs olyan algoritmus, amely minden G, és Gy kornyezetfiiggetlen nyelv-
tanpar esetén eldonti, hogy

2

o L(G)NLGy) ~ 0
o L(Gy) %

o L(Gy) = L(Gy)
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Bizonyitds. Indirekt modon okoskodunk. Eloszor tegyiik fel, hogy van olyan A algorit-
mus, amely két tetszoleges CF nyelvtanrdl eldonti, hogy generalt nyelveik diszjunktak-e.
Tekintsiink egy tetszoleges M Turing-gépet. Ekkor a 12.15. tétel alapjan M leirdsabdl eld
tudunk allitani olyan G és G5 CF nyelvtanokat, melyekre L(G1) N L(G3) = elfogad(M).
Ezen G és Gy nyelvtanokon futtatva az A algoritmust véges sok lépés utdan megtud-
juk, hogy nyelveik metszete iires-e, vagyis hogy az M Turing-gép elfogad6 szamitasainak
elfogad(M) nyelve iires-e.

Ez tehat azt jelentené, hogy az a nyelvi tulajdonsag, hogy a nyelv {ires, algoritmikusan
eldonthetd lenne, ami ellentmond Rice tételének (10.35. tétel), hiszen az iiresség egy nem
trividlis nyelvi tulajdonsag.

A masodik allitashoz tegyiik fel, hogy van egy B algoritmus, amely tetszéleges G CF
nyelvtanrol eldonti, hogy a nyelve az Osszes szt tartalmazza-e. Megint hasznalhatjuk
a 12.15. tételt, de most azt a részét, hogy M-bol kaphatunk egy G3 CF nyelvtant, melyre
L(G3) = elfogad(M). Ha ezt a G5 nyelvtant adjuk a B algoritmusnak, akkor véges sok
1épés utan megtudjuk, elfogad(M) tartalmaz-e minden szét, ami azzal ekvivalens, hogy
elfogad(M) = () igaz-e, azaz L(M) iires-e. Mint mdr az el6bb is, ezzel ellentmonddsra
jutottunk.

A harmadik allitast egyszertien kapjuk az el6z6bdl. Legyen ugyanis Gy egy olyan CF
nyelvtan, amire L(Gy) = X* teljesiil. Ilyen nyelvtan van, mivel akéar regularis nyelvtan is
adhaté. Ekkor, ha el tudnank donteni két tetszoleges CF nyelvtan esetén, hogy a generalt
nyelviik megegyezik-e, akkor az eljardst erre a Ga-re (és tetszéleges G1-re) haszndlva az

L(Gy) ~ ¥* kérdést is eldontenénk, ami az el6z6 pont szerint lehetetlen. ]

12.18. Megjegyzés A beletartozas kérdése 0. osztdlyu nyelvtanok esetén algoritmiku-
san eldonthetetlen (mert az L, nyelv nem rekurziv). Az 1. osztdlyd nyelvtanokra viszont
eldonthetd linedris tdrban, és igy véges idében (mert CS C R).

Az tiresség és végesséq kérdése 0. osztalyu nyelvtanokra szintén algoritmikusan nem
eldonthetd (a Rice-tétel kovetkezménye), de ezek mdr az 1. osztdlyu nyelvtanokra sem
eldonthetdek (ezt itt nem részletezzik).

A Chomsky-féle nyelvosztalyok algoritmikus kérdéseinek eldonthetdsége osszefoglalva

beletartozas | {iresség | egyenldség | diszjunktsig | végesség
reguldris (3. oszt) igen igen igen igen igen
CF (2. oszt) igen igen nem nem igen
CS (1. oszt) igen nem nem nem nem
altaldnos (0. oszt) nem nem nem nem nem
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