Nyelvek és automatak 2023

9. R, RE még mindig

1. Alljon az L nyelv az olyan Turing-gépek kodjaibol, amelyek csak paros hosszi szavakat fogadnak el. Igaz-e,
hogy L

a) rekurziv?
b) rekurzivan felsorolhat6?

c¢) co RE-ben van?

Megoldas:

a) Nem igaz. Legyen T = {L : w € L. = |w| paros }. Ez a nyelvi tulajdonsag nem trivialis, hiszen van
réa pozitiv példa, pl. L1 = {00}, ami valéban RE-ben is van, hiszen egy véges nyelv regularis, és ezért rekurziv,
ami miatt RE-ben is benne van. (Kozvetlentil sem nehéz megadni hozza egy TG-t.) Negativ példanak jo pl.
az Lo = {0} € RE hasonl6é okok miatt.

Megmutatjuk, hogy c) igaz, és ebbdl mar kovetkezik, hogy b) nem igaz, hiszen ha egy nyelv RE-ben és
co RE-ben is benne van, akkor rekurziv is, ami az a) szerint nem teljestil.

¢) L € coRE pontosan akkor, ha L € RE, azaz van olyan TG, ami az L nyelvet ismeri fel. L elemei a
nem TG kodok és azok a w TG koédok, melyekre M, elfogad legalabb egy paratlan hosszu szot is. Az M gép
lényegében egy ilyen péaratlan hosszu szot keres. M egy w bemeneten

e ellendrzi, hogy w TG kod-e. Ha nem, akkor M alljon meg elfogado allapotban.

e A szokott modon sorban elgéllitja az (s,i) parokat, ahol s paratlan hossza szo, i = 1,2,.... Az M,
gépet az s szon i 1épésig futtatja. Ha ez alatt M, elfogad, akkor M alljon meg elfogad6 allapotban,
kiilonben vegye a kdvetkezd part.

Ha M, elfogad egy paratlan hosszi s szot, akkor, amint M az (s,i) parhoz ér egy megfelels i értékkel, akkor
M elfogadja a w szot. Kiilonben meg, ha nincs ilyen s sz6, akkor M nem all meg. Ezért L(M) = L.

2. Rekurziv-e az L = {w : w Turing-gép kod és L(M,,) = L, } nyelv?

Megoldds: Az, hogy egy nyelv épp az L,, egy nyelvi tulajdonsadg, T = {L : L = L,}. Nem trivialis,
hiszen Ly = L, € RE rendelkezik a tulajdonsiggal, mig mondjuk Ly = () € RE nem. Ezért a Rice-tételbs]
kovetkezik, hogy L = Lt & R.

3. Tekintsiik a dominoproblémanak azt a valtozatat, amikor csak egy tipus van (de abbol persze végtelen sok
darab). Rekurziv-e az igy modositott probléméahoz tartozo nyelv?

Megoldds: Egy {(a,b,c,d)} készlettel pontosan akkor fedhets le a sik, ha ezek egymas mellé és egymaés ala is
rakhatok. Azaz, ha b = d és a = c. Ezt ellendrizni véges eljaras, tehéat ez a valtozat rekurziv.

4. Tekintsiik a domindproblémanak azt a valtozatit, amikor minden dominét a vizszintes és a fliggéleges ten-
gelyre is szabad tiikrozni. Rekurziv-e az igy modositott problémahoz tartozo nyelv?

Megoldds: Igen, mert igy minden nem iires készlet jo. Igazabol egyetlen tipus is elég, mert akarmilyen (a,b,c,d)
dominé esetén egy vizszintes sav lefedhet§ a dominé és a fiiggsleges tengelyre vett tiikorkép véltakozasaval.
Ez ala egy olyan sav johet, amik a mindig a felettiik levSk vizszintes tengelyre vett tiitkorképei. Es ezt a
kovetkezs savokra is alkalmazhatjuk.

5. Igazolja, hogy rekurziv a PCP-nek az a valtozata, amikor csak egyetlen szopar adott (k= 1)!

Megoldds: Minden j6 indexsorozat valahany 1-bél all, azaz s} = t¥ valamilyen k > 1 szdmra. Mivel a két
oldal hossza azonos, ezért |s¥| = |t§| és igy |s1| = |t1] is igaz. Ekkor k = 1 is megoldas kell legyen, azaz
s1 = tp is teljesiil. Ha pedig s1 # t1, akkor nincs megoldas. Az pedig, hogy s1 és t; megegyezik-e véges
lépésben eldontheté Turing-géppel, tehat ez a valtozat valéban rekurziv.

2023. november 16. 1 FK



6. Rekurziv-e a PCP-nek az a valtozata, amikor minden szoparra |s;| = |t;| teljesiil?

Megoldds: Igen. Mert ilyenkor a megoldhatosig sziikséges és elégséges feltétele az, hogy legyen olyan szépar,
amire s; = t;.

7. Rekurziv-e a PCP-nek az a valtozata, amikor minden szépar legfeljebb egyszer hasznélhat6?

Megoldds: Igen, hiszen ilyenkor csak véges sok lehetGség van (n szopar esetén kevesebb, mint (n + 1)"),
ezeket sorban ki tudjuk prébalni egy Turing-géppel, hogy j6 megoldast adnak-e. Ez egy véges eljaras.

8. Legyen ((s1,t1),.-.,(Sn,tn);m) € L az olyan esetekben, amikor az (s;,t;) parok altal meghatarozott Post
megfeleltetési probléménak van legfeljebb m hosszt indexsorozatbol all6 megoldasa. Mutassa meg, hogy az
L nyelv rekurziv!

Megoldds: Az el6z6hoz hasonloan, a legfeljebb m hosszi indexsorozatok szama véges, (kevesebb, mint
(n+1)™), ezek mindegyikét végig lehet probalni.

2023. november 16. 2 FK



