Nyelvek és automatak 2023

7. CYK, Turing-gépek
1. A Cocke-Younger-Kasami algoritmussal elemezziik az aaab szt a kévetkezd nyelvtan alapjén.

S—XY|YX X —>AZ|a Z— XA Y - AT | AA | b T — AY A—a

Az alabbi tablazatban mar kitoltottiik a 2. és 3. sorokat.
(a) Toltse ki az els6 sort!
(b) Mit jelent az, hogy két S szimbolum keriilt a 3. sor elsd mezdjébe?
(c) Egészitse ki a megfelels indexekkel a téablazatban szerepld valtozokat!
(d) Mi lesz a legfelst mez6 tartalma?
(

e) A tablazat alapjan allapitsa meg, hogy a megadott sz6 levezethets-e a nyelvtanbol!
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Megoldds: A nyelvtan Chomsky-norméalformaban van, a CYK algoritmust atalakitas nélkiil lehet ra alkal-
mazni,

(a) Ide azok a valtozok jonnek amiknek van az adott betiibdl allo jobb oldala, lasd a tablazat.
(b) Azt, hogy S-bél az adott sz6 3 hosszi kezdGszelete kétféleképpen is levezethets.

(c-d) Léasd a téblazat. A nem egy betiis szabalyokat szamoztuk meg:
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(e) Mivel S szerepel a legfels6 mezGben, a sz6 levezethetd. (S6t, mivel kétszer is szerepel, kétféle levezetési
fa is van. Az indexek mutatjék, hogy az egyik az 1., a masik a 2. szaballyal indul.)
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2. A CYK-algoritmussal elemezze az alabbi nyelvtant hasznalva az abbbba és az abbba szavakat! Rajzolja fel a
kapott levezetési fakat is!

S— AX |BY | AA| BB X — SA Y - SB A—a B —b

Megoldds: A nyelvtan Chomsky-normalforméaban van, tehéat az algoritmus a nyelvtan tovabbi atalakitasa
nélkiil alkalmazhaté.

Beszamozzuk a szabalyokat:
1 2 3 4 5 6
S— AX |BY | AA| BB X — SA Y - SB A—a B — b,

majd kitoltjiik a tablazatot.
Latszik, hogy egyetlen levezetési fa van a szohoz:
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5 .
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3. — Ye2 X529 Mivel a fels§ mez6be nem keriilt be az S, ezért
a sz6 nem vezethetd le, nincs levezetési faja.
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3. Adjon meg egy 2 szalagos, determinisztikus Turing-gépet (az dtmeneti fiiggveény leirdséval) az
{a"b"c" : n > 0} nyelvhez!

Megoldds: A miikodés elve: a 2. szalagra egy, a szalag elejét mutaté X karakter kiirdsa utan g, allapotban
lemasoljuk az a-kat. Amikor az 1. szalagon a b-khez ériink, egy 1j ¢, allapotban 6sszehasonlitjuk a b-k
szdmat a 2. szalagon lev§ a-kkal. Ha egyszerre ériink az 1. szalagon az els§ c-hez és a 2-on az X-hez, akkor
a q. allapotban az els6 szalag c-inek szamat hasonlitjuk a 2. szalag a-ihoz. Elfogadunk (¢ ), ha egyszerre
ériink az els6 *-hoz mindkét szalagon.

(%,%) (a,*) (b,x) (b,a) (¢, X) (c,a)

q0 (Q+,*,*,H,H) (qa,a,X,H,J)

qa (Q(lvav a, J? J) (Qb7b7 * 7H7B)

ab (Qbab7a>J7B) (qwCaXaHaJ)

ge (q-‘r?* , ¥ 7H7H) (qC7C7a7J7J>

Elfogadé allapot: gy — itt a szamitds véget ér. Vagy az iires bemenetnél léphetiink ide go-bdl, vagy ha
sikeresen feldolgoztuk az egész szot.
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4. Legyen M egy véges automata, aminek abécéje ¥ = {0,1,2,3}. Hogyan lehet ebbdl egy olyan M’ véges
automatéat késziteni, aminek dbécéje X = {0,1} és az L(M') szavait ugy kapjuk L(M) szavaibol, hogy 3
karakterei helyett a megfelels két-két bitet irjuk egymés utan. (Péld4ul, ha 0103 € L(M), akkor 00010011 €
L(M").)

Megoldds: Otlet: képzeljiik azt, hogy M atmenetei két bitesek. Ez igy a biteken nem lenne szabalyos VA,
hiszen annak &dtmenetei csak egy-egy karaktertsl fiigghetnek. Ugy kaphatunk egy (szabélyos) M’ véges
automatat, hogy minden eredeti d&tmenetet két 1épéssel helyettesitiink.

Az M minden ¢ allapotahoz vegyiink fel két tovabbi allapotot: ¢g,q1. Az M minden (¢,a) — ¢’ dtmenetéhez
(ahol @ = b1be € {00,01,10,11}) tartozzon az M'-ben a (g,b1) — qp, és a (qp,,b2) — ¢’ atmenet.

Kezdsallapot az M kezdgallaota, elfogadok az M elfogado allaotai.
Vilagos, hogy az M-beli szamitési utak megfelelnek az M’ szamitasi ttjainak (csak az utobbiban kétszer

annyi lépésbdl allnak), a két automata ugyanazokat a szavakat fogadja el.

5. Vazolja, hogyan kell az eléz6 feladat konstrukcidjat modositani, kiegésziteni, ha véges automatak helyett
Turing-gépekrél van sz6.

Megoldds: A Turing-gép feliil is tudja {rni a szalag tartalmat, és a fejét is megfeleléen mozgatni kell. Itt 1
eredeti lépést nem két 1épés fog helyettesiteni, mert két 1épés kell ahhoz, hogy a bemeneti informaciot ssze-
gytjtsiik, és ez utén lehet csak feliilirni a szalagot és a fejet a megfelels helyre vinni. Pl. egy szalagos esetben
egy 0(q,a) = (¢, ¢, B) atmenetet a = ajag, ¢ = c1cy esetén a kovetkezd 1épéssorozattal helyettesithetjiik":

beolvasas+2. bit felilirasa: (¢, a1) — (¢a,, 01, B),  (¢ay,a2) = (¢a1 a9, C2, B)

1. bit feliilirdsa: (9a1,a9-01) = (¢',c1, B)
ahol qq,, @a, .4, 3z eredeti 4tmenethez tartoz6 4j allapotok.
Ha a fej eredetileg helyben marad, akkor hasonlé jo, csak az utolsé lépésben nem B, hanem H kell (és ezzel
az elsG biten 4ll a fej). A jobbra lépéshez itt is meg még egyszer jobbra kell lépni (amihez ujabb éllapot
sziikséegs).

6. Igazolja, hogy Lg
(a) rekurzivan felsorolhato!

(b) nem rekurziv!

Megoldds: Lg={w:w¢& Ly} = {w: nem TG kod vagy w € L(M,,)}.
(a) Ehhez azt kell megmutatni, hogy van az Ly nyelvet elfogadé TG. Vazolunk egyet.
Az M gép egy w bemeneten
e ellenérzi, hogy w egy TG kédja-e. Ha nem, akkor M &lljon meg elfogad6 allapotban.
e Futtatja az M, gépet a w bemeneten.
— Ha ez elfogad, akkor M is alljon meg elfogadéban.
— Ha M, megéll és elutasit, akkor M is 4lljon meg egy nem elfogadé allapotban.
(Természetesen, ha M, nem all meg, akkor az ezt futtaté M sem fog.)

Ekkor L(M) az els6 pont miatt tartalmazza a nem kodokat, tovabba, a méasodik miatt azokat a w szavakat,
melyekre M, elfogadja w-t — és pont ez amit akartunk.

(b) Ha Ly egy rekurziv nyelv, akkor a komplementere is az, de Ly ¢ RE és ezért Ly € R.

7. Legyen L = {w#s: w € Ly és M, nem fogadja el az s sz6t }. Igaz-e, hogy
(a) L € R?
(b) L € RE?

Megoldds: Egyik sem igaz. Ehhez vegyiik észre, hogy {w : w#w € L} = L,. Nézziik el6bb a (b) pontot.
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(b) Tegyiik fel, hogy igaz, ami azt jelenti, hogy van olyan M TG, amire L(M) = L. Ebb6gl készithetiink
egy, az Ly nyelvet felismers My TG-t:
M, egy tetsz6leges w bemeneten azt csindlja, hogy futtatja az M gépet a w#w szén. Az My pontosan akkor
fogadjon el, ha M igy tesz. Ekkor L(My) = Ly, ami azt is jelentené, hogy L4 rekurzivan felsorolhat6. De
tudjuk, hogy Lg € RE, tehat L ¢ RE.

(a) Ha L ¢ RE, akkor L ¢ R, hiszen R C RE.

8. Igazolja, hogy ha L rekurziv, akkor L* is rekurziv!

Megoldds: L rekurziv, tehat van olyan 1 szalagos, determinisztikus M TG, ami minden bemeneten megéll
és L(M) = L.

Egy adott w bemeneten M*-nak azt kell eldéntenie, hogy w felbonthaté-e néhény részre ugy, hogy mindegyik
rész L-ben legyen. Az M™* TG a kévetkez§ algoritmust valdsitja meg: Ha a bemenet az tires sz0, akkor megall,
elfogad. Egyébként egy nem iires w bement esetén sorban veszi ennek a kiilonb6z6 felbontésait (1 részre,
2 részre az Osszes lehetséges modon, stb., egészen a |w| részre, azaz betiikre bontasig). Az M* az aktudlis
felbontas minden darabjan egymés utan futtatja az M gépet. Ha valamelyik felbont4dsnal mindegyik futtatas
elfogadassal zarul, akkor M* alljon meg elfogadoé allapotban. Ha ez egyszer sem torténik meg, akkor amikor
M* az eljaras végére ért, alljon meg elutasité allapotban.

Igy M* pontosan akkor fogadja el a w szot, ha w € L*.

Ezt egyszertien meg lehet valdsitani, pl. egy 4 szalagos TG-vel: A masodikra a szalag elejének megjeldlése
utan lemasoljuk a bemenetet (ez csak azért kell, hogy a bemenetnek egyszertien vissza tudjunk menni az
elejére). A 3. szalag az aktualis felbontas és az aktualisan vizsgalt darab nyilvantartasara szolgal. A 4.
szalagra masolja 4t M™* a megfelel§ darabot, és ezen futtatja M-et.

Minden w sz6 esetén véges sok lehetéség van a felbontésra, ezek mindegyikénél véges sok darab van, amikre
az M-et futtatni kell. Mivel a feltevés szerint M mindig megdll, ez az egész egy véges eljaras lesz.
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