Nyelvek és automatak 2023

2023.

6. Algoritmikus kérdések, Chomsky-normalforma

. Adott Ly, Ls C {a,b}" nyelvekhez legyen Lg az azokbol a szavakbol &ll6 nyelv, melyek az L; és Lo nyelvek

koziil pontosan az egyikben vannak benne. Igazolja, hogy van olyan L; és Lo kérnyezetfiiggetlen nyelv,
melyre

(a) Lg, is kornyezetfiiggetlen!
(b) Lg nem kornyezetfiiggetlen!

Megolddas:
(a) Legyen pl. L; tetsz6leges CF nyelv és Lo = Ly. Ekkor Lg = ), ami kornyezetfiiggetlen (regularis is).
Egy maésik egyszerii példa: L1 = 0, Lo tetsz6leges CF nyelv. Ekkor Lg = Lo.

(b) Legyen L; = {a,b}". Ekkor Lg = Lo. Tehat ha Ly egy olyan CF nyelv, aminek komplementere nem
CF (tudjuk, hogy van ilyen), akkor Lg nem kornyezetfiiggetlen.

. Lehetséges-e, hogy ha az L1, Lo C ¥* nyelvek kornyezetfiiggetlenek, akkor az L1 U Ly és az L1 N Ly nyelvek

kozil
(a) pontosan az egyik kornyezetfiiggetlen?
(b) mindketts kornyezetfiiggetlen?
(c) egyik sem kornyezetfiiggetlen?

Megoldds: Tudjuk, hogy a CF nyelvek zartak az uniéra, de a metszetre nem. Ennek alapjan
(a) Lehet: Ly és Lo legyen olyan CF, amiknek metszete nem CF.
(b) Lehet, pl. Ly = Lo esetén az unidjuk és a metszetiik is az Ly, tehat CF.

(c) Nem lehet, hiszen az unié mindig CF.

. Adott egy L C {0,1}" regularis nyelv. Az a kérdés, hogy tartalmaz-e minden 0-val kezd6ds szot. Adjon

eljarast, ami ezt a kérdést eldonti, ha a nyelv megadasanak moédja
(a) véges automata
(b) regularis kifejezés

(c) reguléris nyelvtan

Megoldds: Jelolje Ly a 0-val kezd6dd szavak nyelvét. Ekkor a kérdés: Igaz-e, hogy LN Ly = Ly 7

(a) Vegyiik Lo-hoz a minimélautomatat. Ebbdl és az L-et megadd véges automatabol elkészitjiikk a
metszethez tartozd véges automatat, majd ezt minimalizaljuk. Ha az eredmény izomorf az Ly minimélauto-
matajaval, akkor a valasz igen, kiilonben a vélasz nem.

(b) Készitsiink a regularis kifejezésbdl véges automatat. Innen ugyanaz, mint az (a). (El6z6leg elhagy-
hatjuk a regularis kifejezésbol az 1-gyel kezd6ds tagokat, igy a kezdd automatank kisebb lehet.)

(c) Ha elhagyjuk az S — 1A tipusu szabalyokat, az nem elég, mert az is kell, hogy minden Lg-beli
generalhatd. De az automatéra attérés itt is miikodik — ezt akar csindlhatjuk a teljes nyelvtanbél vagy az
S — 1A alakt szabalyok elhagyésa utan.

. Adott egy M nemdeterminisztikus véges automata és egy R regularis kifejezés. Vazoljon algoritmust annak

eldontésére, hogy
(a) az M altal elfogadott L(M) nyelv megegyezik-e a regularis kifejezés L(R) nyelvével,

(b) a két nyelv csak véges sok szoban kiilonbozik-e!

Megoldas:

(a) Készitsiink a reguléris kifejezésbdl a tanult algoritmussal véges automatat. Ezt determinizaljuk és
minimalizaljuk. Most mar csak azt kell ellendrizni, hogy az M determinizalasa és minimalizalasa utan kapott
automatéaval izomorf DVA-t kaptunk-e.
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(b) Kezdjiik, mint az el6bb: készitsiink a regularis kifejezésbdl a tanult algoritmussal véges automatat.
Ezt determinizaljuk és minimalizaljuk, legyen ez Mp. Determinizaljuk az M automatat is, ez legyen M’'. Az
a kérdés, hogy az L = (L(Mpg) — L(M')) U (L(M') — L(MR)) nyelv véges-e. Ennek eldontéséhez készitsiik el
az L-hez tartoz6 minimélautomatat, felhasznalva a kiilénbséghez és az unidhoz tartoz6 konstrukeiot (amibol
kapott automatat aztan determinizalni, minimalizélni kell). Most méar csak azt kell ellendrizni, hogy ez a
DVA nem tartalmaz olyan kort, amibdél elérhets elfogadd allapot.

Az utébbi rész (minimalizalas, kor keresés) helyettesithetd annak ellendrzésével, hogy a kapott automata
nem fogad el egyetlen olyan szét sem, melynek hossza p és 2p kozé esik. (Itt a pumpéalasi hossz helyett
valaszthatunk annél nagyobb p értéket is amire pl. a determinisztikus teljes automata allapotainak szama
megfelels.)

5. Az L C {0,1}" nyelvben csak véges sok sz6 van, és ezek kozé tartozik a 10 db 0-bol all6 sz6 is. Igazolja, hogy
a nyelv regularis de a miniméalautomatéja legalabb 11 allapotu!

Megoldas: Jelolje s a minimalautomata allapotszamaét.

1. valtozat — hasznaljuk a tanultakat: Minden véges nyelv regularis (lehet pl. NVA-t késziteni, amiben
minden nyelvbeli szohoz egy-egy kiilon Gt tartozik, amikben csak a kezdéallapot kozos. Hasonléan lehet
egyszerii regularis nyelvtant is adni). Tudjuk, hogy a nyelv pontosan akkor véges, ha minden szavanak a
hossza legfeljebb p, ami a pumpalasi hosszt jeloli. Tehat most 10 < p. A pumpalasi lemma bizonyitasaban p
egy determinisztikus teljes véges automata allapotszdma, azaz lehet p = s. Ezért 10 < s.

2. valtozat — elemi: A 10 hosszu széhoz egy 11 allapotot tartalmazéd elfogadd szamitasi ut tartozik. Ha
ennek &llapotai kozott van ismétlédés, akkor van egy kor a szamitasi itban, ami akarhanyszor ismételhetd,
azaz végtelen a nyelv. Tehat minden VA legalabb 11 allapott.

6. Hozza a kovetkez6 nyelvtanokat Chomsky-normalforméajiara! Milyen nyelvet generdlnak a felsorolt nyelvta-
nok?

a) S — aSa|ab
b) S — aSa|bSa|e
c) S — aAbBc | aCbDc, A — aAb|ab, B— Bc|c,C —aC |a, D — bDc|bc

(
(
(
dF—-FE+FE|ExE|a

Megoldas:
(a) A nyelv: {a**1ba® : k > 0}
1. rész (minden legalabb 2 hosszi jobb oldal csak valtozokbol all):

S — XoSX, | XaXp Xq—a Xy —Db

2. rész (feldarabolas):

S — XY | XoXp Y - 585X, X, —a Xy, —0b

(b) A nyelv: péaros hosszu szavak, a felétsl kezdve csupa a betd.
Ez nem egy szabalyos CF nyelvtan, el6bb az e-szabalytél meg kell szabadulni. Ennek eredménye:
S —e|S S — aSa|aa|bSa|ba

A keletkezett egyszeres szabalyt is meg kell sziintetni:

S" —e|aSa|aa|bSa|ba S — aSa|aa|bSa|ba
Most johet az 1. rész:
S' e | XoSX, | XoXo | Xp5X, | Xp X, S = XoSX, | XoXa | XpSXa | XpXa X, — a Xp — b
2. rész (az algoritmust kovetve, nem optimalizalunk!)

S e | XV | XoXo | XoZ | XoXa S — XoR| XoXo | XoT | XXo Xo—a X, —b
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Y - 5X, Z — SX, R — SX, T — SX,

(A 4 legutobb bevezetett valtozot lehetne egyetlen valtozoval helyettesiteni. )

(c) Az A véltozobol levezetheték: Ly = {a¥bF : k > 1}, a B valtozobol levezethetsk: Lg = {c: ¢ > 1},
a C valtozobol levezethetSk: Lo = {a™ : m > 1}, a D valtozobol levezethetSk: Lp = {b"c™ : n > 1}. Ezek
alapjan a nyelv: aL,bLpcUaLcbLpc = {albic” :p,q,r > 2,p=q vagy ¢ =r}

Atalakitas 1. rész:
S — X, AX,BX,. | X,CX,DX,
A — X AXy | XoXp B — BX.|c C— X, C|a D — XpDX,. | Xp X,
X, —a Xy —b X.—>c

2. 1ész
S — X1 | Xo 21 Y| — AY2 Yo —» XpYs Y; - BX, Z1 — CZQ Lo — XpZs Z3 — DX,

A= X,R|X,X, R—AX, B—-BX.|c C—X,Cla D-=XT|XX. T— DX,

X, — a Xy, —b X.—c

(d) A nyelv az (egyszert, zarojel nélkiili) aritmetikai kifejezések nyelve.
1. rész:
E > EX,E|EX.Ela Xi—+ X, x

2. rész
E—FEY |EZ|a Y - X F 7 — X FE Xy =+ X, — *

7. Egy A — « nyelvtani szabély hossza legyen 1+ |a|. Egy CF nyelvtan hossza jelentse a benne levd szabalyok
hosszainak Osszegét.

Legyen ¥ = {0,1} és G egy egyszeres szabalyok nélkiili CF nyelvtan, amiben n valtozo van és a nyelvtan
hossza N. A G-bdl a tanult modon elkészitjiik a Chomsky-normalformaju G’ nyelvtant. Az n és N paramé-
terek segitségével adjon felss becslést G’ valtozoinak szdmara és a G’ nyelvtan hosszéra!

Megoldds: A régi valtozok mellett ¥ minden karakteréhez tartozhat aj valtozo és egy 0j szabaly. Egy A — «
szabalybol pedig |a| — 2 0j valtozo keletkezik és ezt |a| — 1 Gj 3 hosszu szaballyal helyettesitjiik. Tehat
h =1+ |a| hosszbol 3(Ja| — 1) = 3(h —2) < 3h hossz lesz. Vegyiik észre, hogy ez |a| = 2 esetében is igaz, és
a végsS becslés az A — a alakuaknal is helyes (az utobbi esetekben a hossz nem valtozik).

A CNF-ben a valtozok szaman’ <n+ S|+ N —-3=n+ N — 1.
Az 4j nyelvtan hossza N’ < 2|3 4+ 3N < 3N +6.
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