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Nyelvek és automatak

5. CF nyelvtanok atalakitédsa. Veremautomata. Kornyezetfiiggetlen pumpalés

1. A tanult moédszerrel kiiszobolje ki az e-szabélyokat az alabbi nyelvtanokbol!

(a) S — SaSb | e

(b)y S— ABC, A—BB|e, B—CC|a, C—AA|D

Megoldas:
(a) S-bdl megkaphato az e, ezért kell egy 0j kezd6valtozo is.

S —elS S — SaSb | aSb | Sab | ab

(b) Elenyész6 valtozok meghatéarozasa: Ey = {A}, Ex = {A,C}, Es = {A,B,C}, By ={A,B,C,S} =

E.
Az 10j nyelvtan:
S —¢e|S
S— ABC |BC | AC |AB|A|B|C
A— BB|B
B—-CC|C|a
C—AAA|b

2. A tanult modszerrel sziintesse meg az egyszeres szabalyokat a kovetkezs nyelvtanban!

S— A|B A—aSb|la B—Spv|C C— SalS

Megoldds: Az egyszeres szabalyok grafja:
S A

B C
Latszik, hogy az S, B, C' valtozokbol mind a 4 cstcs elérhetd, A-bol egyetlen més csiics sem. Az Gj nyelvtan:

S —aSb|a|Sb|Sa A—aSb|a B — aSb|a|Sb|Sa C —aSbla|Sb|Sa

(A kapott nyelvtanban vannak felesleges szimbolumok, ezek kikiiszobolése tovabbi feladat lehet. )
3. A tanult médszerrel alakitsa at a kovetkezd nyelvtant olyanra, amelyben mar nincsenek egyszeres szabélyok

és felesleges szimbolumok!

S—aA|Bb|C A— Av| S B—c|S C— Alcc

Elsbb az egyszeres szabalyoktol szabadulunk meg. Ezek gréfja:

Megoldds:
S A
B C
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Latszik, hogy ebben B-bdl minden, az S, A, C valtozokbol B kivételével minden elérhetd.

Ennek megfelelgen az 0j nyelvtan:
S —aA|Bb| Ab|cc
A—aA|Bb|Ab|cc
C —aA|Bb|Ab|cc
B —c|ad|Bb|Ab|cc

1. tipusu felesleges valtozok megtalalasahoz: Ty = {a,b,c} T1 = {a,b,c,S, A, B,C} = T». Mivel T minden
szimbolumot tartalmaz, ezért ilyen tipusu felesleges nincs.
2. tipus: Sp = {S}, S1 ={S,a, A, B,b,c} = Sy. Tehat C felesleges, a nélkiile kapott nyelvtan:

S —aA|Bb|Ab]|cc

A—aA|Bb| Ab|cc

B —c|adA|Bb|Ab|cc

(Ebben mar nincs a definicié értelmében felesleges valtozo, de kisebb nyelvtan ettsl még lehetséges!)
4. A tanult médon sziintesse meg a felesleges szimbolumokat az alabbi kérnyezetfiiggetlen nyelvtanban!
S — AB | AC
A — adb|bAa|a
B - bAB | aaB | BaD

C — abCa | aBC(C | ba
D —bD|aCa

Megoldds: Az 1. tipusu felesleges szimbolumok (nem ttinnek el) kisztirése:

Ty={ab} Ti={abA,C} Ty={abAC,S D}=Ts

azaz B felesleges, tehat minden B-t tartalmazo6 szabalyt el kell hagyni. Ennek eredménye:

S — AC

A — aAb|bAa|a
C — abCa | ba
D —bD | aCa

A 2. tipusu felesleges szimbolumok (nem elérhetsk) kisztirése az elbb kapott nyelvtanbol:
So ={S} S1={S,A,C} Sy ={S,A,C,a,b} = Ss,

azaz D felesleges, tehdat minden D-t tartalmazo szabalyt el kell hagyni. A felesleges szimbolumok nélkiili

nyelvtan:
S — AC
A — aAb|bAa|a
C — abCa | ba

(Ebbdl egyszeriibb meghatarozni a generalt nyelvet is, ugye?)
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5. Igazolja, hogy ha egy CF nyelvtanbdl el6szor az e-szabalyokat kiiszoboljiik ki, utana az egyszeres szabélyokat,
majd az 1. tipust felesleges szimboélumokat, végiil a 2. tipusu felesleges szombdélumokat is, akkor a kapott
nyelvtanban se e-szabaly (kivéve az esetleges S — € szabalyt), se egyszeres szabaly, se felesleges szimbolum
nem lesz!

Megoldds: Az egyszeres szabalyok kikiiszobolésekor csak a korabban meglevs jobb oldalakat rendeljiik més
valtozokhoz is, teh&t ha nem volt e-szabaly, akkor ilyen nem is keletkezik.

A felesleges szabalyok kikiiszobolésekor csak torliink néhény szabalyt, Gjat nem adunk hozza a nyelvtanhoz,
ezért nem keletkezhet 4j e-szabaly vagy egyszeres szabaly.

Még azt kell latni, hogy a 2. tipusiu feleslegesek torlésekor nem keletkezik 1. tipusi. Ez meg azért van,
mert ha a nyelvtan minden valtoz6jabol levezethet§ sz6, akkor minden, a kezd&valtozobol elérhetd valtozobol
indulva, egy sz6 levezetésekor felhasznalt valtozok is elérhetk a kezd&véiltozobol, azaz ezek nem feleslegesek,
nem lesznek torolve, igy tovabbra is levezetheté marad a szo.

6. Legyen ¥ = {a,b}. Adjon iires veremmel elfogadd veremautomatat a 3 feletti palindromok nyelvéhez!
(Palindrom az, ami visszafelé olvasva is ugyanugy néz ki, pl. e, aba, aa.)

Megoldds: Az 6tlet, hogy eleinte az olvasott karaktereket berakjuk a verembe (¢ allapot), majd egy pont
utéan, ha azt olvassuk, amit a verem tetejérdl leszedtiink, akkor tovabb lépiink, kiilonben a szamitas elakad (go
allapot). Azt, hogy mikor kell valtani nem kell tudnunk — erre j6 a nemdeterminisztikus automata. Ahhoz,
hogy a palindormoknél a végén kiiiriiljon a verem, érdemes még az elején a verem aljat jelzd szimbolumot
kidobni (gp allapot). Ez azért is jo otlet, mert az iires szo6 is palindrom.

Példaul harom allapottal egy lehetséges megvaldsitas, amiben azért, hogy a struktira még vilagosabb legyen
(és kevesebbet kelljen irni), a g9 — ¢1 atmenetben semmi nem torténik a bemeneten és a veremben. A
q1 — g2 atmenet viszont kezeli a péaratlan hossza palindromok esetét — mindegy, hogy a kozépsé karakter

micsoda.
aje > A a;A—e
ey — € b;e - B b;B —¢
*8—*8—*
ge—e¢ e —¢
aje —>¢€
b;e — ¢

Az lires sz6 esetén a verem Kkiiiriil go-ban, és bar tovabb tud lépni ¢1-be, majd ¢o-be, a verem végig iires
marad, tehat a szamitas elfogadd. Nem iires szénal hidba triil ki a verem gp-ban, tovabb kell 1épnie, hiszen
még nem olvasta el a szo6t. Ha nem a sz6 felénél 1ép at go-be, akkor vagy még a szd vége el6tt kitiriil a verem,
és a szamités elakad, vagy nem {iril ki a verem és igy egyik esetben sem fogad el. Szintén elakad ha ugyan
jokor valt, de a sz6 nem palindrom.

7. A tanult moédon készitsen iires veremmel elfogadd veremautomatat a kévetkezé nyelvtanhoz! Mi a nyelvtan
altal generalt nyelv?

S — XY X —->XV|b Y ->UY |a U—a V — b

Megoldds: A veremautomatinak egyetlen ¢ allapota lesz, ami egyben a kezd&allapot is. A veremben
kezdetben bent levs szimbolum feleljen meg az S véiltozoénak Az atmenetek:

6(¢,6,8) ={(¢, XY)}  d(¢,6,X) ={(¢,XV),(¢,;0)}  (q,&,Y) ={(¢,UY),(q,2)}
6(g,e,U) ={(¢;a)}  d(q,e,V) ={(q,bb)}
6(¢,a,a2) = {(¢;¢)}  6d(g;b,b) = {(g,¢)}

A generalt nyelvhez el6bb vegyiik észre, hogy az Y-bol megkaphato szavak halmaza az aa*, X-bdl pedig
a paratlan hosszi b-sorozatok kaphatok meg. Mivel a teljes nyelvtan &ltal generalt nyelv az eléz6 kettd
konkatenaltja, ezért L = {b*"~'a¥ :n, k > 1}.
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8. Legyen L = {a"b"c" : n > 0}. Igazolja, hogy L komplementere kérnyezetfiiggetlen!

Megoldds: Az L nyelv szavai 4 osztalyba sorolhatok:
e nem a*b*c* alaktak, L, = a*b*c*,

Lay = {a/ck i # 4, 4,7,k > 0},

Loe = {av/cF 1 i £k, 0,5,k > 0},

Ly = {a'ick : j #k, i,5,k>0}.

Egy sz6 t6bb osztélyba is beletartozhat, de L = Ly U Ly U L U L : be és ezért elég azt megmutatni, hogy
ez a 4 nyelv mind CF, mert akkor az uniéjuk is.

L, egy reguléris nyelv komplemetere, ezért regularis, tehat CF is.

Az L., nyelvet generald majdnem CF nyelvtan felhasznalja, hogy ez két nyelvbdl all, az a-kat és b-ket
tartalmazo résznek és c*-nak az Osszefiizése. Az elsG részt lehet tgy generdlni, hogy egy ideig egyszerre
rakunk le egy a-t és egy b-t, majd egy id6 utan vagy csak a-kat vagy csak b-ket, igy biztositjuk, hogy
valamelyikbdl tobb legyen:

S — SuC
C—cCle
Sap — aSypb | A| B
A—aAla
B —1bB|b

Az L, nyelvtana hasonldéan épithets fel. Most a szélén az a-kat és a c-ket generaljuk egyiitt egy darabig,
utéana pedig csak a-kat (legalabb egyet) és b-ket , vagy csak c-ket (legalabb egyet) és b-ket:

S —aSc| AB | BC

A—aAla

C—cClc

B —bB |«

Az Ly, az Ly, esethez hasonlo, csak ott az elején jon a tetszGleges szamu karakter:

S — ASp.
A—ad|e
Spe — bSpec | B | C
B —bB|b
C—cClc

Veremautomatéval is egyszert: pl az L, nyelvhez amig az a-k jonnek, belerakunk egy-egy karaktert a
verembe, a b-knél meg (egy 1j allapotban) kiszedegetjiik. Ha az els§ c-nél még van berakott karakter a
veremben, az jo, arra persze figyelni kell, hogy utan méar csak c-ket olvashatunk. Ha pedig még b-t olvasunk,
amikor a verem aljat jelzd szimbolumhoz értink az jo (de ilyenkor is végig kell menni a bemeneten, hogy
ellendrizziik, a b-k utan méar csak csupa c jon).
9. Kornyezetfiiggetlenek-e az alabbi nyelvek?

(a) Lq = {a"0*a*b" : k,n > 1}

(b) Ly = {a"b*a™b* : k,n > 1}

(c) Le={a™":1<m <n<2m}

(d) Lg={0™ :n>1}

(e) Lo = {abitab®2 ... albik : k > 0, i1,42,...,9% > 1}

Megoldds:
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(a) Igen. Ezt meg lehet mutatni nyelvtannal és veremautomataval is.
Egy lehetséges nyelvtan, ami arra a gondolatra épiil, hogy az 1. és 4. blokkot egyiitt generaljuk a kezddéval-
tozobol, majd egy 0j valtozo segitségével a kozépss két blokkot: S — aSb | aTb T — bTa | ba

Egy megfelel6 veremautomata vazlata: A kezds a betii olvasasakor egy qq1 allapotba lép, és kozben egy
A-val béviti a vermet. Ebben az allapotban a tovabbi a bettikre is ugyanezt csinédlja. Az elss b-re atlép egy
qv1 allapotba és egy B-vel bgviti a vermet. Ugyanez torténik a tovabbi b betiiknél. Innen egy a betiire
atlép qu2-be, és minden a hatésara kivesz a verembdl egy-egy B-t. Egy b-vel gy2-be keriil és innent6l minden
b hataséara kivesz egy-egy A-t. Kell még egy (qu2, ¢, Zo) — (qr, Zo) atmenet, amivel az elfogadé ¢y allapotba
léphet.

(b) Nem. Tegyiik fel, hogy CF és legyen p > 0 a pumpéalasi hossz. Vélasszuk a z = aPbPaPbP € L,
szot. Vilagos, hogy |z| = 4p > p. Vegyiik ennek egy tetszéleges, a pumpélési lemma szerinti z = wvwzy
felosztasat.

Ha v-ben kétféle betid is van, akkor az ismétlésekor a blokkok szédma ndé, a pumpalt valtozat nem lesz a
nyelvben. Ugyanez igaz, amikor x-ben van kétféle betii. Tehat mind a két részsz6 homogén.

Ha azonos blokkon beliil vannak, akkor pumpaléskor ennek a blokknak a hossza valtozik, de a parjaé nem, ez
is kivezet a nyelvbgl. Ugyanez torténik, ha v vagy = az tires sz6. (Tudjuk, hogy mindkett nem lehet iires.)

Még az az eset maradt, hogy v és x kiilonbo6z8 blokkokban van és egyik sem iires. Mivel a lemma szerint
l[vwz| < p, ez csak két szomszédos blokk lehet. Pumpalaskor ezek hossza véltozik, de a parjaiké nem, ez sem
lesz benne a nyelvben. Azaz ellentmondésra jutottunk, tehét Ly nem CF.

(c) Igen.
A nyelvtan 6tlete lehet, hogy szokés szerint a két szélén generaljuk az a és b betiiket, de most egy a-val
egylitt vagy 1 vagy 2 darab b betd keletkezik:

S — aSb | aSbb | ab | abb

A veremautomata hasonlé elven alapulhat: pl. minden a bet(inél berakunk egy vagy két A szimbolumot a
verembe (az utobbihoz két lépés kelll), az els6 b betiivel atlépiink egy 1j allapotba, ahonnan kezdve minden
b betiinél egy A-t szediink ki. Egy lehetséges megvalositas:

e A AA b A e
g€ —€
b; A —
N oS O O =G S—G)
a; ZO — AZ() g, ZO — Z()
a: A — AA

(d) Nem. Tegyiik fel, hogy CF és legyen p > 0 a pumpalasi hossz. Véalasszuk a z = 0P € Ly szot.
Vilagos, hogy |z| = p! > p. Vegyiik ennek egy tetszsleges, a pumpalasi lemma szerinti z = uvway felosztésat.
Ha t = |vz|, akkor 1 <t < p. Pumpélaskor a sz6 hossza |[uvFwz¥y| = p! + (k — 1)t lesz. Ez pl. k = 2 esetén
pl+t<pl4+p<(p+1), tehat nem n! alaka, uv?wr?y € Ly, ami ellentmond a pumpéalasi lemmanak, ezért
L4 nem CF nyelv.

(e) Igen. Vegyiik észre, hogy L. = L*, ahol L = {a"b" : n > 1}. Mivel L CF ¢és a CF nyelvek zartak a
tranzitiv lezarasra, ezért L. is CF.

(Természetesen lehet nyelvtant és veremautomatat is adni ra.)

10. Legyen L = {a*b’c? : |i > 1}. Bizonyitsa be, hogy ez az L nyelv nem kérnyezetfiiggetlen!

Megoldds: Tegyiik fel, hogy CF és legyen p > 0 a pumpélasi hossz. Valasszuk pl. a z = a®”bPc? € L szbt.
Ennek hossza |z| = 6p > p, tehat a szo eleget tesz a pumpalasi lemma feltételeinek. Vegyiik ennek egy
tetszbleges z = uvwaxy felosztasat.

Ha v nem csak egyféle bettibdl all, akkor pl. az uwvvwzry sz6 nem 3, hanem t6bb blokkbol all, ezért ez nincs
a nyelvben. Ugyanez igaz x-re is.

Ha v és x is ugyanabban a blokkban van (az egyik akar iires is lehet), akkor pumpélaskor ennek a blokknak a
hossza valtozik, mig a masik kettévé nem, a sz6 kikeriil a nyelvbél. Ha v és z kiilonb6z8 blokkokban vannak
(és egyik sem tires), akkor is csak két blokk lesz érintve a pumpalaskor, a harmadik hossza nem valtozik, igy
sem maradunk a nyelvben.

Tehat minden felosztas ellentmond a pumpaléasi lemménak, a nyelv nem lehet CF.
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11. Legyen L = {a’bic¥ : 1 <i,j,k, ési < j,k < j} Bizonyitsa be, hogy ez az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldds: Tegyiik fel, hogy CF és legyen p > 0 a pumpalasi hossz. Vélasszuk pl. a z = aPbPtcP € L sz6t.
Ennek hossza |z| = 3p+ 1 > p, tehat a sz6 eleget tesz a pumpélési lemma feltételeinek. Vegyiik ennek egy
tetszbleges z = uvwaxy felosztasat.

Ha v nem csak egyféle betibdl all, akkor pl. az wvvwzzry sz6 nem 3, hanem t6bb blokkbol all, ezért ez nincs
a nyelvben. Ugyanez igaz z-re is.

Ha v és x is ugyanabban a blokkban van (az egyik akar iires is lehet), akkor az a- és a c-blokk esetén felfelé
pumpalaskor a megfelel§ blokk hossza eléri vagy meghaladja a b-blokk hosszat, a sz6 nem lesz a nyelvben.
Ha a b-blokkban van mindkét részszo6, akkor a lefelé pumpalas viszi ki a nyelvbdl.

Ha v és z kiilonb6z6 blokkokban vannak (és egyik sem iires), akkor, mivel [vwz| < p az egyikiik a b-blokkban
van. Megint a lefelé pumpalas visz ki a nyelvbdl, hiszen a harmadik, nem érintett blokk hosszanal kevesebb
b lesz. Tehat a sz6 minden felosztasa ellentmond a pumpélasi lemmanak, a nyelv nem lehet CF.
12. Legyen L = {a'b/c* : i < j < k}. Igaz-e, hogy ez a nyelv
(a) regularis
(b) kornyezetfiiggetlen

(c) nem kornyezetfiiggetlen ?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy (c) igaz, és akkor persze (a) és (b) nem igaz.
Tegyiik fel, hogy L egy CF nyelv és legyen p > 0 a pumpalési hossza.

Valasszuk pl. a z = aPbPT1cP+2 € [ sz6t. Ennek hossza |z| = 3p+ 3 > p, tehét a sz6 eleget tesz a pumpélasi
lemma feltételeinek. Vegyiik ennek egy tetszdleges z = uvwazxy felosztasat.

Ha v nem csak egyféle betibdl all, akkor pl. az wvvwzry sz6 nem 3, hanem t6bb blokkbol all, ezért ez nincs
a nyelvben. Ugyanez igaz x-re is.

Ha v és x is ugyanabban a blokkban van (az egyik akar iires is lehet), akkor az a- és a b-blokk esetén felfelé
pumpalaskor a megfelel§ blokk hossza eléri vagy meghaladja az utana levé blokk hosszat, a sz6 nem lesz a
nyelvben. Ha a c-blokkban van mindkét részszo6, akkor a lefelé pumpalas viszi ki a nyelvbdél.

Ha v és z kiilonb6z6 blokkokban vannak (és egyik sem iires), akkor, mivel |vwz| < p, vagy egyikiik sincs az
a-blokkban és ekkor a lefelé pumpalaskor til kevés b lesz, vagy egyikiik sincs a c-blokkban, amikor meg a
felfelé pumpaléaskor til sok b lesz. Tehét a sz6 minden felosztasa ellentmond a pumpélasi lemmanak, a nyelv
nem lehet CF.
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