Nyelvek és automatak 2023

4. Regularis nyelvtanok, CF nyelvtanok és e-szabalyok

1. Igazolja, hogy minden nem regularis L1 C {a,b}" nyelvhez van olyan nem regularis Lo C {a,b}" nyelv, hogy
az L1 U Lo nyelv regularis!

Megoldas: Ha L egy tetsz6leges nem regularis nyelv, akkor a komplementere sem regularis, legyen ez az
Ly. Igy L1 U Ly = {a,b}*, amirdl tudjuk, hogy regularis.

2. Tudjuk, hogy az Ly, L2, L3 C {0,1}" nyelvek koziil Ly és Lz regularis. Kovetkezik-e ebbdl, hogy Lo is
regularis, ha
(a) Ls=LiNLy?
(b) Ls=Li ULy ?
(¢) Ly =L1Ly 7

Megoldas:
(a) Nem, pl. L1 = 0* és Ly = {0™1™ : n > 0} esetén Lz = ).
(b) Nem, pl. L; = 0*1* és Ly = {0™1" : n > 0} esetén L3 = L;.
(¢) Nem, pl. ha L; = (), akkor fiiggetleniil Lo valasztasatol Lz = ().

3. Igaz-e, hogy minden nem iires L nyelvnek
(a) van olyan L, C L nem iires résznyelve, ami regularis?

(b) van olyan L, C L nem iires résznyelve, ami nem reguléris?

Megoldds:
(a) Igen, pl. L, = {s}, ahol s € L.

(b) Nem. Legyen L egy véges (de nem iires) nyelv. Ennek minden részhalmaza is véges, tehat regularis.

4. Igaz-e, hogy minden véges nyelvhez van 3. osztalyba tartozé nyelvtan?

Megoldas: Igen, hiszen minden ilyen nyelv reguléris, és ezért van regularis nyelvtana.

Megjegyzés: nem nehéz felirni egy ilyen nyelvtant, pl. egy ajas---a, szoéhoz egy S — a1A;, A1 —
asAs, ..., An_o— apn_1An_1, An_1 — an jo, ahol az A;-k kiilonb6zd valtozok. Ha tébb szot is akarunk
generalni, akkor az S-hez felvessziik mindegyikbdl az elsé szabalyt.

5. Adjon reguléris nyelvtant ahhoz az L C {0,1}* nyelvhez, amely
(a) a legalabb 1 hosszt, 0-val kezd6ds szavakbol all;
b) a legalabb 2 hosszt, 00-val kezd6dd szavakbol all;

(b)
(c) a legalabb 2 hosszu olyan szavakbol all, melyeknek mésodik karaktere 0;
(d) a legalabb 2 hosszu 0-ra végzdds szavakbol Alll

Megoldas: Egy-egy lehetséges megoldas, egy kis magyarézattal:

(a) S —0X |0 X—-0X|1X |01
Itt X-b6l minden nem iires szd levezethetd, ezek elé kell még egy 0, igy a nyelv minden legalabb 2 hosszu
szava elGallithatd. Az egy hosszu 0 szo6 elGallitasarél gondoskodik a 2. szabély.

(b) Arra kell figyelni, hogy egyetlen regularis szaballyal nem allithato el§ a 00, ezt két lépésben kell
megtenni. A szénak vagy itt van vége, vagy az el6z8 X valtozot atemelhetjiik ide is:
S — 0E EFE—-0X|0 X—0X|1X]|0]|1.

(c) Az el6z6h6z hasonlo, de az els karakter lehet 1 is:
S—>O0E|[1E E—0X|0 X—0X|[1X]|0]1.

(d) Most minden lépésben lehetGség kell legyen 0-t vagy 1-t is generalni, kivétel az utolsod 1épés, ami 0
lesz. Figyelni kell még arra, hogy legkorabban a méasodik karakternél legyen vége:
S—0S|1S|ON|IN N —o0.
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6. Legyen a nyelvtan
S — aS|bS|cS|cA, A — cBlc, B — aB|bB|cB|a|b]|c

(a) Mi a generalt nyelv?

(b) Készitse el a nyelvtanbol a tanult modon a megfelels véges automatat!

Megoldas:

(a) A nyelv a cc részszot tartalmazo szavakbol all. Miel6tt az S valtozot az A felvéltja, tetszoleges
{a, b, c}*-beli sz6t megkaphatunk, ezt az A-ra valtaskor egy c, majd az A-bodl egy tjabb ¢ koveti. A sz6 vagy
itt ér véget, vagy a B-bdl levezethetkkel folytatodik. A B valtozobodl pedig a nem iires szavak mindegyike
levezethets. Tehat a levezetett szavakban szerepel a cc, de el6tte és utdna barmi allhat.

(b)

Megoldas:
A—O0B|1E B—o0D|1C |0 C—oC|1C D — 0B |1E E—oC|1D]|1

8. Adjon regularis nyelvtant ahhoz az L C {0, 1}* nyelvhez, amely a paros sok 0-t és paratlan sok 1-et tartalmazo
szavakbol all!

Megoldds: A szokott automatabol egyszertien kaphato, de kozvetleniil is felirhato: Az A;; véltozo (allapot)
felel meg annak, hogy a szoban a 0-k paritasa i, az 1-ek paritdsa j. Az iires szoban mindkét karakterbdsll
nulla darab van, ezért Agg a kezd6valtozo. A szonak akkor lehet vége, amikor az Agi-be is a4t tudunk menni.

AOO — OAlo | 1A01 | 1 A10 — OAOO | 1A11 A(]l — 0A11 | 1A00 AH — OA(]l | 0 | 1A10

9. Adjon meg egy CF nyelvtant, amely az {a*b"c™ : k,n,m > 1, k = n vagy k = m} nyelvet generalja!
Megoldds: Kihasznaljuk, hogy L = Ly U Lge, ahol Ly, = {aFb"c™ : k,n,m > 1, k = n} és L. = {a"b"c™ :
k,n,m > 1, k = m}. Ezeket az Sy, illetve az S, valtozok generaljak, a teljes nyelvtan:

S — Sap | Sac
Sap — XC X — aXb|ab C—cClc
Sac — aSgcc | aBc B —-bB|b

Lényegében az Ly, nyelv is két részb6l van generédlva, az X valtozobol kapjuk az {a¥b” : k,n > 1, k = n}
nyelvet, ehhez van hozzaftizve a C-bsl megkaphato {c™ : m > 1}. Hasonl6 torténik az L,. nyelv esetében is.
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10. Adjon minél magasabb osztalya nyelvtant, amely az {akb”cm :k>1,m>1,n=k+m} nyelvet generaljal

Megoldas: Példa egy 2. osztalyu (CF) nyelvtanra, mely azon az észrevételen alapszik, hogy a nyelv szavai
akbFp™c™ alakba irhatok, a két rész meg egymastol fiiggtleniil generalhato:

S — 5,5, Sq — aS,b | ab Se — bScc | be.

Azt is megmutatjuk, hogy 3. osztalyt nyelvtan nincs a nyelvhez, azaz a nyelv nem regularis. Tegyiik fel,
hogy regularis. Ekkor igaz ra a pumpélasi lemma, legyen p > 0 a pumpéalasi hossz. Vélasszuk pl. az aPbPtlc
szot. Ez benne van a nyelvben ( K = p,m = 1,n = p+ 1), és a hossza is megfelel6 ( 2p +2 > p ). A sz0
pumpélasa soran az a bettik szadma valtozik csak és ezért a k +m = n egyenldség elromlik, azaz a sz6 kikerdiil
a nyelvbdl, ami ellentmond a pumpalési lemménak, azaz a nyelv nem regularis.

11. Adjon minél magasabb osztalyu nyelvtant, amely a szabalyos zarojelsorozatokat generalja! Az abc két eleme

(és).

Megoldds: 2. osztalya (CF) nyelvtanra példak (az egyszertiség kedvéért az iires sorozatot kihagyom a
nyelvbél, hogy az e-mentesités ne takarja el a lényeget):
1. valtozat Azt hasznéalja ki, hogy egy jo sorozat felbonthatéo néhany egymas utani kiilsé zarojelpérra, és
mindegyikben egy-egy j6 sorozat lehet:

Z-22|(2)|()

Az els6 szaballyal generalhaté annyi 7, ahany kiils6 zarojelpar kell. A 2-3. szabalyokkal oldhatjuk meg ezek
belsejét.
2. valtozat Az elsé kiils6 zardjellel kezdi a generalast, ebben és utana jo sorozatnak kell allnia:

Z—=(2)Z21()Z1()
3. valtozat Egy tetszGleges kiils§ zarojelparral kezd:
Z—=2(2)2|(2)Z](2)]()

(Igazabol ez az iires szot is generalo X — X (X)X | € nyelvtannak az iires szo6t nem generalo CF valtozata.)

Még meg kell mutatni, hogy a nyelv nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és p > 0 a pumpélasi hossza. Vegyiik
azt a z sorozatot, ami p darab nyité zardjellel kezdddik és utdna p darab csukd zardjel van. Ekkor z € L
és |z| = 2p > p teljesiil. A z minden, a (regularis) pumpalasi lemmanak megfelel§ z = uvw felosztéasdban v
valahany, de nem nulla nyit6 zarodjelbsl all. Ezért pl. k=2 esetén a pumpalt uv?w ¢ L, ami ellentmond a
pumpalasi lemmanak, tehat a nyelv nem regularis.
12. A tanult modszerrel kiiszobolje ki az e-szabalyokat az alabbi nyelvtanokbol!
(a) S — SaSb|e
(b)y S— ABC, A— BB|e, B—CC|a, C— AA|D

Megoldds:

(a) Itt nyilvin maga az S az elenyészd valtozo és mivel ez a kezdGvaltozo is, ezért kell egy 0j kezdvaltozo.

S'—e|S S — SaSb | aSb | Sab | ab

(b) Elenyész6 valtozok meghatarozasa: By = {A}, By = {A,C}, Es = {A,B,C}, By = {A,B,C,S} =
E.

Az 1j nyelvtan:

S —¢|S

S ABC | BC| AC | AB|A|B|C
A BB|B

B—CC|C|a

C— AA|A|b
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13. Adjon meg olyan ,majdnem CF” nyelvtant, amiben nincs egyszeres szabaly, de az e-szabalyok kikiiszobolé-
sekor keletkezik egyszeres szabaly!

Megoldas: Az el6z6 feladat (b) nyelvtana is jo, de itt egy rovidebb: S — AB A—aAle B — b.
Ez jo, mert A — & miatt az atalakitott nyelvtanban lesz S — B szabaly is.
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