Nyelvek és automatak 2025

4. Nyelvtanok, CF nyelvek
1. Adjon meg egy CF nyelvtant, amely az {a¥b"c™ : k,n,m > 1, k = n vagy k = m} nyelvet generalja!

Megoldds: Kihasznaljuk, hogy L = Lu U Lge, ahol Ly, = {aFb"c™ : k,n,m > 1, k = n} és Lq. = {a*b"c™ :
k,n,m > 1, k =m}. Ezeket az Sy, illetve az S, valtozok generaljak, a teljes nyelvtan:

S — Sap | Sac
Sap = XC X —aXb|ab C—cClc
Sac — aSgcc | aBce B —-bB|b

Lényegében az Ly, nyelv is két részb6l van generalva, az X valtozobol kapjuk az {a*b” : k,n > 1, k = n}
nyelvet, ehhez van hozzaftizve a C-bsl megkaphato {c™ : m > 1}. Hasonl6 torténik az L,. nyelv esetében is.

2. Adjon minél magasabb osztalyt nyelvtant, amely az {a¥b"c™ : k > 1, m > 1, n = k+m} nyelvet generalja!

Megoldds: Példa egy 2. osztalyt (CF) nyelvtanra, mely azon az észrevételen alapszik, hogy a nyelv szavai
afbFpc™ alakba frhatok, a két rész meg egymastol fiiggtleniil generalhato:

S —=S,5, Sq — aS,b | ab Se — bScc | be.

Azt is megmutatjuk, hogy 3. osztalyt nyelvtan nincs a nyelvhez, azaz a nyelv nem regularis. Tegyiik fel,
hogy regularis. Ekkor igaz ra a pumpélasi lemma, legyen p > 0 a pumpalasi hossz. Vélasszuk pl. az aPbPtlc
szot. Ez benne van a nyelvben ( K = p,m = 1,n = p+ 1), és a hossza is megfelels ( 2p +2 > p ). A sz0
pumpélasa soran az a bettik szadma valtozik csak és ezért a k+ m = n egyenldség elromlik, azaz a sz6 kikerdiil
a nyelvbdl, ami ellentmond a pumpalési lemménak, azaz a nyelv nem regularis.

3. Adjon minél magasabb osztélyi nyelvtant, amely a szabélyos zardjelsorozatokat generalja! Az abc két eleme

(és).

Megoldds: 2. osztalya (CF) nyelvtanra példak (az egyszertiség kedvéért az iires sorozatot kihagyom a
nyelvbél, hogy az e-mentesités ne takarja el a lényeget):
1. valtozat Azt hasznalja ki, hogy egy j6 sorozat felbonthaté néhény egymés utani kiils§ zarojelparra, és
mindegyikben egy-egy j6 sorozat lehet:

Z-221(2)()

Az elsd szaballyal generalhaté annyi Z, ahany kiils6 zarojelpar kell. A 2-3. szabalyokkal oldhatjuk meg ezek
belsejét.
2. valtozat Az elsé kiils6 zardjellel kezdi a generalast, ebben és utéana jo sorozatnak kell allnia:

Z—=(2)Z21()Z1()
3. valtozat Egy tetszGleges kiils§ zarojelparral kezd:
Z—2(2)z2|(2)Z2](2)]()

(Igazabol ez az iires szot is generalo X — X (X)X | € nyelvtannak az iires szo6t nem generalo CF valtozata.)

Még meg kell mutatni, hogy a nyelv nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és p > 0 a pumpélasi hossza. Vegyiik
azt a z sorozatot, ami p darab nyit6 zardjellel kezdddik és utdna p darab csukd zardjel van. Ekkor z € L
és |z| = 2p > p teljesiil. A z minden, a (regularis) pumpalasi lemmanak megfelel§ z = uvw felosztéasdban v
valahany, de nem nulla nyit6 zardjelbsl all. Ezért pl. k=2 esetén a pumpéalt uv?w ¢ L, ami ellentmond a
pumpalasi lemmanak, tehat a nyelv nem regularis.

4. A tanult modszerrel kiiszobolje ki az e-szabalyokat az alabbi nyelvtanokbol!
(a) S — SaSb|e
(b) S— ABC, A— BB|e, B—CC|a, C— AA|Db
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Megoldas:

(a) Itt nyilvan maga az S az elenyészd valtozo és mivel ez a kezdGvaltozo is, ezért kell egy 1j kezdvaltozo.

S —el|S S — SaSb | aSb | Sab | ab

(b) Elenyész6 valtozok meghatarozasa: Ey = {A}, Ey = {A,C}, E3s = {A,B,C}, B4 = {A,B,C,S} =
E.

Az 1j nyelvtan:
S —¢|S
S— ABC |BC|AC |AB|A|B|C
A— BB|B
B—-CC|C|a
C—AA|Alb

5. Adjon meg olyan ,majdnem CF” nyelvtant, amiben nincs egyszeres szabaly, de az e-szabélyok kikiiszébolé-
sekor keletkezik egyszeres szabély!

Megoldds: A korabbi, e-kikiiszobols feladat (b) nyelvtana is jo, de itt egy révidebb: S — AB A — aA |
€ B —b. FEzjo, mert A — ¢ miatt az atalakitott nyelvtanban lesz S — B szabAly is.

6. A tanult modszerrel sziintesse meg az egyszeres szabélyokat a kovetkezd nyelvtanban!

S—+A|B A—aSbla B—Sv|C C-—SalS

Megoldds: Az egyszeres szabélyok grafja:
S A

B C

Latszik, hogy az S, B, C valtozokbol mind a 4 cstcs elérhets, A-bol egyetlen més csiics sem. Az Gj nyelvtan:

S —aSb|a|Sb|Sa A—aSb|a B — aSb|a|Sb|Sa C —aSbla|Sb|Sa

(A kapott nyelvtanban vannak felesleges szimbolumok, ezek kikiiszobolése tovabbi feladat lehet. )

7. A tanult médszerrel alakitsa at a kdvetkezs nyelvtant olyanra, amelyben mar nincsenek egyszeres szabalyok
és felesleges szimbolumok!

S—aA|Bb|C A—Ab| S B—c|S C— Alcc

Megoldds: ElSbb az egyszeres szabélyoktol szabadulunk meg. Ezek grafja:
S A

B C

Latszik, hogy ebben B-bél minden, az S, A, C' valtozokbol B kivételével minden elérhetd.
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Ennek megfelelGen az 0j nyelvtan:

S —aA|Bb|Ab]|cc
A—aA|Bb|Ab|cc
C —aA|Bb|Ab|cc
B —c|ad|Bb|Ab|cc

1. tipusu felesleges valtozok megtalalasahoz: Ty = {a,b,c} T} = {a,b,c, S, A, B,C} = T5. Mivel Ty minden
szimbolumot tartalmaz, ezért ilyen tipusu felesleges nincs.

2. tipus: Sp = {S}, S1 ={S,a, A, B,b,c} = Sy. Tehat C felesleges, a nélkiile kapott nyelvtan:

S —aA|Bb|Ab|cc
A—aA|Bb| Ab|cc
B —c|aA|Bb|Ab]|cc

(Ebben mar nincs a definicié értelmében felesleges valtozo, de kisebb nyelvtan ettsl még lehetséges!)

8. A tanult médon sziintesse meg a felesleges szimbolumokat az aldbbi kornyezetfiiggetlen nyelvtanban!

S — AB | AC

A — adb|bAa|a

B — bAB | aaB | BaD
C — abCa | aBC | ba
D —»bD|aCa

Megoldas: Az 1. tipusu felesleges szimboélumok (nem tiinnek el) kisztirése:
T():{a,b} T :{a,b,A,C} TQZ{a,b,A,C,S,D}:Tg,
azaz B felesleges, tehat minden B-t tartalmazo szabalyt el kell hagyni. Ennek eredménye:

S — AC

A — aAb|bAa|a
C — abCa | ba
D —bD |aCa

A 2. tipusu felesleges szimbolumok (nem elérhetsk) kisztirése az el6bb kapott nyelvtanbol:
So={S} S1={S,A,C} Sy ={S5,A,C,a,b} = Ss,

azaz D felesleges, tehat minden D-t tartalmazo szabalyt el kell hagyni. A felesleges szimbolumok nélkiili

nyelvtan:

S — AC
A — aAb |bAa|a
C — abCa | ba

(Ebbdl egyszeriibb meghatarozni a generalt nyelvet is, ugye?)

9. Igazolja, hogy ha egy CF nyelvtanbdl el6szor az e-szabalyokat kiiszobdljiik ki, utana az egyszeres szabélyokat,
majd az 1. tipusu felesleges szimbolumokat, végiil a 2. tipusi felesleges szimbolumokat is, akkor a kapott
nyelvtanban se e-szabdly (kivéve az esetleges S — ¢ szabéalyt), se egyszeres szabaly, se felesleges szimbolum

nem lesz!
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Megoldds: Az egyszeres szabalyok kikiiszobolésekor csak a korabban meglevs jobb oldalakat rendeljiik més
valtozokhoz is, tehat ha nem volt e-szabéaly, akkor ilyen nem is keletkezik.

A felesleges szabalyok kikiiszobolésekor csak torliink néhény szabalyt, Gjat nem adunk hozza a nyelvtanhoz,
ezért nem keletkezhet 4j e-szabaly vagy egyszeres szabaly.

Még azt kell latni, hogy a 2. tipusi feleslegesek torlésekor nem keletkezik 1. tipusi. Ez meg azért van,
mert ha a nyelvtan minden valtoz6jabdl levezethets sz6, akkor minden, a kezdévaltozobol elérhets valtozobol
indulva, egy sz06 levezetésekor felhasznalt valtozok is elérhetdk a kezdGvaltozobol, azaz ezek nem feleslegesek,
nem lesznek tordlve, igy tovabbra is levezetheté marad a sz6.

10. Legyen ¥ = {a,b,c} és L alljon azokbol az a"bFc” alaka szavakbol, melyekben 0 < k<2, n>1,ésn=k
(mod 3). Adjon egy, az L nyelvet generalé kornyezetfiiggetlen nyelvtant!

Megoldds: Eszrevehetjiik, hogy az L 3 nyelv uniéja Lo = {a®™c3™ : m > 1}, Ly = {23 1oc3Hm > 0} és
Lg — {a3m+2bbc3m+2m > 0}.

Egy ennek megfelels CF nyelvtan a szokasos {a"b"} nyelvtan mintéjara csak itt harmasaval rgeneraljuk a
karaktereket. Mindig az utols§ szabaly gondoskodik a 3-mal valé osztas helyes maradékarol.

S = By | Bi| By
By — aabc
aaByccc | aaaccc
B; — aaaBjccc | abe

By — aaaBsccc | aabbec
11. Legyen L = {a"b"c" : n > 0}. Igazolja, hogy L komplementere kornyezetfiiggetlen!

Megoldds: Az L nyelv szavai 4 osztalyba sorolhatok:
e nem a*b*c* alaktak, L, = a*b*c*,
o Ly, ={avick:i+#j, i 4 k>0},
o Ly ={avicF:i#k, i,j,k>0},
o Ly, = {a'bick:j#k, i,j,k>0}).
Egy 70 tobb osztélyba is beletartozhat, de L = Ly U Lgp U L. U L : be és ezért elég azt megmutatni, hogy
ez a 4 nyelv mind CF, mert akkor az uniéjuk is.
L, egy reguléris nyelv komplemetere, ezért regularis, tehat CF is.

Az Lgp nyelvet generdlé majdnem CF nyelvtan felhasznélja, hogy ez két nyelvbdl all, az a-kat és b-ket
tartalmazo résznek és c*-nak az Osszefiizése. Az els6 részt lehet tgy generédlni, hogy egy ideig egyszerre
rakunk le egy a-t és egy b-t, majd egy id6 utan vagy csak a-kat vagy csak b-ket, {gy biztositjuk, hogy
valamelyikbdl tobb legyen:

S — SuC
C—cCle
Sap — aSyb | A| B
A—aAla
B —-bB|b

Az L, nyelvtana hasonloan épithetd fel. Most a szélén az a-kat és a c-ket generéljuk egyiitt egy darabig,
utana pedig csak a-kat (legalabb egyet) és b-ket , vagy csak c-ket (legalabb egyet) és b-ket:

S —aSc| AB | BC
A—aAla
C—cClc
B —bB |«

2025. oktoéber 9. 4 FK



Az Ly az Ly, esethez hasonlo, csak ott az elején jon a tetszGleges szamu karakter:

S — ASp.
A—ad|e
Spe — bSpec | B | C
B —bB|b
C—cClc

Veremautomatéval is egyszert: pl az L, nyelvhez amig az a-k jonnek, belerakunk egy-egy karaktert a
verembe, a b-knél meg (egy 1j allapotban) kiszedegetjiik. Ha az els§ c-nél még van berakott karakter a
veremben, az jo, arra persze figyelni kell, hogy utan méar csak c-ket olvashatunk. Ha pedig még b-t olvasunk,
amikor a verem aljat jelz§ szimbolumhoz értink az jo (de ilyenkor is végig kell menni a bemeneten, hogy
ellendrizziik, a b-k utan méar csak csupa c jon).
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