Nyelvek és automatak 2023

2. Miniméalautomata, regularis kifejezés

1. Legyen L C {0,1}" a 011 részszot tartalmazo szavakbol 4llo nyelv.
(a) Ekvivalensek-e az alabbi szoparok: 0 és 1, 000 és 0, 0011 és 0111011

(b) Hany ekvivalenciaosztaly van L-re nézve és mik ezek?

Megoldds:

(a) 0 ¢ 1, mivel z =0 és y = 1 esetén z = 11 vélasztassal zz =011 € L és yz = 111 & L.
000 ~ 0, mivel ha x = 000 és y = 0, az yz € L pontosan akkor teljesiil, ha vagy z € L vagy z els6 két
karaktere 11. A feltétel z-re is igaz, hiszen ennek a két kezds 0 karaktere nem lehet egyetlen 011 részszonak
sem a része.
0011 ~ 0111011, mivel a par mindkét tagjdban mar szerepel a 011 résszd, igy ezek, és minden folytatasuk is
L-ben van.

(b) Négy osztaly van.
A 011 osztalya a nyelv szavaibol all — ezek minden folytatésa is L-ben van.
A 01 osztélya az Osszes 01-re végzdds szd, amiben nincs 011 — ezek mindegyikébdl csak tgy kaphatunk L-beli
szot, hogy vagy 1-gyel folytatjuk, vagy L-belit fiziink hozza.
A 0 osztalyéba tartozik az 6sszes O-ra végz6ds szd, amiben nincs 011 — ezek mindegyikébdl csak gy kapha-
tunk L-beli szot, hogy vagy 11-gyel folytatjuk, vagy L-belit fliziink hozza.
Az 1 osztalyaba tartozik az 6sszes 11-re végz8ds sz6, amiben nincs 011, tovabbé az 1, € is — ezekbd] mind-
egyikébdl csak ugy kaphatunk L-beli szét, ha L-belit fliziink hozza.

Mivel ezek lefedik az Osszes esetet, tobb osztaly nincs. (Ezek megfelelnek a minimélautomata 4 allapotanak.)

2. Legyen ¥ = {a,b} és L C ¥*. Tudjuk, hogy az alabbi szoparok ekvivalensek: e~ a, a~Dbb, bab ~ baba
valamint, hogy e¢ L, bel, ba¢ L, babac L.

Legalabb hany ekvivalenciaosztalyba oszthatok a szavak? Minimalisan hany allapota kell legyen egy ilyen
tulajdonsagn L nyelvet elfogadd DVA-nak? Adjon meg egy minél kevesebb allapotu teljes DVA-t!

Megoldds: Mivel e € L és b € L, ezért € £ b, igy legaldbb két osztaly kell, legyenek ezek Ag és A1, és legyen
€ € Ag b € Ay. Ekkor Ay C L és az ekvivalenciak miatt tudjuk, hogy a,bb € Aj.

Nézziik most a ba szot. Mivel ba & L, ezért ba ¢ Ay. Megmutatjuk, hogy ba & Ay, azaz egy harmadik
osztély tagja. Tegyiik fel, hogy ba € Ag. Ekkor a ¢ ~ ba ekvivalencia miatt b ~ bab, és ezért ba ~ baba
is teljesiil, ami a bab ~ baba feltétel miatt azt adja, hogy b ~ ba ~ ¢, azaz b € L. Ez pedig ellent mond a
feltételnek.

Tehat Ag és A1 mellett biztos van még egy osztily, ba € As.

Mivel ekvivalens a baba szdval, ezért bab € L. Igy biztos, hogy nincs az Ag és Ay osztalyokban. De vegyiik
észre, hogy Ai-ben sem lehet benne, hiszen akkor b ~ bab miatt ba ~ baba is teljesiilne, ami ellentmondana
a feltételeknek, hogy ba ¢ L és baba € L.

Ezzel azt lattuk, hogy 4 osztaly sziikséges, ami azt is jelenti, hogy minden teljes DVA-nak, ami a feltételeknek
megfelel§ nyelvet fogad el van legalabb 4 &llapota.

Most mutatunk egy 4 allapotu teljes DVA-t egy ilyen L nyelvre, ami igazolja, hogy van olyan a feltételeknek
megfelel§ nyelv, aminél tobb osztalyra nincs sziikség.

3. Mindkét megadott automatira dontse el, hogy abban az automataban ekvivalensek-e az aldbbi allapotok?
(a) Aés D (b) Aés B (c) BésC
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Megoldds: Mindegyik esetben azt kell eldénteni, hogy van-e olyan szd, amit a megadott allapotokbél inditva
a par egyikénél elfogadd, a masiknal elutasito allapotba vezet.

(a) Mindkeét esetben A ¢ D:
Az els§ automata esetében az lires sz6 jo lesz, hiszen A elfogadd és D nem.

A maésik automatanal az iires sz6 még nem jo, de az egyetlen 0-bdl 4ll6 sz6 mar igen, mert A-bol a nem
elfogadd C-be, D-bdl pedig az elfogadd F-be visz.

(b) Az els6 automatanal nem ekvivalensek, a masodiknal igen:
Az els§ automata esete most is egyszerd, az egyik allapot elfogadd, a masik nem, tehat A £ B.

A masodik automatanal az lires sz6 nyilvan nem j6, mivel egyik allapot sem elfogad6. Vegyiik észre, hogy a
0(A,1) = §(B, 1) feltételbdl az kovetkezik, hogy azok a szavak sem jok, melyeknek az elsg karaktere 1, hiszen
ezekre az elsd 1épés utan a két szamitasi ut megegyezik. A 0 sem jo, hiszen ezzel az egyarant nem elfogadd
C, illetve D allapotba keriiliink. A 01-gyel kezd6dd szavak mindkét esetben a T' allapotban érnek véget.
A 00 sz6 sem megfelels, mert ez mindkét esetben elfogad6 allapotba vezet (F, illetve F'). Amennyiben
ketténél hosszabb, 00 kezdetd szavunk van, a kovetkezd karakterrel azonos allapotba keril a két szamitasi
Ut (és persze innen mar egyiitt is marad).

Ezzel azt lattuk, hogy A ~ B a masodik automata esetében, hiszen nincs olyan sz6 amire az egyik allapotbél
elfogadéba a méasikbol elutasitoba keriilnénk.

(c) Egyiknél sem ekvivalensek:

Az els6 automatandl az aa sz6 az egyik esetben az A elfogadd, a mésik esetben a a B elutasité allapotba
vezet.

A maésodik automatanal pl. a 0-val az egyik esetben a D nem elfogadd, a masik esetben az E elfogadd
allapotba lépiink.

4. Az el6z6 feladat automataibol a tanult modon készitse el a minimalautomataikat!

Megoldds: Két csoporttal, a nem elfogaddk és az elfogaddk csoportjaval kezdjiik, majd minden &allapotra
megnézziik, hogy ezek koziil az dbécé betdi hatasara melyikbe megy.

Az bal oldali automatanal ez igy alakul:
I II
B C D|A FEF F G

a| I I I |IT II II I

b|II II Ir | IT I II II
A nem homogén osztalyokat széthontjuk, és tjra megvizsgéljuk az atmeneteket
I II III Iv,| Vv
B C D A F | F |G
a I IT | ITT | IIT TIIT |IV | I

b | IIT IIT | IV | III v I | IV
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Megint felbontjuk a nem homogén osztalyokat, és utdna azt kapjuk, hogy az eredeti automata minden allapota
kiilon ekvivalencia osztélyba tartozik. Azaz az automata méar minimalis volt.

A jobb oldali automatéra ugyanez:
I IT
A B C D T|FE F

60|]I I II II I | I I

1| I I I I I |IT 1II
A nem homogén osztalyokat szétbontjuk, és tjra megvizsgéljuk az atmeneteket
I II III
A B T| C D E F

0| II II I |IITI III I I

1] I I I I I ITT TIII

Az els6 csoport még nem homogén, kell még egy 1épés:
I II ITII IV
A B| C D | FE F | T

0| II II | III III | IV Iv | Iv

1] I I Iv Iv | III TIIT | IV

Ezek szerint a miniméalautomatas:
1
8 0 0
—> @ - 1
1

@eo.s

5. Legyen ¥ = {a,b} és L C ¥* alljon azokbdl a szavakbol, melyekben az a-k szdma és a b-k szama is paratlan.
Adjon minimélautomatét az L? és L* nyelvekre!

Megoldds: Az L, L?, L* nyelvekre mar adtunk VA-t az 1. feladatsorban. Most ezekbdl az utébbi kettst kell
minimalizalni. Illetve, még el6tte ki kell kiiszobdlni az e-atmenetet és determinisztikussa kell tenni!

N ibﬁ?
<@

?‘

A végeredmény L? esetében

A minimalautomata L*-ra:
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6. Legyen ¥ = {a,b} és L C ¥* alljon azokbol a nem iires szavakbol, melyekben van paratlan blokk. Adjon
minimélautomatat az L* nyelvhez!

Megoldds: Az 1. feladatsorban mér adtunk rd DVA-t. Az ottani 1. megoldas konstrukcidjanak eredménye
egy 9 allapotu teljes DVA volt, amiben minden éallapot elfogad6. Ha alkalmazzuk erre a minimalizalo eljarast,
akkor megkapjuk a 2. megoldasban kitalalt, egyetlen allapoti DVA-t.

7. Igaz-e, hogy ha az L nyelvhez tartozé minimélautomatabol a tanult konstrukcié szerint készitlink véges
automatat a komplementer L nyelvhez, akkor az igy kapott automata minimalis lesz?

Megoldds: lgaz, mert

1. valtozat: ugyanazok az ekvivalenciaosztéalyok az L-re, mint az L-re.

2. wvaltozat: ha az igy kapott automata minimalizaldsakor csdkkenne az allapotok szama, akkor ebben
megvaltoztatva az elfogadast—nem elfogadast, kisebb automatat kapnank az eredeti L nyelvre, ami ellentmond
annak, hogy az L miniméalautomatajabol indultunk ki.

8. Alljon az L C {a,b}* nyelv azokbél a szavakbol, melyekben minden a-blokk paratlan hosszti. Adjon L-hez
reguléris kifejezést!

Megoldds: A paratlan hosszi blokkok igy irhatok fel: a(aa)*. Amire vigyazni kell, hogy két ilyen blokk kézé
keriiljon legalabb egy b, mert kiilonben &sszeolvadnak egy paros blokka. Tovabbéa, hogy a szé elején és végén

allhat b is, de lehet a-blokk is. Tehat ez jo lesz: b* (a(aa)* bb*)* (¢ + a(aa)*).
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