Nyelvek és automatak 2023

11. Id6 és tar. Moore-automatak

1. Igazolja, hogy a P nyelvosztéily zart az uniéra, metszetre, komplementerre, kiilénbségre, konkatenalasra!

Megoldds: Ha van két polinom id6korlatos determinisztikus Turing-gép, akkor ezekez a szokésos mddon,
egymas utan vagy parhuzamosan futtatva kaphatunk az uniét, a metszetet, a kiilénbséget elfogadé Turing-
gépet. Konnyen latszik, hogy ezek is polinom idékorlatosak (a bemenetnek a szalagokra atmaésolasa, a
szalagok elejére visszadllas linearis id6, ehhez jon még a két idékorlat Gsszege vagy maximuma, a lépésszam
ezek Osszege, ami tovabbra is feliilr6l becsiilhet§ egy polinommal.

Mivel a kiilonbségre igaz az alljtas, és a teljes nyelv ( £* ) is P-ben van, ezért a komplementerre is zart az
osztaly.

Konkatenélds: egy m hosszi a bemeneti szot n + 1 féleképpen tudunk kettévagni (az is jo, ha az egyik
darab az iires sz0). Ha van egy t1(n) és egy ta(n) idskorlatos My és Mo Turing-gép az Ly és Lo nyelvre,
akkor a kiilénb6z6 szétvagasok els felén az Mi-et, a mésodik felén az M-t futtatva, a 1épésszam legfeljebb
(t1(0) +t2(n)) + (L1(1) + t2(n)) + ... + (t1(n) + t2(0)).

Mindkeét gép polinom idékorlatos, azaz t;(k) < a;-k®, ezért az el6z6 dsszeg legfeljebb (n+1)-(a;-n® 4-ag-n®) <
(a1 + ag) - (n + 1) - pmaxididz} ¢ O(pltmaxidida}) ami n-nek polinomja.

A két gép futtatasan kiviil itt is sziikség van arra, hogy a bemenet megfelel6 darabjat mindig odamaésoljuk a
megfelel§ szalagra, de ez is csak polinom szamu 1épést jelent.

2. Igazolja, hogy az NP nyelvosztaly zart az uniora, metszetre, konkatenalasra!

Megoldds: Az uniéra, metszetre itt is hasonléan jarhatunk el, mint a determinisztikus esetben, de a kon-
katenalasra van egy egyszertibb moéd is, ha kihasznaljuk a nemdeterminisztikus lehet&séget: ekkor nem kell
minden lehetséges szétvagast kiprobalni, hanem nemdeterminisztikusan agazzon el a szamitas, pl. hogy a 0
hosszu kezdészeletet vizsgalja vagy nem azt, ha nem, akkor eldgazik, aszerint, hogy az 1 hosszit nézi vagy
nem , stb. az g végén csak azt az egy felosztast ellendrzi. igy minden szdmitasi 4gon csak egyszer kell fut-
tatni az eredeti gépeket, a determinisztikus lépésszambecslés-beli 6sszeg helyett itt eleg az a; - n® + ag - n%,
meg még az elagazasok és a masolas igényelte O(n) lépés, Osszeségében, ez is polinom.

Megjegyzés: Az nem ismert, hogy az NP zart-e a komplementerre. A zartsaghol NP=co NP kévetkezne, ami
egy ismert nyitott kérdés.

3. Igazolja, hogy az EXPTIME és a PSPACE nyelvosztaly is zart az
(a) uniora

(b) metszetre

(¢) komplementerre

(d) konkatenalasra

(e) tranzitiv lezartra!

Megoldds: Nézziik az EXPTIME esetét! Legyen L1, Ly € EXPTIME. Ekkor Ly € TIME(2”k) és Ly €
TIME(2”Z) valamilyen k,¢ > 1 pozitiv egészekre. Azaz van hozzajuk M, illetve My DTG,és ¢1,c0 > 0
konstans, amikre teljesiil, hogy Ty, (n) < ¢ - " s T, (n) < co- 2" ha n elég nagy.

(a) Az M gépnek legyen 3 szalagja.
Elgszor M atmasolja a bemenetet a 2. és a 3. szalagra (egy-egy, a szalag elejét jelz6 karakter felirdsa utan),
majd visszamegy ennek a két szalagnak az elejére. Ez utdn M;-et futtatja a 2. szalagon. Ha ez elfogad,

akkor M alljon meg elfogad6 allapotban. Kiilénben atlép Ms kezdGallapotaba, és ezt a gépet futtatja a 3.
szalagon. Ha M, elfogad, akkor M is fogadjon el, ha My elutasitva all meg, akkor tegyen M is igy.

Ez az M azokat a szavakat fogja elfogadni, amelyeket legalabb az egyik gép elfogadott, azaz L(M) = L(M;)U
L(MQ) = L1 U Ls.

Az M lepésszama Thr(n) < (n+ 1)+ (n+ 1) +Tay(n) + Tar,(n) <2n+2+ ¢ - 27" 4 ¢y - 27" ahol az els6
két tag a mésolas és a szalagok elejére visszamenés ideje. Legyen ¢ = max{ci,co} és m = max{k, ¢} . Ekkor
Ty(n) <2n 424 2c-2"" < 3c- 27" tehdt L1 U Ly € TIME(2"") C EXPTIME.
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(b) Az eléz6 konstrukcion annyit kell csak véltoztatni, hogy ha M elutasit, akkor M is tegyen igy,
kiilénben futtassa M-t és ez esetben akkor fogadjon el, ha M, is elfogad.

Az idéigényre alkalmazhatjuk ugyanazt a becslést, mint elsbb, Ly N Ly € TIME(2"") ¢ EXPTIME.

(c) Legyen M ugyanaz, mint M, csak az elfogado allapotai legyenek M nem elfogadé allapotai. Ekkor
L(M) = L(M) és nyilvan Tys(n) = Ty, (n) € EXPTIME.

(d) A 2. és 3. szalagot most is az My és My szalagjaként hasznéljuk. Ezekre M atmésolja az aktualis
kezd@szeletet, illetve a végét a szénak. Most is egymés utan futtatja a két gépet a megfelels szalagokon.
Ha mindketts elfogadé allapotban all meg, akkor M &lljon meg elfogaddban, kiilénben az eggyel hosszabb
kezd@szeletet masolja a 2. szalagra, a maradékot a 3-ra, stb.

Ehhez persze az is kell, hogy valahogy M tudja, melyik szétvagas kiprobalasanal tart. A legegyszertibb talan,
ha van még 2 szalagja: kezdetben a 4. és 5. szalag elejére is rak egy-egy specidlis karaktert (hogy nyugodtan
lehessen rajtuk visszafelé is menni). Ez a karakter utan a 4. szalagra dtméasolja a teljes bemenetet, az 5-en
tartja nyilvan, melyik szétvagéast vizsgalja, ezen mindig annyi 1 lesz, amilyen hossz( kezd&szeletnél tartunk.
Azaz kezdetben az 5. szalag iires, és ezért a 2. szalagra 0 hosszu kezdGszeletet mésol, a 3-ra meg az egész
szOt és visszamegy a 2-5. szalagok elejére. Amikor egy felosztas tesztelése elfogadas nélkiil véget ért, akkor
a 2. szalagra az 5. els§ iires mezGjének eléréséig masolja a karaktereket a 4. szalagrol, az 5-re kiir még egy
1-et, és a 3-ra folytatja a masolast, végiil visszadll a 2-5. szalagok elejére.

Ennek az M gépnek az idGigénye a korabbiakhoz képest tgy valtozik, hogy 1ényegében (n + 1)-szer futtatjuk
az M; gépeket. A mésolasok, elére-hétra mozgasok nem befolyasoljak a lepésszam nagysagrendjét: Thy(n) <
(n+1)-3c-2"" és ezért L1Ly € EXPTIME.

(e) Most méar csak véazlatosan: az M gépnek a bemenet Osszes lehetséges felosztasat ki kell probalni,
hogy valamelyikre teljesiil-e, hogy a szé mindegyik darabja Li-ben van. Ezt az el6z6hoz hasonléan meg
lehet tenni. Mivel barmely két karakter kozott lehet a felosztasnak egy vagasa, ezért 2"~ ! lehetdség van-
Ha ezeket mind egyméas utan kiprobaljuk, akkor az M; gépet kevesebb, mint 277! . n részszon futtatjuk.
Az adminisztracio koltsége (éppen hol tartunk, a megfelel§ részszavak mésolasa) minden részszonal lineéris,
ezért Thy(n) <n-2"- ¢ - 2" azaz Lt € EXPTIME.

A PSPACE esete: Ehhez elég azt észrevenni, hogy az el6z6 modszereink tarigénye Syr(n) < Sy (n) +
Su, (n) + ¢'n. Ha M; és Mj polinom téarkorlatos, akkor Sys(n) is az lesz.

4. Igazolja, hogy az L € SPACE(2023logn) feltevésbél L € P is kovetkezik!

Megoldds: Hasznaljuk a tar-id6 tételt: ez alapjan L € TIME(c*2121108n) teljesiil valamilyen, az L-t6l fiiggd
c konstanssal. Mivel c¢2212H108n — pa-212110g¢ ozart van olyan k konstans, hogy L € TIME(n¥) C P.

5. Rekurziv-e az Li N Ly nyelv, ha L; € TIME(n) és Lo € SPACE(2")?

Megoldds: Mivel Li-hez a feltétel szerint van idékorlatos Turing-gép, ezért L1 € R. A tar-id6 tétel miatt
Lo-hoz is van id6korlatos Turing-gép, ezért Lo € R. Tudjuk, hogy R zéart a metszetre, ezért L1 N Ly € R.

(Még révidebben: volt, hogy TIME(n) C R, a tar-ids tétel kovetkezményeként volt hogy SPACE(2") C R,
és hogy R zart a metszetre, tehat a valasz igen.)

6. Adjon meg egy olyan Moore-automatét, aminek bemeneti dbécéje ¥ = {a, b}, kimeneti abécéje I' = {0,1}.
Az automata altalaban 0-t ir ki, de amikor az abb részsz6 megjelent a bemenetben, akkor 1-t (azaz olyan
b-nél, ami el6tt ab volt).

Megoldds: 4 allapotot hasznélunk, amelyek azt jelzik, hol tartunk az abb széban.
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7. Adjon meg egy Moore-automatét, ami minden w € {a,b}* sz6bol egy olyan 0-1 sorozatot készit, amiben
mindig ott van 1, ahol az aktualis karakter kiilénbozik az el§zétsl!
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Megoldds: A kezd@allapoton kiviil 4 allapot van, melyek azt mutatjik, hogy mi az utolsé karakter, és hogy
ez ugyanaz-e, mint az el6z6 (A és C, illetve B és D).
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