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Vegyes

. Adjunk hatékony médszert az I = {1,2,...,n} halmaz Gsszes részhalmazdnak kilistdzdsdra. A listdn minden

részhalmaz pontosan egyszer szerepeljen; a listan szomszédos részhalmazok elemszamanak kiilonbsége legfeljebb
1 lehet.

. Adjunk hatékony médszert az olyan 1 < m < n feltételeknek eleget tevé m természetes szamok Kkilistazasara,

melyekhez vannak olyan z,y egészek, hogy m = 22 + y2. Elemezziik a médszer idigényét!

A v e X" sz6 az u € X* kezddszelete, ha van olyan w € ¥*, hogy u = vw. Hasonlbéan v az u végszelete, ha van
olyan y € ¥*, hogy u = yv. A feladat az, hogy taldljuk meg az A[l : n] tombben tdrolt n hosszisdgi u sz6
leghosszabb olyan valédi kezdészeletét, ami egyben végszelete is. Javasoljunk O(n) uniform koltségii médszert.

. Adott egy = € ¥*, sz6, ahol ¥ = {a,b,c}. Javasoljunk egy minél kevesebb Osszehasonlitast igénylé mddszert

annak az eldontésére, hogy x tartalmazza-e résszéként az abca szét. Elemezziik a médszer koltségigényét!

Egy szolgéltaté helyen az egyid6ben érkezett Ay, Ao, ... A, tlgyfeleket kell kiszolgdlni. Egyszerre csak egy
igyféllel tudnak foglalkozni és az A; kiszolgaldsdhoz sziikséges idémennyiség ¢;. Egy adott K kiszolgalasi sorrend
mellett T;(K) jeloli az A; kiszolgdldsdnak befejeztéig eltelt idét. (Pl. han =2, t; = 3, to = 2 és K = Ay, Ay,
akkor T (K) = 5 idGegység.)

Javasoljunk médszert egy olyan K {itemezés a meghatdrozasara, melyre »_ T;(K) minim4lis.

Adottak M, ..., M, munkdk Hy,..., H, hataridokkel és P, ..., P, profitokkal. Tegyiik fel, hogy minden egyes
munka elvégzésére 1 napra van sziikséglink. Adjunk algoritmust, mely meghatdrozza, hogy mely munkakat
vallaljuk el, hogy az 6sszprofitunk a leheté legnagyobb legyen.

Egy tanteremben fel van szerelve egy n x n-es tabla, melyen n? villanykorte helyezkedik el. A tdbla minden egyes
sordhoz illetve oszlopahoz tartozik egy-egy nyomégomb, mellyel a megfelel§ sorban (oszlopban) taldlhaté n darab
villanykorte dllapotat egyszerre lehet atvéltoztatni az ellenkezGjére. (Egy gombnyomdsra az adott sorban illetve
oszlopban égé korték elalszanak, az alvék pedig kigyulladnak.) A sziinet kezdetekor az Gsszes korte leoltott
allapotban van. Sziinetben a nebuldk Gssze-vissza nyomogatjak a gombokat. Hany kapcsolassal tudja a tanar
visszaallitani az eredeti allapotot? (A gombok egydllapotiak, azaz nem ldtszik rajtuk, hogy megnyomtéik-e 8ket
vagy sem.)

n dobozban goly6k vannak szétosztva gy, hogy a k-adik dobozba éppen k golyé esik. Adjunk optimaélis
lépésszamii médszert az Osszes doboz kitiritésére, ha a megengedett 1épés a kovetkezo: jeloljink ki tetszoleges
szamu dobozt, és mindegyikbél vegyiink ki ugyanannyi golyét. <

Adott egy A[l : 8] t6mb, melyben van abszolit tobbségi elem (olyan elem, amibél legaldbb 5 van a tombben). A
célunk ennek az elemnek a megtaldldasa minél kevesebb Osszehasonlitassal. Egy Osszehasonlitas kétféle eredményt
adhat: =, vagy #. Hatdrozzuk meg a sziikséges Osszehasonlitasok minimalis szamat!

Adott n chip, melyek képesek egymas tesztelésére a kovetkezé médon: ha Gsszekapcsolunk két chipet, mindkét
chip nyilatkozik a masikrol, hogy hibasnak talalta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri, hogy a masik hibas
-e, mig egy hibds chip akarmilyen véalaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek tobb, mint a fele korrekt. Adjunk
algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet haszndlva kikeres egy jé chipet.

Egy 2 xn-es sakktabla mez6in n piros és n—1 kék négyzetet helyeziink el. Ezeket olyan médon akarjuk atrendezni,
hogy a fels6 sorban piros, az alséban kék négyzetek legyenek, s a bal alsé sarok maradjon iires. Ehhez egy-egy
1épés soran az iires mezére tolhatjuk valamelyik szomszédjat. Bizonyitsuk be, hogy ehhez
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(a) (*) O(n?) 1épés elégséges és
(b) (**) Q(n?) 1épés sziikséges.

Rendezziik egy matrix soraiban az elemeket névekvd sorrendbe, majd ezt kovetoen az oszlopokat rendezziik
hasonlé6 médon. Mutassuk meg, hogy a mésodik rendezés nem rontja el a sorok rendezettségét.

Adott az A[l : n, 1 : n] kétdimenziés Boole (0-1) tomb. Adjunk O(n?) kéltségii médszert az A-beli legnagyobb
csupa egyesbdl all6 négyzet megkeresésére. Pontosabban: hatarozzuk meg a legnagyobb olyan 0 < k < n egészet,
melyhez vannak olyan #, j indexek, hogy az Ali : i + k,j : j + k| résztomb minden eleme 1.

Adott egy n X n-es matrix, amelyben csak az els6 sorban és az elsé oszlopban vannak 0-tél kiillonb6z6 szémadatok.
Ennek célszeri téroldsdhoz adjunk meg egy f : [1..n] X [1..n] — [1..2n] fiiggvényt, amely i = 1 vagy j = 1 esetén
kiilonbozé (4, j) parokhoz kiillonbozd f (i, j) értékeket rendel. f eldallitdsdhoz felhaszndlhaté a négy alapmiivelet,
az abs-, sgn-, mod- és div-fiiggvény, valamint a fliggvénykompozicié mivelete.

Egy szamkombinaciés zar harom hengerének mindegyikén 1-t0l n-ig szerepelnek a szamok. Egy lépésben
tetszoOleges szamu és elhelyezkedésii henger Osszefoghatd és ezek egylitt ugyanabba az iranyba egységnyit elfor-
gathaték. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges kiinduldsi helyzetbdl a csupa egyes éallas elérhet6 cn 1épésben és
allapitsuk meg a ¢ konstans optimalis értékét!

Technika

. Tegyiik fel, hogy van egy szamitégépes programunk, ami egy k méretii feladaton a jelenlegi gépiinkon 1 nap alatt

fut le. Beszereztiink egy szazszor gyorsabb szamitégépet. Ugyanazon programmal mekkora feladatot lehet az 1j
gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszama n méretli feladat esetén

(a) n-nel

(b) n-bel

(c) 2™-nel ardnyos?

Bizonyitsuk be, hogy

(a) log, f(n) = O(logygo f(n)) (f(n) >0).

(b) f(z) =apa® +ap_12" 1+ .. 4+ag (ax #0) = f(n)=0(n").
(c) 21 = 0(2"), de 27 £ O(2").

(d) max(f(n),g(n)) =O(f(n) +g(n)) (f(n),g(n)>0).

Adjuk meg azt a T'(n) fliggvényt zart alakban, amely a 3-hatvdnyokra van értelmezve és eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek:

T(1)=1ésn>2re
T(n) = 4T (n/3) + n?

Adjunk algoritmust a hanoi tornyok feladatanak megoldasahoz. Mekkora az algoritmus idéigénye?

Mit csinal a kévetkezd ¢ program?

typedef double number;
void mitcsindl(number v)
{
number d,r;
int c;
if (v<0){printf(” -7); v = -v; } else printf(” ”);
if (v <2) { printf(” %0.0lf”,v); return; }
d=2;
do {
¢ = 0; while ( r=v/d,!fmod(v,d) ) { v=r1; c++; }
if (¢) { printf(” %0.01?,d); if ( ¢ > 1) printf(”"%d” c); }
if(d==2)d=3;elsed +=2;if (d*d >v ) d =v;
} while (v!=1);
}

Elemezziik a program futdsi idejét!

Mit csindl, és mekkora az idéigénye a kovetkez6 algoritmusnak (feltehetjiik, hogy n 2-hatvany)?



10.

10.

function kitudja(s,t,n : integer) : boolean;
begin
if n =1 then
if él(s,t) then
return(igaz)
else
return(hamis);
fori:=1toV do
if kitudja(s, i, n div 2) and kitudja(i, ¢t,n div 2) then
return(igaz);
return(hamis)
end;

Irjunk rekurziv fiiggvényhivason alapulé algoritmust, ami az n-edik Fibonacci-szdmot hatdrozza meg! Mennyi a
lépésszam?

Adott egy n bites M természetes szdm. Javasoljunk (n-ben) polinomidlis idejii mddszert | v/ M | kiszdmitdsara.
Adjunk becslést a médszer koltségére.

Javasoljunk egy hatékony algoritmust |logs n| kiszdmitdséra, ahol n egy adott, bindrisan dbréazolt pozitiv egész!
Elemezziik a mddszer koltségét!

Javasoljunk algoritmust az a és b egészek (bindrisan dbrazolva) szorzatdnak kiszdmitdsdra az aldbbiak szerint:
(i) Az a,b egészeket az A[l : n] illetve B[l : n] Boole tombok tartalmazzdk; ezeket csak olvasni szabad.

(ii) Az eredmény (az ab szorzat) a C[1 : 2n] Boole témbbe frandd; ennek minden poziciéjaba csak egyszer lehet
irni.

(iil) Tovéabbi munkateriiletként O(log®n) bit téroldsdra alkalmas helyet haszndlhatunk, ahol ¢ egy pozitiv kon-
stans.

Rendezés

. Rendezziik a kovetkezo listat kupacos rendezés, gyorsrendezés, és az Osszefésiiléses rendezés segitségével:

4,11,9,10,5,6,8,1, 2, 16.

. Rendezziik a kovetkez6 lancokat a radix rendezés segitségével: abc, ach, bca, bbe, acc, bac, baa.

Hény 6sszehasonlitassal lehet megtaldlni n elem koziil a legkisebbet?

Pontosan hény Osszehasonlitdas kell ahhoz, hogy egy n elemil tombbdl egy olyan tagot keressiink, ami a témb
legkisebb 10 eleme kozé tartozik? (A tomb egy rendezett univerzum n kiilonb6z6 elemébél all, de maga nem
feltétleniil rendezett. Az eredmény barmelyik lehet a legkisebb tiz koziil: tehdat pl. az els6 éppugy megfelel, mint
a tizedik.) <

Egy csupa kiilonb6zé egészekbdl allo sorozat bitonikus, ha el0szoér né, utdna pedig fogy, vagy forditva: elészor
fogy, utdna nd. Példaul az (1,3,7,21,12,9,5), (9,7,5,4,6,8) és (1,2,3,4,5) sorozatok bitonikusak. Adjunk O(n)
Osszehasonlitdst hasznédlé rendez6 algoritmust n elemii bitonikus sorozatok rendezésére!

(a)(**) Ossze kell fésiilniink az A; < Ay < ... < A, ésa By < By < ... < By rendezett halmazokat.
Bizonyitsuk be, hogy a sziikséges Gsszehasonlitdsok minimalis szama 2n.

(b) Igaz -e, hogy alkalmas ¢ dllandéra minden (n, k) parra az n és a k elemi rendezett halmazok 6sszefésiiléséhez
kell legaldbb c¢(n + k) Osszehasonlitdas? <

Adjunk konstans szorzé erejéig optimédlis szamu 6sszehasonlitdst hasznalé médszert az Ay, Ao, ..., A,, egyenként
k elemii rendezett tombok Osszefésiilésére!

Célunk az A[l : n] tomb A[l : k] és A[k+1 : n| részeinek felcserélése. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n) koltséggel
és konstans munkateriilettel!

. Adott egy rendezett univerzum n kiilonboz8 elemébdl 4ll6 S halmaz. Legyen [ := |log, n|. Felosztandé az S

halmaz olyan nem tires Si,Ss,...,.5 részhalmazokra, hogy tetszéleges 1 < i < j < [ szamparra az .S; halmaz
minden eleme kisebb legyen az S; halmaz minden eleménél. Adjunk meg egy O(nloglogn) Gsszehasonlitdst
hasznélé médszert a fenti feladatral

A (novekvden) rendezett A[l : n] tomb k darab elemét valaki megvdaltoztatta. A véltoztatdsok helyeit nem
ismerjiik. Javasoljunk O(n + klog k) uniform koltségli algoritmust az igy médositott tomb rendezésére! <
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Az A[l : n] t6mb elemei egy rendezett tipusbdl valék. Tudjuk tovdbba, hogy ez a sorozat két monoton névé
részsorozat egyesitése. Pontosabban fogalmazva az {1,2,...,n} indexhalmaznak vannak olyan X; és X5 részei,
hogy X1 UXs ={1,2,...,n} ésha j,k € X;, j <k, akkor A[j] < A[k] (i =1,2).

Javasoljunk O(n) Osszehasonlitdst haszndlé médszert az A tomb rendezésére. (A megoldashoz hasznos lehet a
feltételeinknek az a kovetkezménye, hogy nem létezhet olyan j < k < [ indexhdrmas, amelyre A[j] > A[k] > A[l].)

¢

Adott egy A[l..n] tomb, amelynek elemei egy rendezett halmazbdl keriilnek ki. Tudjuk, hogy a témbben nincs
Alin] > Alia] > Alis] > Alig] részsorozat, ahol 1 < i1 < iy < i3 < iy < n. Adjunk O(n) koltségili algoritmust,
amely nemcsokkend sorrendbe rendezi a tomb elemeit.

Az A[l : n] témbben egy rendezett univerzum n kiilénboz6 eleme volt, nagysdg szerint névekvd sorrendben.
Valaki id6kozben megkeverte a tomb elemeit, de csak annyira, hogy minden egyes elem 1j helye az eredetitol
legfeljebb 5 tavolsdgra esik. Adjunk O(n) idejii algoritmust az eredeti dllapot helyredllitdséra! <

Az egész elemeket tartalmazé A[l : n] tombot lassan vdltozdnak nevezziik, ha minden 0 < ¢ < n indexre teljesiil,
hogy |A[i] — A[i + 1]] < 10. Javasoljunk hatékony mddszert lassan véltozé tombok rendezésére; elemezzik a
modszer koltségét!

Négy elem rendezéséhez hany Osszehasonlitas kell? <

Ot elem rendezéséhez hény osszehasonlitds kell? <

A ’ 6 | 4 | 8 | 3 ‘ 7 | 2 | 5 | 1 | tomb rendezése sordn (a rendezé algoritmus néhdny lépése utdn) a kovetkezd
kozbiils6 allapot jott 1étre: | 4 | 6 | 3 | 8 | 7 | 2 ‘ 5 | 1 |Az alabb felsorolt, az eléadason tanult modszerek koziil
mely(ek) alkalmazdsakor fordulhatott ez el§?

a) Beszurdsos rendezés,

b) Buborékrendezés,

¢) Osszefésiiléses rendezés,

d) Gyorsrendezés? <

Adott egy egész szdmokat tartalmazé A[l..n] tomb, amelyben legfeljebb n elempér &ll inverziéban egymadssal
(két elem akkor &ll inverzidban, ha a nagyobb megelézi a kisebbet). Igaz-e, hogy a buborék-rendezés rendezi az
A t6mbot

a) legfeljebb n Osszehasonlitdssal?

b) legfeljebb n cserével? <

Egy rendezési algoritmust konzervativnak neveziink, ha megtartja az egyforma elemeknek az eredeti sorrendjét.
Az aldbbi rendezési algoritmusok koziil melyek konzervativak:

(a) buborékrendezés; (b) Osszefésiiléses rendezés; o

(¢) kupacrendezés; (d) gyorsrendezés?

Az A[l : n] témb piros és zdld elemeket tartalmaz. Szeretnénk dtrendezni gy, hogy az egyszinii elemek
folytonosan helyezkedjenek el (elol az Osszes piros, utdna a zoldek vagy forditva). Egy megengedett lépés két
szomszédos témbelem cseréje. Javasoljunk konstans szorzé erejéig optimalis 1épésszamu algoritmust. <

Legyen adott egy egészekbél 8116 A[l : n] tomb valamint egy b egész szdm. Szeretnénk hatékonyan eldénteni,
hogy van-e két olyan i,j € {1,...,n} index, melyekre A[i] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a feladatot O(nlogn)
idében! <

Az A[l : n] tombben egész szamokat tarolunk. Tudjuk, hogy van olyan i index, amellyel
Alil < Ali+1] <... < An] < All] < ... < A[i — 1]

teljesiil. Adjunk minél kevesebb Osszehasonlitast haszndlé mddszert ennek az (egyértelmiien meghatdrozott) 4
indexnek a megkeresésére. Elemezziik a mddszer koltségét!

Adott két n hosszu rendezett lista, a1, ..., a, és by, ..., b,, amelyek Osszesen 2n kiilonb6z6 elemet tartalmaznak.
Adjunk konstans szorzo erejéig optimalis szdmu Gsszehasonlitdst hasznalé algoritmust a 2n elem koziil az n-edik
legkisebb meghatarozasara! <

Legyen adott egy rendezett univerzum 2n kiilonb6z6 elemébdl all6 S halmaz. Szeretnénk az S elemeit egy
A[l : 2n] tombbe elhelyezni gy, hogy

All] < A2] > A3] < A[4] > --- < A2n — 2] > A[2n — 1] < A[2n]

teljesiiljon. Adjunk meg egy O(n) Osszehasonlitdst haszndlé algoritmust erre a feladatral
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Az el6adédson az Gsszefésiiléses rendezésnek (MSORT) egy rekurziét alkalmazé valtozatat korvonalaztuk. Java-
soljunk egy iterativ (rekurziét, vermet nem haszndls) implementdciét, melynek a koltsége a kordbbi valtozatéval
egyezd nagysigrendii!

Egy n elemii sorozat csupa 0-bél és 1-esbdl all. Rendezziik a sorozatot n — 1 Gsszehasonlitassal!

Adott egy dobozban n kiilonb6z6 méretii anyacsavar, valamint egy mésik dobozban a hozzdjuk ill6 apacsavarok.
Kizarolag a kovetkezo Gsszehasonlitasi lehetdséglink van: Egy apacsavarhoz hozzaprébalunk egy anyacsavart. A
probanak haromféle kimenete lehet: apa < anya, apa = anya, vagy apa > anya; annak megfeleléen, hogy az
apacsavar kiils6 atmérdje hogyan viszonyul az anyacsavar bels§ atmérGjéhez. Szeretnénk az anyacsavarokhoz
megtaldlni a megfelel$ apacsavarokat. Adjunk erre a feladatra dtlagosan O(nlogn) 6sszehasonlitdst felhasznals
moédszert!

Tegytiik fel, hogy adott a ¥ = {a,b,¢,d} abc feletti szavaknak egy S halmaza. Az S-beli szavak Osszhossza
n. Javasoljunk egy O(n) idejii mddszert az S elemeinek (lexikografikus) sorbarendezésére! A ¥ alaprendezése
a<b<ec<d.

Vazoljunk egy O(n) id6igény( algoritmust (az idékorlat bizonyitdsaval egyiitt) n olyan egész szambdl 4ll6 sorozat
rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartomanyba esnek!

(b)(*) {1,...,n7 — 1} tartomanyba esnek! <

Adott egy A[l : n] tomb, ami 1 és k kozotti egészekbdl dll. Szeretnénk O(n + k) idében létrehozni egy adat-
strukturdt, aminek segitségével konstans koltséggel megoldhaté a kovetkezo feladat:

Bemenet: a és b természetes szamok;

Meghatarozandé: az A tomb azon elemeinek a szdma, amelyek az [a, b] intervallumba esnek.

Tervezziik meg az adatstruktirat és a felépitéséhez sziikséges algoritmust! <

Egy konyvtarban havonta magneslemezre listazzak a kikolesonzott konyveket a kolesonzok neve szerinti sor-
rendben. A listdn minden egyes kényvnek egy rekord felel, melyben a konyv azonositasdra szolgalé kulcs egy
1 és 100N kozé es6 természetes szam, ahol N a konyvtari konyvek szama. Adjunk minél révidebb idejii (kon-
stans szorzé erejéig optimélis uniform id8igény(i) mddszert annak eldontésére, hogy a janudrban és februdrban
kik6lesonzott konyvek Osszessége megegyezik-e!

Egy személyek adatait tartalmazd nyilvantartasban n rekord van. A rekordokban szerepel a személy magassaga
és testsilya is. Szeretnénk minél kevesebb munkaval eldonteni, hogy vannak-e olyan X és Y személyek a
nyilvantartasban, hogy X magasabb Y-ndl, de Y nehezebb, mint X. Javasoljunk hatékony mddszert a feladatra!
Elemezziik a médszer koltségét!

Tegyiik fel, hogy inputként adott egész koordindtdju sikbeli pontok egy & = {P, = (z1,11), P =
(2,92)y .-+, Pon, = (Z2n,y2n)} halmaza. A sik egy Q pontja (az S-re nézve) kiézépsd, ha az S-nek éppen n
pontja van a @ felett, tovibbd az S-nek éppen n pontja van a Q-tdl jobbra. Javasoljunk hatékony mddszert
adott S-hez kozéps6 pont keresésére! Elemezziik a mddszer koltségét!

Adottak a sik egész koordindtdju Py = (x1,y1), Po = (22,92), ..., Pan = (Tan, y2,) pontjai, melyek koziil nincs
hdrom egy egyenesen. Javasoljunk O(n) uniform koltségii médszert egy olyan egyenes (két kiilonb6z6 pontjénak)
meghatarozasira, melynek mindkét oldalan ugyanannyi van a P; pontok koziil.

Adottak a sik egész koordindtédju Py = (z1,y1), P2 = (22,42),...,Pn = (2, yn) pontjai. Javasoljunk O(n)
uniform koltségli médszert olyan P; # P; pontok kivélasztasara, amelyeken atmend egyenes altal meghatarozott
félsikok kozul az egyik tartalmazza az Gsszes input pontot.

Legyenek Si,..., Sk olyan nemiires halmazok, melyek elemszamainak Osszege n, és elemeik 1 és n kozé esnek.
Mutassunk algoritmust, mely az 6sszes S; (1 < ¢ < k) halmazt rendezi O(n) id6 alatt!

Adjunk hatékony algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének a megtaldlasara. Elemezziik a moddszer
koltségét. <&

Igazoljuk, hogy egy n elembdl 4116 bindris kupac felépitése Q(n) Gsszehasonlitdst igényel! <

Adott egy n elemet tartalmazoé 2-kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac k-nal kisebb kulcsi elemeit! Ha
m ilyen elem van, az algoritmus O(m) elemi 1épést haszndlhat.

Egy rendezett halmazbdl n elem kupacban van elhelyezve. Bizonyitsuk be, hogy a legnagyobb elem megk-
ereséséhez Q(n) Osszehasonlitds szitkséges! ¢

Adjunk konstans szorzoé erejéig optimalis uniform koltségli algoritmust az aldbbi problémara:

INPUT: Egy A[l : n] tomb, amely eredetileg az 1,...,n természetes szdmokat tartalmazta kupacba rendezve,
de 6t elem megsériilt és a helyére x keriilt.

FELADAT: Taldljuk meg a témb egy olyan kitoltését, ami lehetett az eredeti! <
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Bizonyitsuk be, hogy ahhoz, hogy egy halmazbdl a két legnagyobb elemet kivélasszuk, n + [logn] — 2
Osszehasonlitas sziikséges és elégséges.

(a) (*) Javasoljunk egy olyan algoritmust, ami [1.5n] — 2 Osszehasonlitdssal megtaldlja egy n-elemi halmaz
legnagyobb és legkisebb elemét!
(b) (**) Igazoljuk, hogy [1.5n] — 2 Gsszehasonlitds sziikséges is a fenti feladat megoldasara!l <

Adott az A[l : n] csupa kilénbozd egész szdmot névekvd sorrendben tartalmazé tomb. (A témbben negativ
szdmok is lehetnek!) Adjunk hatékony algoritmust egy olyan ¢ index meghatérozasira, melyre Afi] = ¢ (feltéve,
hogy van ilyen 4): igyekezziink minél kevesebb elem megvizsgaldsdval megoldani a feladatot!

Egy n elemf rendezett halmaz kdzépsd elemének a rendezett sorrend szerinti |(n + 1)/2]-ik elemet nevezziik.
Célunk egy n elemi rendezett halmaz elemeit kilistazni igy, hogy legeldl a k6zéps6 elem van, utdna a maradék
kozépsé eleme stb. (pl. ha az elemek 1,2,3,4 akkor a kivant sorrend 2,3,1,4.) A halmaz elemeit (tetsz. sorrendben)
az A[l : n] tomb tartalmazza. Javasoljunk egy olyan megoldést, mely a sziikséges Gsszehasonlitdsok szdmét
tekintve konstans szorzo erejéig optimalis.

Az egész elemeket tartalmazé A[l : n] tombot konvexnek nevezziik, ha minden i-re (1 < i < n) teljesiil, hogy
Ali] < 1/2(A[i — 1]+ A[i+1]). Javasoljunk olyan algoritmust, mely minél kevesebb sszehasonlitdssal megtalalja
egy konvex tomb minimalis elemét.

Van egy T[1 : n] tombiink, melynek elemei valds szdmok. Keressiik meg T maximdlis Osszegii folytonos
résztombjét, vagyis azon 1 < i < j < n indexeket, melyre a T[¢] + T[i + 1] + ... 4+ T'[j] Osszeg maxim4lis!

Adott hdarom fiigglleges rid és n darab ezekre felhtizhat6 korong, melyek 1-t6l n-ig vannak szamozva. Kezdetben
a korongok mind az elsé ridra vannak felhuzva tetszéleges sorrendben. A cél az, hogy a korongok a szamozds
szerinti novekvé sorrendben szerepeljenek mind egyazon ridon. Egy lépésben tetszéleges ridnak a legfolso
korongjat attehetjiik egy masik ridra, a méar ott levo korongok tetejére. Mutassuk meg, hogy a kivant allapot
eléréséhez szitkséges 1épésszam 0(nlogn). (A korongok "nem csisznak egymdsba”: sorrendjiik egy-egy ridon
mindig az odahelyezésiik sorrendjét tikrozi.) <&

Egy nyilvantartasban a rekordok a kulcsuk szerint (bindris) kupacba vannak rendezve. Feltessziik, hogy a
kulcsok egész szamok. Szeretnénk implementélni a kulccsokkentés miiveletét: A bemenet a kupac egy eleme (pl.
mutatéval megadva) valamint egy ¢ > 0 szdm, amivel az elem k kulcsat lecsokkentjitk (az 1j kules tehdt k — @),
majd a kupac tulajdonsdgot helyresllitjuk. Oldjuk meg a feladatot minél hatékonyabban! Elemezziik a médszer
koltségét! &

Adott egy n méretii A tdmb, amiben 0-k és 1-esek helyezkednek el. Szeretnénk egy B — szintén n méretii — tdmbot
kitolteni, hogy B i-edik eleme azon legnagyobb j < i indexet tartalmazza, melyre A[j] = 1. Pontosabban, legyen

Bli] = max{j|0 < j <iés A[j] =1}, ha létezik olyan 0 < j < i, hogy A[j] =1,
YT 0 egyébként.

Csindljunk olyan pdrhuzamos algoritmust, ami O(n) processzor felhaszndldsdval O(logn) id6ben kitolti a B
tOmbot!

Rendezett aq, . .. ay, listdban keresiink gy, hogy egy lépésben egyszerre k darab “kisebb-e mint a;” tipusu kérdést
lehet foltenni. Adjunk konstans szorzé erejéig optimalis algoritmust!

Egy n-szer n-es tébldzatban gy van elhelyezve n? db kiilénbozd szém, hogy mind a sorok mind az oszlopok
monoton névekvéek. Mutassuk meg, hogy ekkor a keresés 1épésszama O(n).

Valaki egy 6sszehasonlitdson alapulé allitélagos rendezési algoritmusrdél azt mondja, hogy mivel az eljaras minden
olyan sorozatot jél rendez, amelyben a rendezett sorrendhez képest csak egyetlen par van felcserélve, ezért az
algoritmus tetszéleges sorozatot rendez. Helyes-e ez a kovetkeztetés? <

Az egész értékii A[l : n] tomb rendezésére szolgdlé program egy CE-program (compare-exchange program), ha
minden utasitasa
if Afi] < A[j] then cseréljiik fel azA[i] és A[j] értékeket;

alakud. Igazoljuk, hogy ha egy CE-program helyesen miikodik (az elemeket nem csékkenéen rendezi) minden 0,1
értékil input esetén, akkor helyesen miikodik minden egészértéki input esetén is!

Az I = [0,219° — 1] intervallum egy ismeretlen x egész elemét szeretnénk meghatdrozni “Igaz-e, hogy x < i?”
alaku kérdésekkel, ahol i € I egy egész. Tudjuk még, hogy a kapott véalaszok koziil egy hibas lehet. Javasoljunk
egy legfeljebb 150 kérdést felhaszndlé stratégiat!
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Keresofak

. Egy bindris keres6fa csucsait egy, a gyokértdl egy levélig mend Ut szerint harom osztdlyba soroljuk: B az uttol

balra levé, U az utra es6, J pedig az 1ttol jobbra levo csiicsok halmazat jeloli. Igaz-e mindig, hogy minden B-beli
csucs kulcsa kisebb tetszoleges U-beli csics kulecsanal, és minden U-beli cstucs kulcsa kisebb, mint tetszéleges
J-beli cstcs kulcsa? &

A kovetkezbket tudjuk egy fa m,n elemeirél: m megel6zi n-t a fa X-order szerinti bejdrasdban, viszont m az n
utdn jon a fa Y-order szerinti bejarasaban (X,Y= {pre, post,in}). Melyik eset(ek)ben tudjuk eldénteni, hogy m
Ose-e n-nek?

Egy binéris kereséfa ”valamely bejardsan” mindig a {pre, in, post}-order valamelyikét értjiik.

(a) Mely bejardsokndl lehetséges az, hogy a tarolt elemek legnagyobbika megeldzi a legkisebbet?

(b) Tegyiik fel, hogy egy bindris kereséfdban az 1,2, ...,n szdmok vannak tdrolva, tovdbbd hogy a fa valamely
bejarasanal a szamok az n,n — 1,...,1 sorrendben kovetkeznek. Hatarozzuk meg, melyik lehetett ez a bejaras
és milyen lehetett ez a binaris kereséfa!

Egy rendezett univerzum n eleme egy A binaris keres6faban, k eleme pedig egy B bindris keres6faban van tarolva.
Adjunk minél hatékonyabb mddszert a két faban levé elemek nagysag szerinti sorrendben torténé kilistazasaral
(Tehat egy olyan tombdét szeretnénk kapni, amiben az n + k elem rendezetten helyezkedik el.) Elemezzik a
moédszer koltségét! &

Egy gyokeres faban egy cstics foka legyen a gyerekeinek a szama. Mutassuk meg, hogy minden bindris fiban a
levelek szama eggyel t6bb, mint a masodfoku csiicsok szamal

Adott egy n = 2¥ — 1 ponti teljes bindris keres6fa. A faban tarolt elemek egészek az I = [1,2*] intervallumbdl és
egy szam legfeljebb egyszer fodul el6 a faban. Utébbi feltétel szerint pontosan egy olyan i € I egész van, amely
nincs a faban. Adjunk egy hatékony mddszert i meghatarozasara.

Tllessziik be az aldbbi 6 kulcsot egy kezdetben tires (2, 3)-fdba a megadott sorrendben: D, B, E, A, C, F. Rajzoljuk
le az eredményil kapott fat!

Egy 2-3 fiban egy rendezett halmaz 10 000 elemét szeretnénk tarolni. Milyen korlatok k6zé esik a fa magassiga?

Az [1,178] intervallum Osszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gyokérben két kules van, és
az els6 kules a 17. Mi lehet a mésodik? Miért? <

Egy Bgo-fanak (huszadrendii B-fAnak) 10° levele van. Mekkora a fa szintjeinek minimalis, illetve maximélis
szama?

Egy 1 000 000 rekordbdl all6 adatalloményt B-fiban szeretnénk tarolni. A rekordok hossza 200 byte. A kulcs
hossza 40 byte. Egy mutaté helyigénye 5 byte. Tegyiik fel, hogy a lapméret 2000 byte. Adjunk minél pontosabb
fels6 becslést a szitkséges lapok (blokkok) szdméra.

Az S; és Sy kuleshalmazokat kiegészitett 2-3-fakban tdroljuk. Fzek az eredeti 2-3-fatdl abban kiilénboznek csak,
hogy minden csticsban fel van jegyezve az onnan indulé részfa magassdga (szintjeinek szdma). Tegylik még fel,
hogy az Sp-beli kulcsok mind kisebbek az Ss-belieknél. Javasoljunk hatékony algoritmust a két fa egyesitésére.
A cél tehdt egy olyan kiegészitett 2-3-fa, amelyben a kulcsok S; U Sy elemei. <

Egy faban az x csics stlya x leszarmazottainak a szama. Egy bindris fat szigordan bindrisnak mondunk, ha
a levelek kivételével minden cstiicsnak pontosan 2 fia van. Tegyiik fel, hogy egy szigorian binaris fa minden x
csucsara fennall, hogy:

2 < Saly(jobb(x)) < 2

Bizonyitsuk be, hogy ez csakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a csicsok szdma 25 — 1. <

A maximum n mélységli szigordan bindris fabdl ¢(n)-féle van. Bizonyitsuk be, hogy
(a)t(n) =t*(n—1) +1
(b)Létezik a valés szam, melyre t(n) = |a"].

Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordindtajukban kiilonboznek. Bizonyitsuk be, hogy egy
és csak egy binaris fa létezik, melynek szogpontjai az adott n pont, és az els6 koordindta szerint a kereséfa
tulajdonsdggal, a méasodik szerint pedig a kupac tulajdonsiggal rendelkezik. (Vigydzat: a kupac tulajdonsdgba
nem értendd bele, hogy a fa teljes bindris fa legyen, mint amilyet a tanult ”kupacépits” algoritmus létrehoz.) <

Egy rendezett halmaz adott n elemébdl kupacot szeretnénk épiteni, melyre (a kupac tulajdonsag mellett) teljesiil,
hogy minden x csics bal részfajanak az elemei kisebbek mint az x jobb részfdjanak az elemei.
Igazoljuk, hogy ehhez legalabb (nlogn) Gsszehasonlitds sziikséges!
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Adottak a sik egész koordinataju Py = (z1,y1), P2 = (z2,92), ..., Py = (s, yn) pontjai. Javasoljunk O(nlogn)
koltségli médszert annak eldontésére, hogy vannak-e olyan P;, P; pontok (i # j), melyek tavolsdga nem tGbb
mint 2.

Adjuk meg az {1,2,...,6} szdmoknak egy olyan sorrendjét, amikor az AVL-fat épitd algoritmus az adott input
sorozat esetén alkalmaz dupla forgatast.

Epitsiink AVL-fat az alabbi input szdmsorozatbdl: 4,3,2,1,7,6,5.
Hatédrozzuk meg a nyolc szintbél 4116 AVL-fak minim4lis, illetve maximélis csticsszamat!

Adjunk példat olyan AVL fara, hogy egy alkalmas torlés esetén egyetlen forgatds ne legyen elegend6 az AVL-
tulajdonsag helyredllitdsara.

Adott egy n ponti AVL-tulajdondgu binaris fa. Adjunk meg polinomidejii algoritmust az 1,...,n szamok
egy olyan sorrendjének meghatarozasara, amely esetén az AVL-fa épit6 algoritmus a megadott fat hozza létre,
mégpedig forgatas nélkil. <

Egy AVL-féba egy 1j elemet illesztettiink be az el6addson tanult médszerrel. Az eredményképpen kapott AVL-fa
magassdga nagyobb, mint az eredetié. Milyen forgatast alkalmazhattunk? <

Igazoljuk, hogy egy tetszbleges n pontu binaris fa legfeljebb n — 1 darab egyszeres forgatassal atalakithaté olyan
fava, melyben egyetlen csticsnak sincs bal fia (szemléletesebben: jobbra mené utta alakithat6). <

Adjuk meg az {1,2,...,6} szdmoknak egy olyan sorrendjét, amikor az AVL-fat épité algoritmus az adott input
sorozat esetén alkalmaz dupla forgatast.

Epitsiink AVL-fat az alibbi input szdmsorozatbdl: 4,3,2,1,7,6,5. <
Hatarozzuk meg a nyolc szintbél allé6 AVL-fak minimalis, illetve maximalis csticsszamat!
Tegylik fel, hogy az AVL fa épitd algoritmus inputja az 1,2,3,...,2" — 1 sorozat. Mi lesz a felépitett AVL fa?

Egy [ szintl binaris keres6fa cstucsaiban a kulcsokon és a részfak gyokereire mutaté pointereken kiviil taroljuk a
megfeleld részfa sulydt (a csics leszarmazottainak a szamat). Tudjuk, hogy a kulcsok mind kiilénboz6ek, valamint
hogy a fa minden bels6é (nem levél) csicsdnak pontosan két fia van. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust egy
olyan levél keresésére, aminek a k kulcsa a lehet6 legkozelebb van a kulcsok rendezése szerinti kézépsé kulcshoz!
Mésszéval, ha m-mel jeloljiik a kozéps6 kulcsot, olyan k kulcsti levelet keresiink, hogy ne legyen olyan k' kulcs
levél, hogy m < k' < k vagy k < k' < m. Elemezziik a mddszer koltségét!

Adjunk meg olyan adatszerkezetet, amely lehetové teszi, hogy

(a) az 1 és n kozotti egészeket taroljuk;

(b) konstans idében beszirjunk egy (eddig még nem tartalmazott) elemet;

(c) konstans id6ben toroljiink egy (kozelebbrél meg nem hatdrozott, de tartalmazott) elemet!

Egy sportklub teniszez6i kialakitottak egy erésorrendet. Ezt a kovetkez6 szabélyok szerint tartjak karban:

e 1ij jatékos a sorrend végére keriil;
e a rangsor szerinti i-edik jatékos kihivhatja az i — 1-ediket; ha legy0zi, helyet cserélnek.

Tervezziink olyan hatékony adatszerkezetet, mely lehet6vé teszi a rangsor szamitégépes kezelését! A sziikséges
funkcidk a koévetkezok:

e Beszir(név): az 1j jovevényt a rangsor végére teszi

e Kihiv(név): az i — 1. helyen 4ll6 személy nevét adja, ha a "név”-vel azonositott személy az i. helyen &ll és
1> 1.

e Kicserél(i): kicseréli a rangsor i. és i — 1. helyén lev$ személyeket, ha i > 1.

Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara szolgdl. A megvalésitandd
miiveletek:

e Felépit(n) n elembdl felépiti a strukturét
e Mintor, Maxtor a min. illetve max. elem torlése
e Beszir(z) az x elemet a struktirdba illeszti.

Az egyes miiveletek uniform koltsége ne legyen t&bb, mint Felépit: O(n); Mintor, Maxtor, Beszir: O(logn),
ahol n a tarolt elemek szama.

Két mezobél allé rekordokat szeretnénk tarolni, melyek mezéi: személynév valamint telefonszdm . A kovetkezo
miiveleteket kell hatékonyan megvaldsitani: rekord beillesztése, torlése, keresés név, illetve telefonszam alapjan,
tol-ig tipusu kérdések a személynévre vonatkozoan. Javasoljunk egy hatékony adatszerkezetet és elemezziik a
koltségét!
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Adattomorités

. Bizonyitsuk be, hogy adott p; > ps > ... > p,, eloszldshoz van olyan optimdlis (Huffman-) kéd, amire teljesiil,

hogy

(a) p; > p; = az i-edik kédszé legfeljebb olyan hosszi, mint a j-edik;

(b) az n-edik és n — l-edik kdédszavak hossza megegyezik; és

(c) az n-edik és n — l-edik kdédszavak csak az utolsé jegylikben kiilonboznek!

. Bizonyitsuk be, hogy ha adott p; > ps > ... > p, szamok esetén a p1,po,...,Pn_2,Pn_1 + Pn eloszlashoz ismert

egy optimalis kédolas, akkor a p1,ps2, ..., Pn_2, Pn_1, Pn eloszlashoz optimélis kédolas készitheté oly mdédon, hogy
az el6z6z egy 0-t, illetve egy 1-est illesztiink.

Legyenek p; < ... < p, egy n = 2F > 4 elemfi abécé elemeinek az el6forduldsi valészintiségei egy szovegben
(3" pi = 1). Tegyiik fel, hogy az Gsszes k hosszi 0-1 sorozatbdl allé kédolds egy optimélis (Huffman) kédot ad.
Mekkora lehet p,, legnagyobb értéke?

A py > po > p3 > py valészinliség-eloszldshoz ketten készitettek Huffman-kédot. Egyikiik kédszavai: 0, 10, 110,
111; mésikukéi: 00, 01, 10, 11. Tudva, hogy ps = 1/6, hatdrozzuk meg p;, p2, ps és ps értékét. &

Tegyliik fel, hogy egy szoveg az A, B,C, D, E betlikbdl all. A betiik eléfordulasi gyakorisdgai gy ardanylanak
egyméshoz, mint 2:3:4:5:6.

(a) Adjuk meg a betiik egy Huffman kédoldsét.

(b) Mutassuk meg, hogy a kddszavak hossza minden betii esetén egyértelmiien meghatdrozott (fiiggetlen a
vélasztott kédolastdl). <

Adjunk meg egy Huffman kédot a MISSISSIPPIT sz6 térolasara. Mekkora a helymegtakaritds a bet{ik uniform
hosszusagu kédolasahoz képest?

Hatérozzuk meg a BARBARANAK sz egy lehetséges Huffman-kédjat és Lempel-Ziv-Welch-kédjdt. Az
utébbindl tegye fel, hogy a szétar a kezdShelyzetben az A, A, B, K, N, R betliket tartalmazza, és ezek kddjai
rendre 1, 2, 3,4, 5,6.

Adjunk meg egy olyan eloszlast, melyhez tartozé barmely optimalis kédoldsban van hosszabb szé, mint amilyen
hosszu szé egy nem feltétleniil optimélis kddoldsban a maximimalis széhossz.

Adott egy k pozitiv egész. Adjunk meg egy olyan eloszlast, melyhez tartozé optimalis kédban minden kdédszo
hossza nagyobb lesz k-nél.

A py <ps <...< p, eloszlasokhoz Huffman-kodot készitettiink. Mekkora lehet p; lehet6 legnagyobb értéke, ha
a kapott kddszavak a kévetkezok:

1,01,001,0001,00001,...,000---01, valamint 000---00 ?
— —_——

n—2 n—1

Két dobdkockank van, mindegyiken 2 db egyes, 2 db kettes és 2 db harmas taldlhat6. A két kockaval egyszerre
dobunk és a dobott szdmok Gsszegét bindris kéddal kédoljuk. Adjunk meg egy olyan bindris kédot, hogy szaz
dobds eredményének kédja varhatéan a lehetd legrovidebb legyen!

Legyen T egy olyan bindaris fa, melyben minden nem-levél csiicsnak pontosan 2 fia van. Igaz-e, hogy van olyan
eloszlas, amelyhez tartozé Huffman-fa éppen T'7

Az {z,y,z} haromelem{ dbécé mellett futtatjuk a Lempel-Ziv—Welch algoritmust egy adott szévegre. A
tomorités egy pontjan bekeriil a szétarba az xy szd kddja. Amennyiben kés6ébb szerepel a szovegben xy részszo,
biztos-e, hogy egyiitt fogjuk Sket kédolni? <>

A Y = {a,b} 4bécé feletti szovegeket Huffman és Lempel-Ziv—Welch mddszerrel is kédoljuk. A Lempel-Ziv
szotarban minden karaktersorozatnak 8 bites kédot adunk. Lesz-e igy a szovegek kozott olyan, amelynek a
Lempel-Ziv kédja rovidebb lesz a Huffman-kédjanal? <

Egy S széveg tomoritésére a Lempel-Ziv-Welch médszert alkalmaztuk. Azt tapasztaltuk, hogy a kédolds soran
hasznélt szétdrban eléfordult 100 betiibél 4116 sz6. Adjunk minél jobb alsé becslést az S szoveg hosszara!l

Egy 1000 betlibol all6 szoveget kodoltunk a Lempel-Ziv-Welch médszerrel. Legalabb hany kédboél all az eredmény,
ha a szotar méretére nincs korlat? <

Legfeljebb milyen hosszi lehet egy n-elemil dbécé feletti sz6, amit a Lempel-Ziv—Welch algoritmus nem témorit
(tomoritésen itt az értendd, hogy az algoritmus egynél hosszabb betiisorozatot helyettesit a kédjaval)? &



Hashelés

. Egy 1 000 000 rekordbdl 116 adatallomanyt mégneslemezen (vodros médszerrel) hashelt szervezésben szeretnénk
tarolni. A rekordok hossza 200 byte. Egy mutaté helyigénye 5 byte. Tegytlik fel, hogy a lapméret 2000 byte.
Adjunk becslést a sziikséges lapok (blokkok) szdmdra azzal a feltevéssel, hogy a vodor-kataldgust is a lemezen
kell térolni.

. Egy u elmii halmaz elemeit egy v méretli vodorkatalogus segitségével tartjuk hashelt allomdnyban. Igazoljuk,
hogy akédrmilyen j6 hash-fiiggvény alkalmazdsa esetén is a keresés Q(u/v) id6t igényel.

. Mutassuk meg, hogy (nyitott cimzéses hashelés, lin. prébalkozds esetén) mdar két kulcshoz tartozé hash-
fligvényérték megegyezése is okozhat ”tetszOlegesen” nagy méretii csomdsodast.

. Mi a baja az f(K) = K? (mod 7) hash-fiiggvénynek, ahol 7 a tadblaméret? <

. A hash-fiiggvény legyen f(K) = K, a tdblaméret M =7, és 1 < K < 20. Helyezziik el a tabldban a 3, 4, 7, 11,
14, 17, 20 kulcsokat ebben a sorrendben

(a)linedris

(b)kvadratikus maradék

prébalast hasznélva az titkozések feloldasara.

. Nyitott cimzéssel hasheltiink egy 11 elemi tdbldba a h(k) = k (mod 11) hash-fliggvény segitségével. A kovetkezd
kulesok érkeztek (a megadott sorrenben): 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59. Adjuk meg a tdbla végs6 dllapotat a
kovetkez6 két probamddszerre:

(a) linedris prébalds;

(b) kvadratikus maradék préba! <

. A T[0 : M] tédbldban 2n elemet helyeztiink el az els6 3n helyen (3n < M) egy ismeretlen hash-fiiggvény
segitségével. A tabldban minden 37 index(i hely iiresen maradt (0 < i < n). Legfeljebb hany litk6zés lehetett,
ha az iitkozések feloldasara

a) linedris prébalast

b) kvadratikus maradék prébélast haszndltunk? <

. AT[0: M — 1] tdbldban rekordokat tarolunk nyitott cimzésii hashelt szervezéssel. Az iitkozések felolddsara
linedris prébalast alkalmazunk. Tehat ha a h(K) sorszamu cella foglalt, akkor a K kulcsi rekordot a h(K) —
1,h(K)—2,...sorszdmu celldk koziil az elsé tiresbe tessziik. Tegyiik fel, hogy a tdbla hasznalata sordn egy hibds
torlés tortént: egy cellabdl kitordltiink egy rekordot a torlés-bit bedllitasa nélkiil.

(a) Igaz-e, hogy a hibds torlés helye mindig megtaldlhat6?

(b) Adjunk hatékony (linedris id6igény(l) algoritmust a tdbla megjavitdsdra. (Moddositsuk gy a tablat, hogy
megszlinjenek a hibés torlés negativ kovetkezményei.) <

. Nyitott cimzéssel, linearis probalas mddszerével akarjuk az K1 < Ko < ... < K, kulcsi elemeket egy tombbe
hash-elni a beszurasi algoritmus kovetkezé médositdsaval: Ha egy K kulcesi elem besziurdsdnak megkisérlésekor
a K-nél nagyobb K’ kulcst elem foglalja el a celldt, akkor a K kulcst elemiinket behelyezziik ebbe a celldba,
és a beillesztést K helyett a K’ kulcst elemmel folytatjuk a kovetkezé cellandl (és ha ott a K’'-nél nagyobb K"
kulest elemet taldljuk, akkor az eldbbihez hasonléan jarunk el...). Bizonyitsuk be, hogy az n elem beillesztése
utdn kapott tomb fiiggetlen az elemek beszirasi sorrendjétol!

Grafalgoritmusok

. Mtikodik-e Dijkstra algoritmusa

(a) irdnyitatlan grafokra?

(b) olyan gréfra, melyben lehet negativ silyu é17?

(c) egy olyan grifra, amelyrdl annyit tudunk, hogy nincs benne negativ 6sszsilyu irdnyitott kor? <

. Adjuk meg az Osszes olyan minimélis élszamu irdnyitott grafot (élsilyokkal egyiitt), amely(ek)re az aldbbi
téblazat a Dijkstra—algoritmusban szereplé D[ | tomb véltozdsait mutathatja. Adja meg a legrovidebb utakat
tartalmazo6 P[] tomb éllapotait is.

v [va [vs [oa [ ws | v |

2 6 00 7

(o] Ben] Hen) Nen) Ran]

NN DN N
| O Ot Ut
[=2] Ne>] Hep) iNe)
DD D D
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Javasoljunk egy O(|V|?) koltségii algoritmust a kovetkezd probléméra: Adott a G = (V, E) irdnyitott graf pozitiv
élsilyokkal és egy s € V cstcs. Meghatarozandd a legrovidebb s-bél v-be vezet6é utak szama az Osszes v € V
csucsra.

. Adott egy G egyszerli iranyitott graf éllistaval, nemnegativ élstulyokkal. Legyen vy egy tetszdleges csicsa G-nek.

Adjunk minél hatékonyabb mddszert a vi-hez legkdzelebbi 100 csics megtaldlasdral <

Legyen adott egy n x n pixelbdl all6 fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels§ saroktdl a jobb alsé sarokig
egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat hiizni ugy, hogy a vonaltdl jobbra-felfele es6 fekete, valamint a vonaltol
balra-lefele esé fehér pixelek szdmanak az Gsszege a lehetd legkisebb legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?)
idében! <

Legyen G = (V, E) adjacencia-matrixszal adott n-ponti, silyozott élil irdnyitott graf. Tegyiik fel, hogy G nem
tartalmaz negativ 6sszhosszisdgu iranyitott kort, tovabba azt, hogy a G-beli egyszerii iranyitott utak legfeljebb
25 é1b6l allnak. Javasoljunk O(n?) uniform koltségii médszert az 1 € V pontbdl az sszes tovabbi v € V pontokba
vivé legrovidebb utak hosszdnak a meghatdrozésara. <

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V, E) irdnyitott graf felbonthaté két DAG-ra; pontosabban az élhalmazénak
van olyan Ej, Fy particidja (E = E; U Fy és E1 N FEy = (), hogy a G1 = (V,Ey) és a Go = (V, Ey) grafok
DAG-ok!

Legyen G egy DAG (irdnyitott kort nem tartalmazé irdnyitott graf). Javasoljunk minél hatékonyabb mdédszert
egy G-beli leghosszabb ut keresésére. Elemezziik a médszer id6igényét!

Egy iranyitott grafban a csucsoknak hdrom diszjunkt részhalmaza van kijelolve: A, B és C. Adjunk olyan
algoritmust, ami eldonti, hogy van-e a grafban olyan iranyitott séta ami A-bdl indul, atmegy legaldbb egy B-beli
ponton és C-ben végzddik. (A séta nem egyszer(l utat jelent, azaz lehetnek benne korok.)

Egy G = (V, E) irdnyitott graf egy tranzitiv redukdltja egy olyan G; = (V, Ey) irdnyitott graf, amelyre E; a
lehet6 legkevesebb élt tartalmazza gy, hogy G és G tranzitiv lezartja ugyanaz legyen.

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a G graf DAG, akkor a tranzitiv redukéltja egyértelmii!

(2) Milyen gréfok lehetnek egy erésen Osszefliggd graf tranzitiv redukéltjai?

(3) Adjunk hatékony algoritmust egy graf egy tranzitiv redukéltjanak eldallitdséral

Legyenek x1,...,x, Boole-valtozok. Legyen adott

"Ha x; igaz, akkor x; is igaz.”
tipusu allitdsok egy rendszere (”axiémarendszer”). Készitsiik el azt az irdnyitott grafot, melynek a csicsai
Z1,...,%n, éleit pedig tgy kapjuk, hogy minden egyes x; = x; ”"axiémédnak” megfeleléen behizzuk az z; — x;
élt.
(a) Hogyan értelmezhetdk a graf tranzitiv lezdrtjanak az élei?
(b) Hogyan értelmezhet8k a gréaf erés (erésen osszefiigg) komponensei?

Legyen most olyan rendszertink, amiben a

"Ha x; igaz, akkor x; hamis.”, "Ha x; hamis, akkor x; igaz.”, valamint “Ha x; hamis, akkor x; is hamis.”

tipusu ”axiomak” is meg vannak engedve. Hogyan lehet graf segitségével megfogalmazni azt, hogy a rendszeriink
tartalmaz -e 6nellentmondast?

Legyen adva egy (x1 Vo) AN (X1 VI3)A(ZaVI)A(. V D )A--- tipusi Boole-kifejezésiink: kéttagu
"vagy”-kifejezések ”és”-ébol all; egy "vagy” kifejezés egy tagja egy valtozd (z;), vagy egy viltozd negaltja (Z;)
lehet. Adjunk hatékony algoritmust annak eldéntésére, hogy a formula kielégitheté-e (van -e a véltozéknak olyan
7igaz—hamis” behelyettesitése, hogy a kifejezés értéke ”igaz”).

A 6 pontu G graf csdcsait jelolje x,y, z,u,v,w. A graf egy mélységi bejarasanal a mélységi, ill. a befejezési
szamok a kovetkezOk: x: 1,6; y: 2.4; z: 6,5; u: 3,3; v: 4,1; w: 5,2. Adjuk meg a bejarashoz tartozé mélységi
feszitéfa éleit. Rekonstrudlhaté-e G az elézd szamok ismeretében?

Tegyiik fel, hogy G egy Osszefiiggd iranyitatlan graf, melynek minden mélységi feszitofdja egy egyszerii iranyitott
at.

(a)Igazoljuk, hogy nincs G-nek artikuldciés pontja (olyan csicsa, melyet az Osszes bel6le indul6 éllel egyiitt

elhagyva G-bél, a kapott graf mar nem lesz sszefiiggd)!
(b)Mutassuk meg, hogy G nem sziikségképpen teljes graf!

Egy graf minden szélességi feszitéfaja (irdnyitatlan gréafként nézve) csillag. Mit mondhatunk a grafrél? &

A szélességi ill. mélységi bejards koziil melyik alkalmazhaté egy graf Osszefiiggd komponenseinek
meghatdrozasdra? <
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Legyen G egy éllistaval adott irdnyitatlan graf. Adjunk hatékony algoritmust minimélis hosszisdgu (élszami)
G-beli kor keresésére!

Ellistaval adott a sulyozott élii G = (V, E) graf. Tegyiik fel, hogy az élek silyai az 1,2,3 szdmok koziil valdk.
Javasoljunk O(n + e) uniform koéltségli algoritmust az s € V' pontbdl az Gsszes tovabbi v € V' pontokba vive
legrovidebb utak hosszénak a meghatdrozdsara. (Itt n a G graf csicsainak, e pedig az éleinek a szdma.) <

Adjunk algoritmust, mely egy éllistdval megadott irdanyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy igazolja a graf
kormentességét O(|V|) id6ben (fiiggetlentil attdl, hogy |E| akar sokkal nagyobb is lehet, mint |V])! <

Adott (éllistaval) egy G irdnyitatlan graf, melynek bizonyos élei zold szinliek. Adjunk hatékony algoritmust
olyan G-beli feszit6fa keresésére, melyben pontosan 2 z6ld él szerepel! Elemezziik a médszer koltségét! <&

Adott éllistdval egy Osszefiiggd, egyszertl, irdnyitatlan, n pontu, e élszamu graf. Javasoljunk O(n + e) idejii algo-
ritmust egy olyan csics keresésére, amely a tobbi pont barmelyikébdl elérhetd egy legfeljebb n/2 élet tartalmazé
dton.

Adott éllistdval egy n pontt, e élii G Osszefiiggd irdnyitatlan graf. Adjunk O(e) uniform koltségii algoritmust
olyan X C V(G) koézponti ponthalmaz keresésére, melyre |X| < n/2 teljesill Az X C V(G) egy kozponti
ponthalmaz, ha G minden pontja vagy X-beli, vagy egyetlen éllel elérhetd valamelyik X-beli pontbél. <

Hény éle lehet maximalisan egy olyan iranyitatlan grafnak, melynek van olyan mélységi bejarasa, hogy a kapott
mélységi feszitd erd6 egy 2™ — 1 szogpontt teljes bindris fa?

Egy n pontu egyszeri, iranyitott graf egy mélységi bejarasa soran feljegyeztiik az egyes csticsok mélységi, illetve
befejezési szamat. Sajnos — a csiicsokon és szdmaikon kiviil — minden egyéb adatunk elveszett, a graf élei sincsenek
meg. Adjunk O(n) idejii algoritmust a mélységi feszitderdd éllistdjanak visszasllitdséral <

Legyen G egy k éli Osszefliggd iranyitatlan graf. Adjunk linedris idejii algoritmust, amely megcimkézi G éleit az
1,..., k szamokkal igy, hogy minden szdmot pontosan egyszer hasznaljunk fel, tovabba minden egynél nagyobb
fokszamu pontra teljesiiljon, hogy a ra illeszkedé élek cimkéinek a legnagyobb kézos osztdja 1. &

G irdnyitatlan graf a kovetkezd éllistdval (zérdjelben a koltségek, az élek mindkét végpontjukbdl fel vannak
sorolva):

a:b(2),¢(3); b:a(2),d(2); c:a(3),d(1); d:b(2),c(1),e(2),£(4); e:d(2),£(1),8(2); £:d(4).e(1),8(2),h(1); g:e(2),£(2),h(3);
h:f(1),8(3);

Keressiink G-ben

(a) Prim algoritmusédval minimélis koltségli fesz{t6fat!
(b) Kruskal algoritmusdval minimaélis koltségli feszitéfat!
(c) a-bdl kiindulé mélységi feszitéfat!

(d) a-bdl kiindulé szélességi feszitofat!

(e) Hatdrozzuk meg G artikuldciés pontjait!

Legyen adva egy (egyszerti, irdnyitatlan, szefiigg) n pontd G graf éllistaval, az élek stilyozasival egyiitt. Tegyiik
fel, hogy a G-bdl a vy cstics, valamint a vi-re illeszkedd élek elhagydséaval keletkez6 G graf még mindig Osszefiiggd,
és adott G’ egy minimadlis koltségli feszitéfdja. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust a G graf egy minimdlis
koltségli feszitéfdjdnak az elkészitésére! (Teljes értékili megoldas: O(nlogn) idejli algoritmus.) <

Legyen G(L,U; E) a kovetkez8 pdros graf:
L={1,2,3,4,5}, U ={6,7,8,9,10, }; az éllista L-b&l:
1:6,7,8; 2:6,9,10; 3:6,7; 4:8,9,10; 5:6;

Keressiink G-ben max. parositast a magyar modszerrel!

Legyen adott éllistdval a kétrészes G = (L,U; E) graf, aminek 2n pontja van tgy, hogy |L| = |U| = n; éleinek
a szama pedig e. Adjunk egy O(ne) uniform koltségli algoritmust azon élek meghatdrozdsara, amelyek benne
vannak egy maximalis parositdsban! Més szdval, 6sszesen O(ne) id6ben minden élrél dontsiik el, hogy szerepel-e
maximalis parositdsban!

Egy 20 szobds iroda szamitégépeit halézatba szeretnénk kotni. Az iroda szobdi egy 2 méter széles folyosd két
oldalan helyezkednek el; mindegyik szoba 3 méter széles (a folyoséval parhuzamos szélességrél van szé). A folyosé
egy lépcs6hazbdl nyilik. Mindegyik szobdban egy szamitégép van, éspedig a folyosé feldli falnak a lépcs6haz feldli
sarkaban. Oldjuk meg a lehetd legrovidebb Gsszhosszi vezetékkel, hogy barmely szamitégéprél barmely maésik
(esetleg kozvetve) elérhet6 legyen a hdlézaton. (Barmely két szdmitégép kozott vezethetiink egyenesvonali
vezetéket a padléban. Nem sziikséges, hogy egy Osszekottetés a falakkal parhuzamos legyen.)

A szoftverpiacon n féle grafikus formdtum kozotti oda-vissza konverzidra hasznélatos programok kaphatdk: az
i-edik és a j-edik kozott oda-vissza fordité program ara a;;, futdsi ideje pedig ¢;; (ha létezik).
(a) Javasoljunk médszert annak megtervezésére, hogy minden egyes formatumrél a sajit grafikus termindlunk
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altal megértett formatumra a lehet6 leggyorsabban konvertéljunk! (Az ar nem szamit.)

(b) Javasoljunk mddszert annak eldéntésére, hogy mely programokat vésdroljuk meg, ha azt szeretnénk a
lehet6 legolcsobban megoldani, hogy a megvett programok segitségével barmelyik formatumrdl barmelyik mas
formétumra képesek legyiink konvertalni. (Itt a futdsi id6 nem szamit).

Egy tigyfél elektronikus archivumédban n féle grafikus formétum egyikében szeretné tarolni a képeit. Ren-
delkezésre allnak bizonyos konverterprogramok. Az i-edik formatumrél a j-edikre fordité program futasi ideje
t;; (ha létezik). Javasoljunk mddszert annak meghatdrozdsara, hogy melyik legyen a taroldsi formatum, ha
a megrendeld kivansidga az, hogy a kiilonféle formatumokra torténé konverzidk atlagos futasi ideje a lehet6
legrévidebb legyen!

Az orszag n kiillonbozé Xi, Xo, ..., X,, varosdban ma délutdn 4-kor futballmérkézéseket fognak jatszani. Egy
televizids tarsasdgnak m operatore van, akikrdl tudjuk, hogy délutan 2-kor az Y7, Y5, ... ,Y,, varosokban lesznek.
Adott a varosok tavolsaga is, pontosabban ismert, hogy mennyi id6 alatt lehet Y;-bél Xj;-be eljutni. Adjunk
hatékony algoritmust arra, hogy a televizids tdrsasag minél t6bb mérkézést rogziteni tudjon (az elejétél a végéig)!
Elemezziik a médszer futasi idejét!

Egy véros tdthélézata a c¢1,co,...,c, csomépontok (keresztezOdések) kozott mend wuqi,us, ..., u,, egyirdnyd
utcdkbol all. Tudjuk azt is, hogy nem lehet semmilyen (az utcdkat az irdnyitdsuknak megfeleléen haszndld)
utvonallal sem korbe menni. A varoshdzandl egy kitlintetett csomdpont van (c1). Adjunk minél hatékonyabb
modszert azon csomdépontok meghatarozasara, amelyekbol egyértelmil ttvonalon lehet eljutni a varoshazédhoz!
Elemezziik a mddszer koltségét!

Egy vastuti menetrend segitségével meg akarjuk hatarozni, hogyan tudunk leggyorsabban eljutni A varosbol B-
be. Azaz adott, hogy melyik varosbol hova megy kozvetleniil vonat, mennyi id6 alatt ér oda, ill. ha 4t akarunk
szallni egyik vonatrol a masikra, az adott helyen mennyi a varakozési id6. Ezek ismeretében adjunk hatékony
algoritmust, amely meghatdroz egy legkevesebb ideig tarté utat!

Van 12 darab edény, egyenként 100, 97,27,47,55,201, 258, 1000, 984, 766, 591, 631 liter tirtartalmiiak. Kezdetben
az 1000 literes edény tele van, az Gsszes tobbi iires. Egy megengedett 1épés a kovetkez6: egy edény teljes tartalmat
attoltjiik egy masik edénybe vagy pedig egy edényt egy masikbdl teljesen feltoltiink. Adjunk algoritmust, ami
eldonti, hogy elérheto-e megengedett 1épések sorozataval az az allapot, amikor a felsorolasban szerepl6 els6 nyolc
edényben 25 — 25 liter, a tobbiben pedig 200 — 200 liter folyadék van, és amennyiben igen, megadja az ehhez
sziikséges lépések minimalis szamét. <

Egy sakkversenyen n versenyzé vesz részt. Adott az eddig lejatszott m jatszma jegyzOkonyve. Adjunk minél
hatékonyabb mddszert annak eldontésére, hogy volt-e korbeverés (olyan vy, v, . . ., v, sakkozdk, hogy v; megverte
vo-t, vy megverte vs-at, v,._1 megverte v,-t, és v, megverte vi-et)! Elemezziik a médszer koltségét!

Adott egy hdromszogmentes irdnyftatlan graf az adjacenciamétrixaval. Adjunk O(n?) idejii algortimust a grafban
lev6 négy hosszu korok szémanak meghatdrozasdral

Bizonyitsuk be, barmely algoritmus, mely az inputként adjacencia maéatrixdval megadott n > 2 szogpontu
irdnyitatlan grafrél eldonti, hogy erdé-e, kedvezotlen esetben meg kell hogy tekintse az adjacencia matrix (Z)
elemét. (”Minden egyes pontparrdl le kell kérdezni, hogy éle-e a grafnak.”) <&

Igazoljuk, hogy nincs olyan algoritmus, ami egy adjacencia matrixdval adott n pontd irdnyitatlan graf
Osszefiiggbségét eldonti a mdétrix (Z)—nél kevesebb elemének a beolvasdsdvall (Mésképp fogalmazva, az
Osszefliggbség kérdésére helyest vélaszt addé modszereknél a legrosszabb esetben sziikség van mind az (g)

lehetséges ¢l lekérdezésére.) <&

Adjunk algoritmust egy Osszefligg6, éllistaval megadott graf artikuldcidés pontjainak megkeresésére O(|E|)
id6ben.

Egy graf kétszeresen osszefiiggd, ha nincs artikulacids pontja.

Legyen G egy 0Osszefliggd graf. G élhalmazéan, E-n értelmezziik a kdvetkez6 relaciot:
e ~ ez, ha e; = es vagy van egy mindketton atmend kor G-ben.

(a)Biz. be, hogy ~ egy ekvivalenciareldcié E-n.

A ~ reldci6 osztédlyait hivijuk G kétszeresen dsszefiiggd komponenseinek.

(b)Biz. be, hogy G kétszeresen Osszefliggé komponensei kétszeresen Gsszefiiggd grafok.
(c)Adjunk algoritmust G kétszeresen Osszefliggé komponenseinek meghatarozéséra.

Adott éllistaval az n szoégpontu (egyszerti, irdnyitatlan) G gréaf, aminek legfeljebb 5n éle van. Eldéntendd, hogy
a G graf G komplementere Osszefiiggé-e. Oldjuk meg ezt a feladatot egy O(n) uniform koltségli algoritmus
segitségével! <

Bizonyitsuk be, hogy a piros-kék algoritmus akkor is korrektiil miikodik (minimélis koltségli feszit6fat
eredményez), ha a feszitéfa koltségét az élei silydnak maximumadval definidljuk! &
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46.

47.

48.

49.

Ellistaval adott egy Osszefiiggl, egyszeri, irdnyitatlan G graf csupa kiilonbozé élsilyokkal. Jeldljiik n-nel a
cstcsok, e-vel pedig az élek szdmdt. Mutassunk egy linedris (azaz O(e)) uniform koltségili algoritmust, ami a G
graf egy minimélis feszitéfdjanak [2/3n] élét eléallitja! (Egy olyan [2/3n] elemszamu élhalmazt keresiink, ami
biztosan része egy minimdlis koltségl feszitéfanak.) &

Adott egy egyszerti irdnyitatlan G = (V, E) graf. Szeretnénk a csicsokat két osztdlyba sorolni gy, hogy a graf
éleinek legaldbb a fele kiillonboz6 osztdlyt pontokat kosson Ossze. (Tehét olyan Vi, Vo C V' csticshalmazokat
szeretnénk kijel6lni, melyekre Vi NVo = 0, Vi U Vo =V, és [{(u,v) € Elu € Vi,v € Vo}| > |E|/2.) Adjunk e
feladat megoldasara O(|V|?) futési idejii algoritmust! <

Adjunk példat olyan 5-pontu hélézatra, amelyre az Edmonds—Karp algoritmust lefuttatva az haromszori javitas
utdn taldlja meg a maximélis folyamot, tovabbéa a javité grafban s és ¢ tdvolsdga minden lépésben valtozik. <&

Adott egy n x n-es A tomb, aminek elemei a [0, 1) intervallumba esé racionélis szédmok. Tudjuk, hogy A minden
soranak és minden oszlopanak az Gsszege egész. Adjunk meg egy polinomidejii algoritmust egy olyan B, n X n-es
0-1 témb elééllitasara, aminek mind a sordsszegei, mind az oszlopOsszegei azonosak az A témbéivel, valamint
Bli, j] = 0 mindazokon az i, j helyeken, ahol Afi, j] = 0. (Nem kotelezd ajanlds: halézati folyamok.) <

Turing gépek

. Legyen M a kovetkez6 Turing gép: M = (Q,T, 1,1, 6, qo, F'), ahol

k= 23 Q - {QO7q1an7Q3,q4aQ5a }7 T = {X,O, 1aﬁ}’ I= {Oa 1}3 F= {q5}7
all | 1.sz. | 2.8z. || 1.8z 2.8z 4j all
do q1
q1
qs
q1
q1
q2
g2
q2
4q3
q4
q4
q3
q3
q3
q3
g5
g5

o

q1

q2

q3

q4

O = = O Ol O|lc: S gl = O = O
Pg O O O K Ola kO K4

— O == OO OE S S e O s = O
g O OO Ol g g e

asia=livvlveMlvelivs] fasias] fvoliasiias| JusREupCrfasRanigan
anliaolianiia e siias] SIS K vl ve] llve BUSTRS] Bu s

—_

u u

(a) Mi lesz a 2. szalagon a ¢o allapotban?
(b) Mi Ly, azaz milyen 0-1 -sorozatokat ismer fel M?
(¢) Hogyan médosithaté M, hogy a megfelels 0-1 értéki fiiggvényt szdmolja ki?

. Legyen f és g a teljes I*-on értelmezett fiiggvények. T.f. f-et kiszdmitja M, g-t pedig M’. Készitsiink egy olyan

TG-t ezen M és M’ felhasznédldsdval, ami az f o g Osszetett fliggvényt szdmitja kil <

Készitstink olyan (tobbszalagos) TG-t, ami az inputjén megadott két bindrisan abrazolt szémot (x#ty) linedris
id6ben Gsszeadja!

Hogyan modellezheté a cimezheté6 memoria egy TG-ben?
Rekurziv-e a primszamokbdl (pl. bin. dbrdzolds) allé nyelv? <

Bizonyitsuk be, hogy: Ly, Lo rekurziv (rekurzive felsorolhaté) = L1 U Lo, Ly NLy ésaz L:={ay e I* :x €
Li, y € Lo} (egymds utdn irds) nyelv rekurziv (r.f.). <&

Bizonyitsuk be, hogy az L, diagondlis nyelv komplementer nyelve rekurzive felsorolhatd, azaz I*\ Lg € RE!

Legyenek L és Lo rekurzive felsorolhaté nyelvek. Igaz-e, hogy L \ Lo (vagyis azon szavak Osszessége, melyek
Li-ben vannak, de nincsenek Lo-ben) rekurzive felsorolhaté? &

Ha A, B két halmaz, akkor a szimmetrikus differencidjuk alatt az A ® B = (A\B) U (B\A) halmazt értjiik.
a) Rekurziv-e L; & Lo, ha Ly és Lo rekurziv?
b) Ha L és Lo két rekurzive felsorolhaté nyelv, akkor igaz lesz-e ez Ly @ Lo-re is? <
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

Alljon az L nyelv azon x#y parokbdl, ahol M, (az x kédu TG) egszalagos, az y inputtal nem ir a szalagjira
semmit, és ha 4 jelet taldl, azon nem 1ép tul. Rekurziv-e L? ¢

Alljon az L nyelv azon x#y parokbdl, ahol M, (az x kédu TG) egszalagos, és az y inputtal nem ir a szalagjara
semmit. Rekurziv-e L? <

Igazoljuk, hogy az Lj; megéalldsi nyelvnek van végtelen sok szét tartalmazé rekurziv résznyelve! <

Igazoljuk, hogy az aldbbi L nyelv rekurziv (azaz a megalldsi probléma a kizdrdlag olvasé T G-k esetén eldonthetd):
L = {z *xy; az M, egyszalagos TG létezik és sohasem ir a szalagra; tovdbbd y € I* és M, megéll az y inputtal
} € R!

Tekintsiik a kovetkez6 L nyelvet:

L = {z € I*; az M, egyszalagos TG létezik és semelyik y € I'* széval mint inputtal elinditva sem mozdul el a
fej a szalag elsé mezejérdl }.

Igazoljuk, hogy L € R!

Rekurziv-e az a nyelv, ami azon x#y € I'* szavakbdl 4ll, melyekre 1étezik M, (az x széval kédolt Turing gép), M,
egyszalagos, és a feje az y input esetén a szalagjdn csak ”jobbra” 1épéseket tesz (sohasem teszi meg a "helyben”
illetve "balra” lépéseket)?

Rekurziv-e az azon x € I* szavakbdl allé nyelv, melyekre az M, Turing-gép létezik, és van olyan y € I* sz0,
hogy M, az y input esetén 5 1épésen beliil megall? <

Rekurziv-e az azon x#y parokbdl allé nyelv, ahol M, az y input esetén legfeljebb egy szalagjara {r?

Alljon L széparokbdl: L C {z#y|x,y € {0,1}*}. Tegyiik fel, hogy L, mint egy {0, 1,#} feletti nyelv rekurzive
felsorolhatd. Bizonyitsuk be, hogy az

L, = {z € {0, 1}*| 1étezik olyan y € {0,1}*, hogy a#y € L}
nyelv is rekurzive felsorolhato!

Legyen f : {0,1}* — {0,1}* egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy a pdrokbdl all6 {z#f(x), x € {0,1}*} nyelv
rekurzive felsorolhaté. Igaz-e, hogy ekkor f egy rekurziv figgvény? <

Legyen M egy olyan kétszalagos Turing gép, aminek egy kizdrdlag olvashatd input szalagja, tovabba egy irhaté-
olvashaté munkaszalagja van, és M maésodik feje mindig (barmely futdsdnak barmely 1épésében) a munkaszalag
elsé 25 celldjanak valamelyike folott helyezkedik el. Adjunk meg egy M’ egyszalagos, a szalagjat csak olvasé
Turing gépet, ami M-et szimuldlja (ugyanazokon az input szavakon all meg, és ugyanazt a nyelvet ismeri fel,
mint M)!

Egy L C I nyelv pdratlan nyelve, Lyyqy az a nyelv, melynek szavai L szavainak pdratlan sorszamu karaktereinek
Osszeolvasdsabdl kaphatok:

Lptian = {z123 ... T2n_1 € I*|létezik xo, x4, ..., 22, € I, hogy z122 ... 221 € L vagy z122...Ton_1%2, € L}.
Bizonyitsuk be, hogy ha L rekuzive felsorolhaté, akkor Lypay is rekurzive felsorolhatd!

Alljon az L nyelv azon x#y € I* parokbdl, melyekre az M, kétszalagos Turing gép létezik, és M, az y input
esetén nem véltoztatja meg az els6 szalagjanak a tartalmét (azaz M, futdsa sordn az elsd szalagjdn végig az
Y. .. sorozat taldlhatd)! Bizonyitsuk be, hogy az L nyelv nem rekurziv!

Mutassuk meg, hogy van olyan f : I* — N fiiggvény, ami nem rekurziv, de amire a kévetkezd g : I* — {0,1}
fiiggvény rekurziv: g(y) = 1, ha f(y) pératlan és g(y) = 0, ha f(y) paros! &

Igazoljuk, hogy a kdvetkezd L C I'* nyelv rekurzive felsorolhatd!
L ={z € I*, M, 1étezik és L(M,) nem {iires }.

Jelolje |z|, ill. C(z) az « € {0,1}* sz6 hosszét, ill. Kolmogorov-bonyolultsdgat. Bizonyitsuk be, hogy:
(a) x € {0,1}*, |z| = n és z-ben pontosan 20 db l-es van = C(z) < clogn alkalmas ¢ konstansra.
(b) A TG, mely n inputtal olyan n hosszi x € {0,1}* sz6t szdmol ki, melyre C(z) > 2logn.

(c) Jz € {0,1}*, |x| =n, C(z) > n —1, és z 0-val kezdddik.

(d) 3z, y € {0,1}*, C(x) > C(xy). ” A Kolmogorov-bonyolultsdg nem monoton a prefixeken.” <

Legyen = € {0,1}* olyan n hosszisagu szd, melyben pontosan 2 nulla van. Igazoljuk, hogy C(x) < n/10, feltéve,
hogy n elég nagy! &

Igazoljuk, hogy van olyan n hosszisdgi x € {0,1}* sz6, ami 2 db 1l-essel kezdddik és C(z) >n—2. &

Az x € IT* sz6 a7 forditottja az x betiiinek forditott sorrendben valé lefraséval kapott sz6. Példaul 110107 = 01011.
Mutassuk meg, hogy van olyan ¢ allandé, hogy |C(z) — C(zf)| < c teljesiil minden 2 € I* széra!
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Igazoljuk, hogy a Kolmogorov-bonyolultsagot nem lehet Turing géppel 2-es szorzétényezd erejéig kozelitéleg sem
kiszdmitani! Mds széval, nem létezik olyan f : {0,1}* — N rekurziv fiiggvény, amire tetszSleges x € {0,1}*
esetén 3C(z) < f(z) < 2C(z) teljesiil.

Mutassuk meg, hogy nincs olyan M 2™-id6korldtos NT'G, amire Va € I* esetén Cp(z) < C(x) + 100.

Igazoljuk, hogy
(a) tetszbleges n-re C(0™1"0™) < logy n + ¢, ahol ¢ egy konstans;
(b) van olyan n, hogy C'(0"1™0™) > 0.5log, n.

Igazoljuk, hogy a kovetkez6 f : I* — {0,1} fliggvény nem rekurziv! f(z) =1 ha az x sz6 Gsszenyomhatatlan, és
f(z) = 0 kiilonben.

Legyen I = {0,1}. A H : I* — Z* fiiggvény az x € I* sz6hoz azon y € I* Gsszenyomhatatlan szavak szdméat
rendeli, amelyek a kanonikus sorrendben megel6zik z-et. Igaz-e, hogy H rekurziv fiiggvény? <

Igazoljuk, hogy tetszéleges n természetes szdmhoz megadhaté olyan « € {0, 1}* sz6, melyre teljesiil, hogy | z |> n
és C(z) < 0,5log, | x |.

Kolmogorov-véletlen-e az az {z;} végtelen 0-1-sorozat, amelyben z; = 1 pontosan akkor, ha ¢ Fibonacci-szam?

¢

Legyen y = yoy1y2ys - . . egy olyan végtelen bitsorozat, amire tetszbleges k természetes szdm esetén yor 11 = yor.
Lehet-e az y sorozat Kolmogorov-értelemben véletlen? ¢

Tegyiik fel, hogy az xixox3 ... végtelen 0-1 sorozat Kolmogorov értelemben véletlen. Igazoljuk, hogy ekkor az
az Y1Ya2ys - . . sorozat is véletlen, amit tgy képzilink, hogy az x1xox3 ... sorozat 2-hatvany indexii bitjetit atirjuk
0-ra. (y; = x;, ha i nem 2-hatvdny; y; = 0, ha ¢ 2-hatvany.) <

Egy M Turing gép és x € I* sz6 esetén legyen
CTy(z) :=min{|y|; M(y) =z, és M az y inputon legfeljebb |x|? 1épés utan megall},

és legyen CTy(x) = oo, ha nincs a fentieket kielégité y € I* szd6. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan M
Turing gép, melyre CTy(z) = C(x) teljesiilne minden x € I* input sz6 esetén. <

Legyenek Li,Ly C N diofantikus halmazok. Igazoljuk (Matyijaszevics tételének felhasznaldsa nélkiil), hogy
Ly ULy és Ly N Ly is diofantikus halmazok. (A diofantikus halmaz definicidjat 1d. a jegyzetben.)

Igazoljuk (Matyijaszevics tételének felhaszndldsa nélkiil), hogy az Gsszetett természetes szdmok halmaza diofan-
tikus.
(Segitség: elészor mutassuk meg, hogy az 1-nél nagyobb egészek halmaza diofantikus).

Bizonyitsuk be, hogy Post megfeleltetési probléméjdnak az egyelemii abc feletti véltozata (amikor a parok elemei
az {a}*-beli szavak) eldonthets! <

Bonyolultsagi osztalyok

. Igazoljuk, hogy ha L C I'* egy véges nyelv, akkor L felismerhetd egy O(n) id6korlatos TG-vel. &

. Polinomidejli-e az az algoritmus, ami a bemenetként binaris abrazolassal adott n és m természetes szamok

szorzatét Ugy szdmitja ki, hogy az n szdmhoz (m — 1)-szer hozzdadja 6nmagdt?
s:=mn;
for ¢:=1to m—1do
S:=38+n;
return s; §

. Valaki egy n ponti G = (V, E) grafban |log?n | elemfi fiiggetlen csticshalmazt szeretne taldlni. Azt a meglehetésen

egyszer{i médszert vélasztja, hogy sorra veszi a V csticshalmaz |log?n| elemfi S részhalmazait, és minden ilyen
S-r6l megvizsgalja, hogy fuggetlen-e. Igaz-e, hogy a részletek megfelel6 kidolgozasaval ez a mdédszer polinom
idejii algoritmust eredményez? <

Bizonyitsuk be, hogy az egészek kozott végzett négy alapmiivelet elvégezhet6 polinomidoben, mig a hatvanyozas
nem. <

Mutassuk meg, hogy a modulo m tekintett hatvanyozas elvégezheté polinomidében.

Egy L C I'* nyelv esetén az L* nyelv definiciéja a kovetkezo:
L* ={x € I'*; és van olyan k > 0 egész és x1, ..., € L hogy © = x129--- x1 }.
Igazoljuk, hogy ha L € NP, akkor L* € NP. {
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(*) Egy L C I* nyelv esetén az L* nyelv definiciéja a kovetkezd:
L* ={x € I'*; és van olyan k > 0 egész és x1, ..., € L hogy © = x5 -~ z1 }.
Igazoljuk, hogy ha L € P, akkor L* € P!

Javasoljunk egy determinisztikus polinom idejii mddszert, mely egy adott = € I'* input széhoz talal egy leghossz-
abb y # x szbt, mely legalabb kétszer fordul el6 z-ben résszéként!

Az L nyelv felismerhetd egy 3 log n-tarkorlatos TG-vel. Igazoljuk, hogy ekkor L € P. &

Legyen T : Nt — N7 egy rekurziv fiiggvény és
L = {z € I*, M, 1étezik és M, nem fogadja el z-et legfeljebb T'(] x |) 1épés megtétele utdn }.
Mutassuk meg, hogy az L nyelv rekurziv, de nincs olyan T'G, mely T'(n) id6ben felismeri.

Tegytik fel, hogy van egy polinom idejii M eljérdsunk, mely a (bindrisan dbrézolt) m,n pozitiv egészekbdl 4llé be-
mentre megadja m!(mod n) értékét. Javasoljunk egy polinom idejli M-et hasznalé mddszert az n primtényezéinek
kiszdmitdsara. <

Tegyiik fel, hogy van egy olyan K nevii eljards, mely (egyetlen lépésben) megmondja, hogy az inputjaként
magadott irdnyitatlan graf szinezheté-e harom szinnel. Csindljunk egy a K eljarast haszndlé algoritmust, mely
polinomid6ben megadja az input G graf egy 3-szinezését, ha G € 3 — SZIN.

Tegytiik fel, hogy van egy olyan X eljardsunk, ami az X3C (hdrmasokkal valé pontos lefedhet8ség) problémét
1 koltséggel eldonti. Adjunk meg egy, a fenti X eljarast hasznalé polinomidejii algoritmust arra a problémaéra,
melynek bemenete ugyanaz, mint az X3C' problémaé, de a feladat az, hogy taldljunk is egy pontos lefedést az
adott harmasokbdl, ha 1étezik!

Tegyiik fel, hogy van egy P eljarasunk, mely egy input grafra 1 koltséggel megmondja a grafban levé maximalis
klikk(ek) méretét. Tervezziink egy olyan, a P eljardst haszndlé algoritmust, mely polinom id6ben taldl egy
maximalis klikket az input grafban! <

Tegyiik fel, hogy van egy eljardsunk, mely egy tetszoleges G grafra megmondja, hogy G-ben hany Hamilton kor
van. Az eljards egy hivdsdnak koltsége | V(G) |. Adjunk egy az elébbi eljarast haszndlé polinom ideji médszert,
mely tetszéleges grafban taldl egy Hamilton kort (ha létezik egyéltaldn).

Tegyiik fel, hogy a 3SAT probléma eldontésére (a 3SAT nyelvbe tartozds eldéntésére) van egy polinomidejii
algoritmusunk. Igazoljuk, hogy ekkor a kovetkezd keresési feladat is megoldhaté polinomidGben:

BEMENET: Egy ¢ 3-CNF.

KERESENDO: A véltozdk egy olyan kiértékelése, amire a ¢ formula igaz lesz, ha egyaltaldn van ilyen.

Igazoljuk, hogy az aldbbi L nyelv N P-ben van:
L={f(z) =ao+ a1+ asx® + -+ + a,2"; a; € Z és az f(z) = 0 egyenletnek van egész megolddsa }.
Megjegyzés: az a; szdmokat az inputban bindrisan abrazoljuk. <

Igazoljuk, hogy az aldbbi eldéntési probléma (vagyis a megfelel nyelv) a PSPACE osztalyban van:
Input: s1,...,s,, € N7 silyok valamint tovdbbi két természetes szdm k és e.
Kérdés: Van-e k darab olyan I részhalmaza az {1,...,m} halmaznak, amelyekre )., s; <e? ¢

Tekinstiik a kdvetkezo L nyelvet:
L = {(G,k); G egy péros (kétrészes graf), k egy pozitiv egész és G-ben pontosan k teljes pdrositds van }.
Igazoljuk, hogy L € PSPACE.

Igazoljuk, hogy az aldbbi nyelv a PSPACE osztélyban van:
L ={(G,k); G egy irdnyitatlan graf, k € NT és van G-ben k darab Hamilton kor }.

A valés egyenes korlatos zart intervallumainak egy V' véges halmaza egy intervallum gréfot hatdroz meg, melynek
cstcsai a V' elemei, tovabba I, J € V esetén (I, J) él pontosan akkor ha I N J # (.

Igazoljuk, hogy a MAXKLIKK probléma polinom idében megoldhaté intervallum grafokra (az intervallumok
végpontjai egészek és az intervallumok a végpontok bindris abrazoldsival szerepelnek az inputban).

Mutassuk meg, hogy az alabbi nyelv N P—teljes:
L = {G; G irdnyitatlan graf és van G-ben | V(G) | —2 élszdm1 egyszerii it }.

Egy G iranyitatlan grafot 2-lebonthaténak neveziink, ha csiicshalmaza az tires halmazza redukalhaté az aldabbi
1épés ismételt végrehajtasival:

G-bdl egy tetszoleges legfeljebb mdsodfoki pont a csatlakozo élekkel egyiitt tordlhetd.

Mutassuk meg, hogy a 2-lebonthaté grafok polinom idében felismerhetok. Javasoljunk ezen feliill hatékony
algoritmust az ilyen grafok 3 szinnel vald szinezésére.
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Alljon az L nyelv azon (G;U, L) paros gafokbdl, melyeknek pontosan egy teljes parositdsa van. Mutassuk meg,
hogy L € P.

Igazoljuk, hogy a 2 szinnel szinezheté grafok nyelve P-beli. <

Alljon az L nyelv azon G = G(V, F) irdnyitatlan grafokbdl, melyeknek a V' csicshalmaza feloszthaté két olyan
nemiires Vj ill. V5 részre (V = V3 U V4 és Vi N Ve = (), hogy G-nek legfeljebb két V) és V, kozott mend éle
(olyan, aminek az egyik végpontja Vi-be, a mésik Va-be esik) van! Bizonyitsuk be, hogy L € P! <

Mutassuk meg, hogy a MAXKLIKK probléma polinom idében megoldhaté az olyan G irdnyitatlan grafok
esetén, melyekben barmely két kiilonboz6 pontnak legfeljebb 2log, | V(G) | kozos szomszédja van. <

A G grafban minden cstics foka legfeljebb 3. Jeldlje k& a G-beli maximdlis fliggetlen csticshalmazok elemszamét.
Adjunk polinom idejii médszert |k/4] elemii G-beli fiiggetlen ponthalmaz keresésére. <

Adott egy irdnyitatlan, egyszerii G graf. Szeretnénk G-ben egy olyan éllefogé csicshalmazt keresni, aminek a
mérete legfeljebb kétszerese a lehetd legkisebb éllefogé ponthalmazénak. Ismertessiink egy médszert, ami polinom
idében megoldja ezt a feladatot! <

a) Mutassuk meg, hogy a Hamilton-kor keresésének feladata poliom idében megoldhaté azon irdnyftatlan grafok
esetén, amelyeknek legfeljebb n + 10 élik van (n a csticsok szdma).
b) Adjunk O(n) lépésszamu algoritmust (éllistdval adott bemeneten). <

Legyen G egy n-pontt Osszefiiggd iranyitatlan graf, melynek n + 10 éle van. Mutassuk meg, hogy a G 3 szinnel
valé szinezhet6sége eldonthetd polinom idében (a 3-SZIN feladatnak ez a megszoritdsa P-ben van)!

Adjunk polinomidejli algoritmust a kovetkezd feladatra: Adott n darab pozitiv egész sily: sq,...,s,. Keresend6
az adott silyokbdl az n legkisebb részhalmazosszeg. Més széval, n darab olyan I C {1,...,n} halmazt szeretnénk
kivélasztani, amelyek mindegyikére igaz az, hogy legfeljebb n — 1 olyan J C {1,...,n} részhalmaz van, amire

Zsj <Zsi'

jeJ iel

Az aldbbi f: N — N fiiggvények koziil melyek tartoznak F'P-be és melyek nem?
(a) f(n) =n!

(b) f(n) = az n legkisebb primosztéja

(c) f(n) = [logyn]. <

Az aldbbi, grafokon értelmezett fiiggvények koziil melyek tartoznak az F'P osztilyba ?
(a) f(G) = a G 3-szinezéseinek szdma;

(b) f(G) = a G-beli egyszerli utak listdja;

(¢) f(@) = a G-beli hdromszogek (3 elemii klikkek) listdja.

Legyen f : {0,1}* — {0,1}* egy fiiggvény, és tegylk fel, hogy a pdrokbdl allé6 {x#f(z), « € {0,1}*} nyelv
polinom id6ben felismerhetd. Igaz-e, hogy az f fiiggvény polinom idében kiszamithaté? <

Igazoljuk, hogy a 4 szinnel szinezhet6 iranyitatlan grafok nyelve N P-teljes!

Alljon az L nyelv azon irdnyitatlan grafokbdl, melyekben van [/n] méretii kor, ahol n a graf cstcsainak a szdmal!
Bizonyitsuk be, hogy L NP-teljes!

Legyen SAT5 azon kielégitheté Boole formuldk nyelve, melyekben a véltozdknak legfeljebb 5 el6forduldsa van
(egy valtozo, illetve a negéltja egyiittesen legfeljebb Otszor szerepel a formuldban). Mutassuk meg, hogy a SAT5
nyelv NP-teljes! (Ajénlds: adjunk meg egy SAT < SATs Karp-redukciot.)

Jelolje RH; a részhalmaz-Gsszeg probléma azon specidlis esetét, melyben az els6 sily 1 (a tanult jelléssel:
s1 = 1). Igazoljuk, hogy az RH; nyelv NP-teljes. (Ajdnlds: adjunk meg egy RH < RH; Karp-redukciét.)

Jelolje RH' a Részhalmazosszeg feladatnak azt a specidlis esetét, amelyben az s; stilyok mind pédros szdmok.
Karp-redukcié megaddséval igazoljuk, hogy az RH' feladat NP-teljes. <

Alkalmas Karp-redukcié megadasédval igazoljuk, hogy a Lddapakolds feladatnak az a specidlis esete is NP-teljes,
ahol az els6 suly értéke 1/2!

Igazoljuk, hogy polinom id6ben megoldhaté a Lddapakolds feladatnak az a specialis esete, amelyben minden suly
nagyobb, mint % O

Igazoljuk, hogy az aldbbi L nyelv P-ben van:
L={(vi,v2,...,0m,b); vi,b€ Z%, v; <m és van olyan I C {1,2,...,m}, hogy > ,.;v; =b}. &
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95.

56.
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58.
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60.

Igazoljuk, hogy a Hatizsdk problémédnak az a speciélis esete, melyben minden sily ugyanolyan értékii (s; =
S9 = -+ = S;,), megoldhaté polinom id6ben.

Jeldlje R a részhalmazosszeg problémaénak azt a specidlis esetét, amikor a stilyok 2™ és 2™ +m? kozé esd egészek,
ahol m a silyok szdma:

R ={(s1,52,...,8m;b)|si, b egészek, 2™ < 5; < 2™ 4+ m?, és van olyan I C {1,2,...,m}, hogy > .., s; = b}.
Igazoljuk, hogy R € P!

Igazoljuk, hogy polinom id6ben megoldhaté a Lddapakolds feladatnak az a specialis esete, amelyben minden suly
1 ,
= alaki. &

27

Jelolje H a kovetkez6 hipotézist: Az N P-teljes feladatok nem oldhaték meg O(1,2")-nél kisebb 1épésszamu
algoritmussal, ahol n az input mérete. Mutassuk meg, hogy ha H igaz, akkor a kovetkezd feladat nem lehet
N P-teljes:

Input: Egy n csicsu iranyitatlan graf G.

Kérdés: Van-e G -ben legalabb logn fiiggetlen pont? <

Lehet-e N P-teljes az alabbi L nyelv?
L = {(G;k); G irdnyitatlan graf melyben minden pont foka legfeljebb log, | V(G) |, k pozitiv egész és G-ben
van k pontu teljes részgraf }. <&

Igazoljuk, hogy 2 — SAT € P!

Tegyiik fel, hogy adott egy G gréf, és minden v € V(@) cstcsdhoz egy tilos(v) € {piros, fehér, zold} szin.
Szeretnénk eldonteni, hogy G csticsai kiszinezheték-e a piros, fehér, z6ld szinekkel tigy, hogy a szomszédos (éllel
6sszekotott) cstcesok szinel kiilonboz6k, és minden v csics szine kiilonbozik tilos(v)-t6l.

Mutassuk meg, hogy ez a feladat megoldhaté (|V(G)|-ben) polinom id6ben! (Segitség: mutassuk meg, hogy a
kovetelmények leirhaték egy 2—CNF formuldval!)

Mutassuk meg, hogy az X3C-nek az a specialis esete, melyben az alaphalmaz 3n elemii és legfeljebb n + logs n
db harmasunk van, megoldhat6 polinom idében. ¢

Mutassuk meg, hogy polinom idében megoldhat6 az X3C probléma azon specidlis esete, melyben az U alaphal-
maz minden elemét pontosan 2 harmas tartalmazza.

Adjunk kézvetlen bizonyitést arra, hogy X3C<MAXFUGGETLEN, azaz adjunk meg egy Karp redukei6t, ami
a harmasokkal val6 pontos lefedhet6ség problémajat vezeti vissza arra a problémara, hogy létezik-e egy grafban
adott méretil fiiggetlen pontrendszer!

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd probléma NP-teljes:

Input: G irdnyitatlan graf, k € N,

Kérdés: van-e G-nek legaldbb k-pontt 2 szinnel szinezheto feszitett részgrafja?
(Segitség: Karp-redukdljuk rd a MAXFTLEN problémdt.) <

Igazoljuk, hogy az aldbbi (Cstcsfedés nevil) probléma N P-teljes:
Input: Egy iranyitatlan graf G és egy pozitiv egész k.
Kérdés: Van-e olyan W C V(G), | W |< k, hogy minden e € E(G) él illeszkedik legaldbb egy W-beli csticshoz?

Igazoljuk, hogy az alabbi L nyelv N P-teljes:
L = {(G1;G); G1, Go irdnyitatlan grafok, G; fa és van olyan f : V(G1) — V(G2) leképezés, melyre = # y
esetén f(z) # £(y); tovabba (z,) € B(G1) & (f(x), f()) € B(Ga)}.

Adott az X3C probléma egy példanya. Az alaphalmaz mérete 3n, tovabba m db hérmasunk van. Javasoljunk
egy O(m?n) méretli (azaz 6sszesen O(m?n) valtozobdl és miiveleti jelbél 4ll6) konjunktiv normdlformat, mely
akkor és csak akkor kielégithetd, ha a pontos fedés megvalésithaté. &

Igazoljuk, hogy a Hamilton-tut probléma N P-teljes! (Van-e G-ben | V(G) | —1 élszdmi egyszert ut?) <

Jelentse L azon iranyitatlan G grafok nyelvét, melyek egy alkalmas él hozzdadasa utan tartalmaznak Hamilton
kort. Igazoljuk, hogy L N P-teljes.

Egy G = (V, E) egyszer(i irdnyftatlan grafnak egy G’ = (V, E') részgrafjat (E' C E) izmosnak nevezziik, ha G'-
nek egy tetsz6leges élét elhagyva is Gsszefiiggd grafot kapunk. (Szokdsos elnevezés: G’ kétszeresen élosszefiiggd.)
Tekintsiik a kovetkezd, MINIZMOS nevi feladatot:

BEMENET: A G graf pozitiv élstilyokkal. Az e él silyat jeloljiik ¢(e)-vel!

KIMENET: min{}_ .y c(e) | G' = (V, E’) izmos részgraf}, ha létezik G-ben izmos részgrif; oo egyébként.

(Més széval, kiszdmitandé G-ben a minimélis élstilydsszegli izmos részgraf élsilyosszege — feltéve, hogy van
ilyen.) Igazoljuk, hogy a MINIZMOS feladat NP-nehéz!
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Igazoljuk, hogy a kovetkezé feladat P-beli:
Adott egy G graf és egy S C V(G) halmaz. Van-e G-nek olyan feszi{t6fdja, melynek végpontjai (elséfokd pontjai)
kozott S pontjai mind szerepelnek?

Igazoljuk, hogy a kovetkezd feladat N P-nehéz:
Adott egy G graf és egy S C V(G) ponthalmaz. Van-e G-nek olyan feszit6fdja, melynek végpontjai pontosan az
S pontjai?

Tekintsiik a kovetkezd algoritmikus problémat: MAXKOR

Input: Egy G irdnyitatlan graf, éllistaval.

Feladat: Maximadlis hosszisdgu (élszdmi) kor keresése G-ben.

Igazoljuk, hogy ha MAXKOR polinom idében megoldhaté, akkor P = N P!

Igazoljuk, hogy az Fgész Ertéki Linedris Programozds (EP) feladatdnak az a véltozata is NP-teljes, amelyben a
szokésos feltételeken tiil azt is megkoveteljiik, hogy a megolddsvektor komponensei a {0, 1} halmazba essenek.

¢

Mutassuk meg, hogy az aldbbi probléma N P-teljes: EGYENLETEK

Input: f1,..., fx € Z[z1,...,2,] polinomok.

Kérdés: Van-e az fi(x) = ... = fr(x) = 0 egyenletrendszernek olyan xo megoldasa, melynek minden kompo-
nense 0 vagy 1 7

(Nem kotelezd ajanlat: mutassuk meg, hogy X3C <EGYENLETEK!)

Az X4C feladat bemenete egy U véges halmaz és az U-nak bizonyos X7, X, ..., X; négyelemii részhalmazai.
Eldontendd, hogy az X;-k koziil kivélaszthatok-e paronként diszjunkt halmazok, amelyek lefedik U-t. Igazoljuk,
hogy X4C egy NP-teljes feladat. <>

Alljon a PONTY nyelv azokbdl a konjunktiv normélformaji ¢ Boole-formulakbdl, amelyekhez van a valtozéknak
olyan kiértékelése, ami szerint a ¢ formula minden tagjaban pontosan egy literdl lesz igaz! Bizonyitsuk be, hogy
a PONTY nyelv NP-teljes! <

Aritmetika
. Alljon az L nyelv azon ag,ai,...,an—1,01,...,0n 2n egész szambol all6 sorozatokbdl, melyekre az f(z) =
L 4an_12" 4. . .+ag egyvaltozés polinomnak a gydkei éppen a csupa kiilonbozé G, . . ., B szdmok. Adjunk egy

O(n) aritmetikai miiveletet haszndlé randomizalt algoritmust az L nyelv felismerésére! (Olyan, O(n) aritmetikai
miiveletet hasznalé randomizalt algoritmus sziikséges, ami mindig elfogad, ha a polinom gyokei éppen az adott
szamok, és legalabb 50%-o0s valésziniiséggel elutasit, ha nem ez a helyzet. Hogy elejét vegylik egy csabitd, de
rossz irdnyba men6 elinduldsnak: az (v — f1)(x — B2) - - - (x — §,,) polinom O6sszes egyiitthatdjat bizonyitottan nem
lehet kiszdmolni O(n) aritmetikai miivelettel.)

Legyen n = pq, ahol p és q primszamok.

(a) Mutassuk meg, hogy ha m egy egész és Inko(m,n) = 1, akkor az x
egész megolddsa van. (Segitség: Kinai Maradéktétel)

(b) Igazoljuk, hogy ha van olyan polinom idejii algoritmus, mely a fenti alaki n szdmokra tetsz6leges m input
esetén megadja az x2 = m(mod n) egy egész megolddsat (feltéve természetesen, hogy van megoldés), akkor p és
q megkaphaté egy randomizalt polinom idejii mddszerrel.

2 = m(mod n) kongruencidnak 0 vagy 4

A feladat egy tesztelési problémaéval kapcsolatos. Adottak az A, B,C n-szer n-es egészelem(i matrixok. Sz-
eretnénk ellenérizni, hogy teljesiil-e az AB = C' egyenlOség.

Valaki a kovetkezd mddszert javasolja: valasszunk egy x véletlen 0-1 vektort, majd szamitsuk ki az Xx vektort,
ahol X = AB — C. Ha az eredmény nem 0, akkor az egyenléség nem &ll fenn, kiilonben waldsziniileg igen.
Igazoljuk, hogy

(a) az Xx vektor O(n?) szorzdssal illetve dsszeaddssal kiszamithato;

(b) ha X # 0, akkor P(Xx # 0) > 1/2 (vagyis a hibas konkluzi6 val6szintisége legfeljebb 1/2).

Az el6addson megismert prekondicionalé algoritmust alkalmazva fejezziik ki az

(a) flx) =" + 25 4+ 225 + 223 + 52 — 1,
(b) f(x) =27 +22* + 323 + 42 + 5,
(c) fx)=2"+2°-22+32+9

polinomokat 22" + a alakii polinomok segitségével. Hany szorzést igényel az igy prekondicionalt f(z) egy
kiértékelése?
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II. Megoldasok

1

10.

11.

Vegyes

Azt vegyiik észre, hogy ha menet kozben létrejott két vagy tobb olyan doboz, amelyek ugyannyi golyét tar-
talmaznak, akkor a tovabbiakban ezek a dobozok egyiitt kezelhetok. Az elsé 1épésben mindazon dobozokbdl,
amelyeknek a mérete legalabb [n/2], vegyiink ki [n/2] goly6t. Az eztutdn maradé nemiires dobozméretek
1,2,...,|n/2|, azaz egy |n/2]-es feledatra vezettiik vissza az eredetit. Igy folytatva a lépésszam [logy(n +1)].
Alh’tjuk, hogy ez az optimalis. Tekintsiink ugyanis egy tetszoleges modszert. Tegyiik fel, hogy visszafele a k-adik
lépésben a kiillonb6z6 nemtires dobozméretek szama l-10l [ _1-re valtozik. Tegyiik tovabba fel, hogy azon dobo-
zoknak, amelyekbdl kivesziink golydkat, s féle kiilonboz6 mérete van. Ezek koziil legalabb s — 1 nem lesz iires, és
a méretiik mind kiilonbo6z6 lesz. A valtozatlanul hagyott dobozok pedig legalabb [, — s kiilonb6z6 méretet adnak.
Tehat az l,_1 > s—1és az l_1 > I — s egyentlGtlenségek egyarant teljesiilnek. Ezeket 0sszeadva és dtrendezve
nyerjik az I < 2l;_1 + 1 egyenlGtlenséget. Vildgos, hogy I; < 1. A fentebb bizonyitott egyenl6tlenség kinalta
rekurziét megoldva azt kapjuk, hogy I < 2¥ — 1, tehat k lépésben legfeljebb 2% — 1 kiilénb6z6 dobozméretre
tudjuk a feladatot megoldani. Tehét ha k az optimélis lépésszam, akkor n < 28 — 1, azaz k > log,(n + 1).

Technika

Rendezés

n — 10 Osszehasonlitds elegendd: kidobunk 9 elemet és a maradékban megkeressiik a legkisebbet (példdul a
buborékrendezés kiilsé ciklusét egyszer végrehajtjuk). Ennyi sziikséges is (ha n > 11), mert n — 10-nél kevesebb
Osszehasonlitds esetén az Osszehasonlitottsagi grafnak — két elemet akkor kotiink Ossze, ha az algoritmus sordn
6sszehasonlitottuk 6ket — tébb mint 10 komponense van. (Ez abbdl az ismert tényb6l kovetkezik, hogy egy n
ponti k Osszefliggé komponensbdl 4116 grafnak legaldbb n — k éle van.) Ebben az esetben egy tetszdlegesen
valasztott elemhez a rendelkezésre all6 informéacié nem zarja ki, hogy az illeté elem nagyobb legyen, mint az 6t
nem tartalmazé komponensekbe es6 elemek barmelyike. Ezekbdl pedig legalabb 10 van.

(a) Az eldaddson tanult Gsszefésiilési médszer legfeljebb n 4 (n 4+ 1) — 1 = 2n sszehasonlitast igényel. Tegyiik
fel, hogy van egy moddszer, ami 2n-nél kevesebb 6sszehasonlitdst haszndl. Az ellenség-stratégiat hasznaljuk ezzel
a moédszerrel szemben: Egy A[i]?B]j] 6sszehasonlitdsra legyen a vilasz

Ali] < B[, hai<j:
Ali] > Bj], haiz>j.

Mivel az osszehasonlitdsok szama kevesebb, mint 2n, létezik olyan i index, hogy vagy az A[i]?BJ[i] vagy az
Ali]?BJ[i + 1] 6sszehasonlitds nem tortént meg. Tegyiik fel, hogy nem volt A[i|?B[i] dsszehasonlitds. Ekkor az
elvégzett Gsszehasonlitdsok eredményei sem a B[1] < A[1] < B[2] < A[2] < ... < A[i — 1] < B[i] < A[i] < B[i +
1] < Afi+1]... sorrendet, sem a B[1] < A[1] < B[2] < A[2] < ... < A[i—1] < A[i] < B[i] < Bli+1] < A[i+1]...
sorrendet nem zarjak ki. Hasonlban, az A[i|?B[i + 1] 6sszehasonlitds hidnydban sem lehet egyértelmii sorrendet
megallapitani.

(b) Nem, mert a k elem beillesztetd binaris kereséssel dsszesen O(klog n) &sszehasonlitassal, és ha k = o(n/logn)
akkor klogn = o(n + k), azaz klogn/(n+ k) — 0. (Pl. k =logn, k = \/n, vagy k = n/logn, stb.)

Vegyiink fel két segédtémbot, R-et és N-et. Az R-be rendezetten gytijtiink minél t6bb elemet, mig N a maradék
taroldsdra szolgdl. Az A tomb A[i] elemeire, az elejétdl kezdve csindljuk a kovetkezét: Ha az R tomb iires vagy
A[i] nem kisebb, mint az R témbbe utoljéra betett elem, akkor rakjuk A[i]-t az R tomb végére. Egyébként mind
az R tomb utolsé elemét, mind A[i] tegyiik &t az N tombbe. Ez nyilvan linedris id6ben lefut. Vildgos tovédbbd,
hogy az R tomb rendezett lesz. N-be csak akkor tesziink elemeket, ha A[i] nagyobb, mint az R tomb tetején
levd A[j] (j < i) elem. Ez csak dgy lehet, hogy vagy A[i]-t vagy A[j]-t megvéltoztattak, ezért N-be legfoljebb
2k elem keriil. fgy az N tomb rendezése O(klogk) lépésben megvalésithatd. Ezek utdn az A t6mb rendezése
O(n) idében elvégezhets az R és N t6mbok Osszeféstilésével.

A segitségiil felajanlott &llitds azért igaz, mert A[j], A[k] és A[l] kozil legaldbb kettd azonos X; részsorozatba
esik és igy a nagysag szerenti sorrendjiik nem lehet forditott. Az algoritmus érdemi része az A t6mb két monoton
sorozatra osztdsa linearis id6ben. Ezutan ugyanis a rendezés 6sszefésiiléssel linedris idoben befejezhetd. Vegyiink
fol két segédtombot: Bi-et és Ba-t. Az A tomb A[l] elemeit (I = 1-t8l n-ig sorban) a By és By témbok kozil a
kisebbik indexti végére illesztjlik gy, hogy ezen tombok rendezettsége megmaradjon. Alh’tjuk, hogy ez a feltétel
miatt megteheté. Ugyanis ha nem, legyen [ az az elsé index, melyre A[l] nem illeszthet6 egyik tomb végére
sem. Ekkor a By tomb végén egy olyan Ay elem (k < [) helyezkedik el, melyre A[k] > A[l]. Tekintsiik most
azt a pillanatot, amikor az A[k] elemet a By tomb végére tettiik. Ekkor a By tomb végén egy olyan A[j] elem
(j < k) kell hogy elhelyezkedjen, melye A[k] < Al[j], hiszen kiilonben A[k]-t a By tombbe raktuk volna. Ilyen
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20.

Alj], Alk], A[l] hdrmas pedig nem létezhet a feltétel miatt. Vildgos, hogy a médszer koltsége O(n). Megjegyezziik,
hogy a vazolt algoritmus egyben bizonyitja azt is, hogy a mondott kévetkezmény valéjaban elégséges is ahhoz,
hogy az A tomb felbonthatd legyen két monoton nem csokkend részsorozatra.

Felvesziink hdrom segédtombot, legyenek ezek Bi, Bo, Bs. Vegyiik sorra az A tomb elemeit. Ha az A[i] elem
keriil sorra, keressitk meg azt a legkisebb indexi B; témbot, mely vagy iires, vagy a végén levd elem kisebb
Ali]-nél, és flizzitk Afi]-t B; végére. Allitjuk, hogy mindig van ilyen B;. Tegyiik fel indirekte, hogy nincs.
Legyen i4 a legels6 index, amelyre Afis] nem fér be egyik B; tombbe sem. Ekkor a Bz témb végén mér van
egy elem: Aliz] > Aliq], ahol iz < i4, killonben Alig]-et betehettiik volna By, By, By valamelyikébe. Tekintsiik
most azt a pillanatot, amikor A[is] a helyére keriilt. Ekkor a Bs tomb végén egy olyan Alis] elem volt (ix <
i3), ami nagyobb A[iz]-ndl, kiilonben az Aliz] elemet a By vagy B tomb végére raktuk volna. Hasonlban,
Aliz] bekeriilésekor pedig By végén egy olyan Afi1] elem volt (i; < i2), ami nagyobb Alig]-nél. A feltevésnek
ellentmondé Aliq] > Alig] > Alis] > Alia] részsorozatot kaptunk. Tehdt a mddszer miikodik. Vildgos, hogy az
idGigény linedris és a B; tombok rendezettek lesznek. Az algoritmus tehédt a B; tombok Osszefésiilésével fejezheto
be, ami szintén megoldhaté linearis id6ben.

Vegyiink fel egy 6 hosszi segédtombot, toltsiik fel az A tomb elsé hat elemével, majd a témb tovabbi elemeire
sorban csindljuk a kévetkez6t: irjuk ki a segédtombben levd legkisebb elemet, majd (ha van) vegyiik be a tomb
soron kovetkezo elemét. Mivel 6 elem koziil a legkisebb kivalasztasa konstans idot igényel, az 6sszkoltség nyilvan
O(n). Indukciéval igazoljuk, hogy az els§ k 1épésben a tomb k legkisebb eleme irédik ki névekvd sorrenben. A
kezdolépés: a legkisebb elem a feltétel miatt az elsé hat hely valamelyikén helyezkedik el, tehat az elsd 1épésben
tényleg a legkisebb elem irédik ki. Az indukcids 1épés: tegyiik fel, hogy k 1épés utan a k legkisebb elem irédott
ki (sorrendben). Azt kell csak igazolni, hogy a k + 1l-edik 1épésben a k + 1l-edik legkisebb elemet irjuk ki. A
k + 1-edik 1épésig latott elemek a segédtombben jelenlevékkel egyiitt a tomb elsé min(n, k + 6) helyén levé elem.
A feltétel miatt ezek kozott van a nagysag szerinti k + 1-edik. Az indukcids feltevés szerint még nem irtuk ki,
tehat mindenképpen a segédtombben van, sziikségszeriien annak a legkisebb eleme. Tehét tényleg 6t irjuk ki
k + 1-edikként.

[log, 4!] = 5 osszehasonlitds sziikséges. Osszefésiiléses médszerrel ennyi elegendd is.

[log, 5!] = 7 Gsszehasonlitds sziikséges. Ennyi elegend6 is: Legyen az 6t elem a,b, ¢, d,e. Eloszor rendezziink
7kieséses versenyt” az a, b, c,d elemek kozott. Ez harom Osszehasonlitast igényel. Az dltalanossiag megszoritasa
nélkiil feltehetd, hogy az eredmény a < b < ¢ > d. Az e elemet az a < b < ¢ sorozatba két 1épésben beszirhatjuk.
Ezzel elérjiik, hogy az {a,b, ¢, e} halmaz rendezett. Mivel mar tudjuk, hogy d < ¢, a d elemet mér csak az {a,b}
halmazba (ha e > ¢) vagy az {a,b, e} halmazba (ha e < ¢) kell besziirni, amihez mindkét esetben elegendd két
Osszehasonlitas.

a) Nem. Az els hdrom 1épés: 6---, 46---, 346---. Ezek utédn a 3 sose keriilhet a 4 mogé, tehat a kérdéses
részeredmény nem johet létre.

b) Igen, az els6 hdrom 1épés utén: 6 < 4, 6 - 8, 8 <> 3.

¢) Igen, a tomb elsd felében levd két negyed rendezése utén, ezek Osszefésiilése elétt.

d) Nem. Ha az elsd particionald elem nem 1, akkor az els6 mozgatés elviszi az 1-et a sor végérdl, és soha nem
keriilhet vissza oda. Ez tehat nem lehet. Ha pedig az elsé particionalé elem 1, akkor az els6 particiondlasnal
végéig nem torténik mozgatds: az alsd rész lires, a fels6 pedig a teljes. Az el6irds szerint viszont ezutdn az 1-et
a tomb elejére kell vinni. Onnan pedig mar nem vihet6 el. Tehdt ez sem lehetséges.

a) Csak n < 3-ra, mert a buborékrendezés 6sszehasonlitdsainak a szdma minden bemenetre n(n—1)/2. Még arra
a kicsit takarékosabb buborékrendezés-valtozatra sem igaz, amikor abbahagyjuk a buborékoltatast egy cserét
nem végrehajté menet (kiils6 ciklus) utdn: ha n elég nagy és megceseréljiik az [n/3]-adik és a [2n/3]-adik elemet,
kb. 2n/3 inverzié jon létre, ugyanakkor a boborékrendezésnek kb. n/3 menete sziikséges, ami c-n? dsszehasonlitést
igényel.

b) Igen, mert minden egyes cserénél eggyel csokken az inverziok szdma: a megcserélt par esetén ez megsziinik,
és mivel szomszédos elemeket cseréliink, a tobbi par viszonya nem valtozik.

(a) A buborékrendezés nyilvan konzervativ. (b) Az Osszefésiiléses rendezés egy olyan implementdcidja konz-
ervativ, ami egyforma elemek felbukkanasa esetén azt az elemet irja az eredménytombbe, amelyik a két
Osszefésiilendd tomb koziil "el6bb levében” szerepel. (c) A kupacrendezés az 1,2,2 input esetén a két kettes
sorrendjét felcseréli a MINTOR miivelet sordn. (d) A gyorsrendezés jegyzetbeli implementécidja megcseréli a
két egyes sorrendjét a 2,1,1 tombben, ha a particiondlé elem véletleniil a 2.

Vildgos, hogy csak kiilonbozé szinil elemeket érdemes cserélni. Ha a kezdetben az elsd és az utolsé n/4 elem
piros, akkor akdrmelyik végére is akarjuk rendezni a pirosakat, valamelyik n/4 elem helyet kell cseréljen az Gsszes
zolddel, tehdt sziikséges lehet n?/8 1épés. O(n?) lépéssel meg meg is lehet csindlni, hisz tetsz6leges sorrendet el
lehet érni n?-nél kevesebb szomszéd cseréjével példaul buborékrendezéssel (piros < zold, ha a pirosakat akarjuk
a tomb elejére tenni).

Megjegyzés: annak eldontésére sem olyan nehéz eljarast adni, hogy mikor melyik szint érdemes el6re gytijteni.
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Rendezziik eldszor a tombét O(nlogn) idében. Ezek utdn bindris kereséssel minden egyes 4 indexre O(logn)
id8ben nézziik meg, hogy a b — A[i] szdm benne van-e a (rendezett) tombben. Ez ¢sszesen megintcsak O(nlogn)
id6t igényel. Megjegyezziik, hogy a rendezés utdni keresés elvégezhetd linedris idében is: az A[i] tomb és a
”forditott” b — A[i] tomb (i = n,n —1,...,1) Osszefésiilésével.

Vegyiik észre, hogy A[l] < A[j] esetén i > j, ha pedig A[1] > A[j], akkor ¢ < j. Az ¢ index ezért meg-
taldlhaté bindris kereséssel: kezdetben legyen j = [n/2], az A[l] és A[j] Osszehasonlitdsa utdn a keresést a
megfelels részlistdban folytathatjuk. Az Gsszehasonlitdsok szdma igy O(logn) lesz. (Ennyi kell is, hisz az i
felvehet n kiilonbozé értéket, és ahhoz hogy ennyi lehetséges kimenetel legyen, sziikség van legaldabb log, n
osszehasonlitdsra.)

Mivel a 2n elem barmelyike lehet a keresett, az algoritmusnak 2n féle kimenete kell legyen. Ahhoz hogy
az Osszehasonlitdsok fdjanak legyen legaldbb ennyi levele, szitkséges log(2n) eldgazés, azaz legaldbb 1 + logn
Osszehasonlités.

Megmutatjuk, hogy a feladat egyetlen Gsszehasonlitas aran visszavezetheté kb. feleakkora méretlire. EbbSl mar
kovetkezik, hogy O(logn) Gsszehasonlitds elegendd. A visszavezetés: legyen m = | §]. Hasonlitsuk Gssze a két
lista m-edik ("k6zépsé”) elemeit, mondjuk legyen a,, < b,,. Ekker az a; < a,, elemeknél van n + 1 nagyobb a
két listdban, mégpedig [ 5| darab a; és [5] + 1 darab b;. Az elsé m a; tehdt mind kisebb a keresett elemnél.
Hasonl6an lathatd, hogy az utolsé m elem a b;-k koziil mind nagyobb a keresettnél (a b;-k kézott [5 ] és az a;-k
koziil | |, azaz Gsszesen n elem kisebb b;-nél). Az m darab a; és ugyanennyi b; tehdt elhagyhatd, a megmaradt
listak hossza n —m = [§], és ezekben kell az n — m-edik elemet meglelni.

Tegyiitk i = 1,2,...,2n — 1-re (ebben a sorrendben) a kiévetkez6t: ha Afi] és Afi + 1] nem a kivdnt viszonyban
vannak, akkor hajtsuk végre az A[i] < A[i + 1] cserét.

A gyorsrendezéshez hasonléan jarunk el: kivalasztunk egy véletlen apét, az anyakat ezzel az apaval Osszevetve
megkeressiik a parjat, egyben a maradékot két részre osztjuk: kisebbekre és nagyobbakra. A megtaldlt parral
most az apdkat is két részre osztjuk. Ezzel visszavezettiik a feladatot két kisebbre. A mddszer atlagos koltségére
az O(nlogn) korldt a gyorsrendezés elemzésével megegyez6 médon kaphatd.

(a) Végezziink ladarendezést 3n ldda felhasznaldsdval.
(b) Abrézoljuk a szdmokat n alapt szamrendszerben 1igy, hogy minden szdm pontosan 7 jegyti legyen (kezd6 0-k).
Ez minden egyes szamra megtehetd legfoljebb 6 maradékos osztéds segitségével. Hajtsunk végre radix rendezést
a szdmjegyek alapjan. A koltség O(7(n +n)) = O(n).

Az adatsruktira egy kisebb[1 : k+1] tomb lesz, aminek i-edik rekeszébe az A t6mb i-nél kisebb elemeinek a szdma
kertil. Adott a,b parra a keresett szdm kisebb[min(b+ 1,k + 1)] — kisebbla]. A kisebb tombot az A lddarendezése
(O(n+k)) utdn az elejérél kezdve dinamikusan, O(n + k) id8ben toltjik ki: kisebb[i + 1] = kisebb[i] + I[i], ahol
I[i] az i-vel egyenld elemek szdma (1d. dinamikus programozds).

A tizedik elem tavolsiga a gyokértdl legfoliebb 9. Az ilyen elemek szdma legfoljebb 210 — 1 = 1023 és ezek a
kupacot reprezentaldé tomb els6 1023 helyén vannak. A konstans sok elem koziil a tizedik legkisebb kikeresése
konstans idét igényel.

Ha mér fel van épitve a kupac, a legkisebb elem tovébbi osszehasonlitdsok nélkiill megtaldlhaté (a ku-
pac gyokerében). Tehdt a kupacépitéshez legaldbb annyi Osszehasonlitds sziikséges, mint a legkisebb elem
kivéalasztasdhoz, ami n — 1.

A fa preorder bejdrasdhoz hasonlé moédszert adunk, azzal kiegészitve, hogy megfelelé koriiltekintéssel egész
részfak bejérdsiat megtakaritjuk (vo. branch and bound technika). Amikor a kupac egy elemét meglitogatjuk,
hasonlitsuk 6ssze k-val. Ha kisebb, irjuk ki ezt az elemet, és folytassuk a bejardst az esetleges gyermekeire. Ha
nem, ne folytassuk, mert a kupac-tulajdonsdg miatt semelyik elem nem johet széba a részfabdl. A koltség O(m),
hiszen egy k-nal kisebb elemnek legfeljebb a két fiat latogathatjuk meg ”f6loslegesen” .

A legnagyobb elem nyilvan a levelek kozott helyezkedik el. Ahhoz, hogy rébizonyitsuk egy levélre, hogy a
tobbi levélnél nagyobb, minden tovabbi levélnek legalabb egy masik kupacbeli elemnél kisebbnek kell bizonyul-
nia. Mivel a kupac-tulajdonsdg semelyik levélre nem garantdl ilyesmit, legaldbb levelek szdma — 1 = Q(n) Gj
Osszehasonlitas sziikséges.

Linearis idoben megkereshetjiik, hogy mely szdmok hidnyoznak és mely helyekrél. Az {ires helyekre az Osszes
(5!, tehét konstans sok) lehet8séget kiprébaljuk. A kupac-tulajdonsdgot lokdlisan ellendrizhetjiik az 5 kérdéses
hely mindegyikére: csak az esetleges apaval illetve gyermekekkel kell az elemet 6sszehasonlitani. Tehat a tesztek
koltsége konstans, az Osszkoltség O(n). Ennél kevesebb id6ben nyilvdn nem tudjuk az tires helyeket sem megk-
eresni.
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48.

49.
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(a) Hasonlitsunk ossze |n/2| fliggetlen part. A nagyobbak koziil keressiikk meg a legnagyobbat |n/2| — 1
Osszehasonlitdssal, a kisebbek koziil pedig a legkisebbet, ugyanennyi osszehasonlitassal. Ha n paros volt, akkor
megtalaltuk a keresett két elemet, ha pedig paratlan, akkor a kimaradt elemmel még legrosszabb esetben 2
osszehasonlitast kell megtenni. Osszesen [1.5n] — 2 sszehasonlitast végeztiink.

(b) Tegyiik fel, hogy van s Osszehasonlitdst haszndlé algoritmusunk a két elem megkeresésére. Az ellenség-
modszert fogjuk haszndlni. Jelolje K (1) illetve N(I) azon elemek halmazit, amelyek az algoritmus l-edik
osszehasonlité 1épése utdn semely més elemnél nem bizonyultak még nagyobbnak illetve semely maés elemnél
nem bizonyultak még kisebbnek. Az ellenség stratégidjira csak az a megkotés van, hogy ha egy K (I)-beli elemet
egy N(I) belivel kell 6sszehasonlitani, akkor a K (I)-beli legyen a kisebb. Legyen M (I) = K(I) N N(1). Kezdet-
ben |K(0)] = |N(0)] = |M(0)] = n, és végul |K(s)| = |N(s)] = 1. Vizsgédljuk meg, mit tud véltoztatni
az | 4+ l-edik Osszehasonlitds a |K(I)| + |N(l)| mennyiségen! Ha két M (1)-belit hasonlitunk OGssze, akkor
IKI+ 1)+ NI+ 1)] =|K({)]+|N({)|] —2. Minden mds esetben a K(I) illetve N(I) halmaznak legfeljebb
az egyike csokken, azaz |[K(I +1)|+ |N( 4+ 1)| > |K(1)| + |N(1)| — 1. Legyen ¢ azon osszehasonlitdsok szdma,
amikor |K(1)] + |N(I)| kettovel csokken. Ilyet csak akkor lehet csindlni, amikor M (1) legaldbb kételemii, viszont
cserébe |M (I + 1)] = |[M(l) — 2|. Innen azonnal 14thatd, hogy ¢ < |n/2]|. Mivel a |K(I)| + |N(1)| 2n-r6l 2-re kell
lecsokkennie, 2n —2 < 2t + (s —t) = s+t < s + [n/2]. Innen pedig s > 2n — 2 — [n/2] = [1.5n] — 2.

Az Osszefésiiléses rendezés kindl egy O(nlogn) idejii mddszert. Az alsé korlit a rendezéshez sziikséges
Osszehasonlitdsok szdmara adott alsé becsléshez hasonléan lathaté be: n! permutéaciét kell tudni kezelni,
ugyanakkor egy 1épésben legfeljebb 6 féle dolgot csindlhatunk (aszerint, hogy melyik radrél melyik mésik ridra
helyeziink &t). Tehdt logg(n!) = Q(nlogn) 1épés sziikséges.

Ld. a FOGYASZT eljarast a jegyzetben.

Nem. Hajtsuk végre a buborékrendezés elsd menetét (kiils6 ciklusdt), majd csindljuk meg ugyanezt a tomb
végérél lefele (azaz mintha a forditott tombre a forditott rendezéssel csindlnédnk egy buborékrendezés-menetet).
Ez a pércserével ad6dé tomboket rendezi. Tegytik fel ugyanis, hogy az elemek a1 < az < ... < ay és az a; < a;
csere tortént (i < j). Az els6 menetben az a; < @ij41,a; < Git2,...a; <> a;_1,a; < a; cserékkel az a; elem
vandorol a helyére: ...a;—1ai4+1...aj-1a;a;aj +1... sorrend jon létre. A mésodik menetben az a; vandorol a
helyére és igy visszadll a rendezett dllapot. Ugyanakkor ez a mddszer a 4321 bemenetbdl az 1324 sorrendet hozza
létre, ami nem rendezett.

Keresofak

. Nem. Tekintsiik a kovetkez6 fat: a gyokérben legyen 1, ennek egyetlen fia legyen a 3, ennek két fia pedig a 2 és

a 4. Legyen U = {1,3,4}. Ekkor B = {2}, J = ). Nem igaz, hogy 2 < 1.

Mindkét fa elemeit listdazzuk ki az inorder bejards szerint, majd a két listdt fésiiljiik 6ssze! A részlépések koltsége
O(n), O(k), illetve O(n + k), tehét az Gsszkoltség O(n + k).

A binéris kereséshez hasonléan jérunk el. Megnézziik a gyokérben levd elemet, legyen ez x. A bal részfiban
2k=1 _ 1 kiilénb6z6 x-nél kisebb szam, a jobb részfaban pedig 2°~1 — 1 kiilénb6zé z-nél nagyobb, de 2F 4+ 1-nél
kisebb szém van. Ezért 2871 < x és 2F-1 < 2F 41— 2. fgy x biztosan a {2F71, 2871 11} elemek valamelyike. Ha
x = 2F=1 akkor a bal részfaban az 1,...,25~1 —1 elemek mindegyike kell hogy szerepeljen, tehét a hidnyzé szdm
a [2871 + 1,2*] intervallumba esik. Ezzel visszavezethet az eredeti feladat a jobb részfira vonatkozé hasonld
feladatra. Ha viszont z = 28=1 + 1, akkor a hidnyzé szdm az [1,2¥~!] intervallumba esik, és a bal részfaval kell
folytatni. Az algoritmus koltsége nyilvan O(k) = O(logy n).

A gydkérnek két fia lesz. Az egyiknek a fiai az A, B, C levelek, a mésikéi D, E, F. A gy6kérben szerepld kulcs
a D. A két kozbiilsé csticsban 2-2 kulcs lesz: B, C illetve E, F. Megjegyezziik, hogy csicsvigas az A elem
beillesztésekor torténik.

Jelolje | a fa szintjeinek a szamat! A gyokér baloldali részfajaban 16 levél van, igy ott a szintszam legfeljebb
1 +logy 16 = 5. Tehat [ <5+ 1 =6. A kozépsé részfaban legfeljebb 3'=2 < 3% = 81 levél lehet. Ugyanez igaz a
jobboldali részféra. Osszesen 178 = 16 4 81 + 81 levél van, tehat mindkét utébbi részfdban pontosan 81 levélnek
kell lennie. Ennek megfeleléen a masodik kulcs a 16 + 81 + 1 = 98.

Jelolje m(S) az S részfa magassagat és tegytk fel, hogy mondjuk m(S;) < m(Ss). (Forditott esetben hasonléan
kell eljarni.) Keressiik meg S azon legbaloldalibb x csicsét, melyre m(z) = m(S1). Az x csics mellé szirjuk
be az S; gyokerét a 2-3 faknal szokdsos eljarassal. (Tehat elészor beillesztjik  apja ald, és ha annak hdromnél
tobb gyermeke tdmad, akkor csicsvdgdst alkalmazunk, ami esetleg felfele terjed.) Ha 1ij gyokeret kell létrehozni,
az ahhoz tartozé magassigot (eggyel nagyobb az alatta levék magassdgénal) is frjuk fel. Lépésszdm: O(|m(S1) —
m(S2)|+ 1)
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Indukciéval a fa [ magassiga (szintszdma) szerint. Mivel az egypontu fa teljes bindris fa, | = 1-re igaz az allités.
Tegyiik fel, hogy [ > 1 és az [-nél alacsonyabb fékra mar belattuk az &llitast. Vegyilink most egy, a feltevésnek
megfeleld | magassdgu fat. Legyen a (gyokértdl vett) bal részfa magassdga ky és a jobb részfaé k;. Az indukcids
feltevés szerint a bal részfa egy kj szintii, tehat 2 — 1 siilyt a jobb részfa pedig egy 2% — 1 stily teljes bindris
fa. Ha ky > kj, akkor (2F —1)/(2% —1) > (2.2~ —1)/(2k — 1) > (2-2% —2)/(2% — 1) = 2, ami ellentmond
a feltevésnek. Hasonléan, a k;, < k; eset sem fordulhat el6. Tehdt a két részfa egyforma teljes bindris fa, ami
éppen azt jelenti, hogy az eredeti fank is teljes.

A kupac-tulajdonsiag miatt a gyokérben az a P pont van, amelynek a legkisebb a méasodik koordinatdja. A
keresofa-tulajdonsag miatt a bal részfidban azok a pontok vannak, amelyeknek az elsé koordinatdja kisebb P-
énél, a jobb részfaban pedig azok, amelyek els§ koordinatdja nagyobb P-énél. Ez alapjan az allitas indukciéval
egyszerten adodik.

A négyzetracs minden egyes pontjdhoz 12 "kozeli” (2-nél nem messzeb levé) tovébbi rdcspont van. Minden
egyes P; pontra szeretnénk O(logn) id6ben eldénteni, hogy a 12 P;-hez kozeli rdcspont valamelyike szerepel-e a
Py, ..., P, kozott. Ez meg is tehetd, ha a pontokbdl elézetesen O(n logn) koltséggel (példdul a koordindtaparok
lexikografikus rendezése alapjan) O(logn) szintli keres6fat (pl. AVL-fat vagy 2-3 fat) épitiink.

A fa élei: (3,2),(3,6),(2,1),(6,4),(6,7),(4,5). A 2 beillesztésekor egyszeres, a 6 beillesztésekor pedig dupla
forgatds torténik.

A fa csucsainak inorder sorszama hatdrozza meg, mely szamok mely csticsokban helyezkednek el. A fa csiicsaiban
lev6 kulcsok tehat bejardssal linedris idében meghatarozhaték. Ezutdn a szélességi bejaras szerinti sorrendben
szurjuk be a kulcsokat (lires f4bdl kiindulva). Ez is linedris idébe telik. Mivel a szélességi bejards szintenként
torténik, az AVL-tulajdonsdg teljesiilni fog a kapott sorozatra minden egyes beillesztési 1épésben.

Ha egyaltalan forgattunk, akkor a forgatast a beillesztett elem keresési ttja mentén legmélyebben levo azon x
csucs "koril” hajtottuk végre, ahol a kereséfa-tulajdonsag megsériilt a beillesztés soran. Ez csak igy torténhetett,
hogy az eredeti faban x egyik részfaja eggyel magasabb volt, mint a maésik, és a beszirds utdn még eggyel
magasabb lett. Megfigyelhetjiik, hogy a megfelel§ forgatds (akdr dupla, akér szimpla) a két részfa magassdgét
egyenlévé teszi, nevezetesen akkorava, amekkora a magasabb részfa eredetileg volt. Ezért az 1j fa magassiga
megyegyezik az eredetiével. Tehat semmilyen forgatdst nem alkalmaztunk.

A kovetkez6 iterativ médszerrel jaruk el. Minden egyes lépésben, ha a fa még nem egy jobbra mend 1t, akkor a
jobb szélén haladé ut valamelyik pontjanak van bal fia. Vélasszunk ki egy ilyen csiicsot, és forgassunk ”kortlotte”
jobbra. Vegyiik észre, hogy a forgatdstdl a jobb szélen mend 1t hossza eggyel megné. Ezért az eljards n — [
forgatds utan véget ér, ahol [ a eredeti jobb szélsé ut pontjainak a szama.

A fa élei: (3,2),(3,6),(2,1),(6,4),(6,7),(4,5). A 2 beillesztésekor egyszeres, a 6 beillesztésekor pedig dupla
forgatds torténik.

Adattomorités

. Felrajzoljuk a kdédoknak megfelelé Huffman-fakat. A Huffman-fa felépitési szabdlyat alkalmazzuk az els6

fara. Tobbek kozott azt kapjuk, hogy a pi1,ps2,ps + ps mennyiségek korében ps és p3 + py két legkisebb.
Kovetkezésképpen ps + ps < p1. A madsik fara alkalmazva a szabalyt azt nyerjiik, hogy py és po is két legkisebb,
tehdt p1 < ps+ps. A két egyentlStenséget Osszvetve azt nyerjiik, hogy p1 = ps+ps. Tudjuk, hogy ps < p3s = 1/6.
Tegyiik fel, hogy py < 1/6. Ekkor p; = p3 + ps < 1/3. Tovédbbd (p2 < p; miatt) py < 1/3 is igaz. Ekkor viszont
PL+pe+ps+ps<1/3+1/34+1/6+1/6 =1, ami ellentmond annak, hogy a valdsziniiségek dsszege 1 kell hogy
legyen. Tehdt py = 1/6 és ebbdl p; = pa = 1/3 adddik.

(a) Feltehetd, hogy a gyakorisdgok 2,3,4,5,6. Alkalmazzuk a Huffman-algoritmust!
(b) A Huffman-algoritmussal kétféle fat kaphatunk. Mindkettére igaz, hogy a harom gyakori betli kédja 2 bithél
all, a maradék kett6é pedig 3-bol.

A betiik egy lehetséges Huffman-kédja: A — 11, A- 100, B - 01, K - 001, N - 000, R — 101

a sz6é ezek szerint: 0111101011110110000011001

Az LZW szétér: A -1, A -2, B-3, K-4,N-5 R—-6, BA—7, AR -8, RB—9, BAR - 10, RA — 11, AN -
12, NA — 13, AK — 14

a sz0 kédja: 316762514

Nem. Pl. legyen a sz6 yxyzry. Ekkor a szétar: « — 1,y — 2, 2 — 3, yx — 4, xy — 5, yzry — 6, a kdd: 2142

A Huffman-koéd esetén mindkét karakter 1-1 bittel lesz elkddolva, egy n betlis szoveg kodja is n hosszu.

Vegyiink egy j6 hosszi csupa a-bél allé szét, a®. Ha n = k(k + 1)/2, akkor a szétarba az a?, a®, a* szavak

keriilnek be, a kédszé c(a) c(a?) ... c(a*) lesz. Hogy mindez (és a meg b is) beférjen a szétdrba sziikséges, hogy
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15.

16.

17.

k+1 < 28 teljesiiljon. A kddszé hossza 8k bit, ez kisebb mint n, ha 8 < (k+1)/2, azaz k > 15, n > 8-17 = 136.
(Ha kihasznaljuk a szétdrméret nyijtotta lehetdségeket, azaz k = 28 — 1 = 255, akkor n = 255 - 27 lehet, a LZW
kddszé hossza pedig csak 8k = 255 - 8, tizenhatodrésze a Huffman-kédénak.)

Legyen s egy szazbetlis sz6 a szétarbdél. Minden 1 < k < 100-ra jeloljiikk sg-val az s sz6 els6 k betiibol allo
kezdoOszeletét és Si-val az S szoveg azon kezdOszeletét, aminek beolvasdsokor a szétarba bekeril az si sz6.
A kezdbeseteket tekintve latjuk, hogy |S1| = 0 és |Sa| > 2. A k > 2 esetre az |Sk| > |Sk—1]| + (K — 1)
becslést alkalmazhatjuk. Ez onnan kévetkezik, hogy Si-nak a legutébb szétarba irt szé utolsé betijétédl kezd6do
végszelete éppen sg, valamint, hogy si_1-nek benn kell lenni a szétdrban, amikor s; épitése elkezdédik. Innen
|S| > |Sa| + Zi}g(k‘ -1)=1+ Z?zll =1+99-100/2 = 4451. A gondolatmenetbdl az is 1l4thatd, hogy ez az
alsé korlat pontosan akkor érhet6 el, ha S csupa egyforma betiibol 4ll6 szoveg.

A legel6szor kiirt kéd egy 1 hosszi részsorozatot kédol. Mivel egy sz6 szétarba keriilésekor a prefixei mar a
szotarban vannak, a masodikként kiirt kod egy legfcljebb 2 hosszu részsorozatot kédol. Hasonldan, a k-adik kod
egy legfoljebb k hosszii szét kédolhat. Osszesen tehat k kéddal legfoljebb 1+ 24 ... + k = k(k + 1)/2 hosszi
szoveget lehet kédolni. Ez a korldt a csupa azonos betlibél allé k(k + 1)/2 hosszi széval el is érhetd: | < k-ra
a szoveg (I + 1)/2-edik betiijéig tart6 [ hosszi részsorozata helyett éppen az [ hosszi sz6 kédjat frjuk ki. Ha a
csupa egyforma betlis szoveg hossza (k — 1)k/2 és k(k + 1)/2 kozé esik, az utolsénak kiirt kéd értelemszertien
egy rovidebb szé kédja. Mivel 44 - 45/2 < 1000 < 45 - 46/2, egy 1000 hosszu szoveg kddoldsdhoz legaldbb 45 kéd
kell, és van olyan 1000 hosszu szdveg, amihez ez elegendd is.

Ha egy betiisorozatot tomorit az algortimus, akkor mar az 6sszes prefixe a szétarban van. Tehat azt kell vizsgalni,
mikor nincsen 2 hosszu toméritett sorozat. Ehhez az kell, hogy a szévegben (pontosabban a szétir beteléséig
el6forduld részében) ne ismétlédjék 2 hosszi sz6. Ugyanis amig nincs ismétlédés az dsszes eléforduld kettd hosszi
sz6 bekeriil a szétarba, és az elsd ismétlédéskor a kdd ki is {rédik. (Ismétlédésnek szdmit az ”aaa”-ban az ”aa”
kétszeri eléforduldsa is.) Mivel egy k hosszi szénak (k > 1 esetén) k—1 darab 2 hosszi részsorozata van, valamint
a lehetséges betliparok szdma n?, a szoveg maximalis hossza legfeljebb n? + 1. Indukciéval belatjuk, hogy létezik
is ilyen hosszu ismétlédésmentes szoveg, ami az els6 betiivel kétszeri ismétlodésével kezdodik és az elsé betiivel
is végzédik. n = 1-re a konstrukcié nyilvanvalé: 11. Tegyiik fel, hogy s egy megfeleld (n — 1)? + 1 hossz1, az
1,...,n—1 betiikbdl 4116 szoveg. Legyen s’ = snn(n—1)n(n—2)...n2nl. Konnyen ellenérizhetd, hogy s’ hossza
(n—1)2+1+2n—1=n?+1és s’-ben sem ismétlédnek a 2 hosszii szavak. Tehat a maximalis hossz n? + 1,
feltéve, hogy a szotar elég nagy ahhoz, hogy elférjen benne az Gsszes bettipar. Ha nem, akkor az elébb véazolt
konstrukcio elejérol az 1-et tordlve és a végére akarhanyszor odafiizve tetszéleges hosszi tomoritetlen szoveget
kapunk.

Hashelés

Az, hogy csak négy értéket vesz fel az Gsszes lehetséges 7 koziil.

(a) 22, iires, 59, 15, 4, 17, 28, fires, 88, 31, 10.
(b) 22, 88, iires, 59, 4, 15, 28, 17, iires, 31, 10.

a) Olyan elemek (kulcsok), amelyek kozott a tabldban iires hely all, nem iitkozhettek, azaz legfeljebb az
egyméasmelleti parok masodiknak érkezett eleme titkozhetett az elsével, szamuk max n.

b) A kvadratikus prébdnél a prébasorozat igy indul: 0,1,-1, azaz 3 egymds melletti helyet néz meg. Mivel a
tablaban minden 3. hely iires, egy elem csak egyszer titkozhetett, igy megint legfeljebb n titkozés lehetett.

Ha a hash-fliggvény a 2k — 1-edik és a 2k-adik elemhez (k = 1,...,n) egyarant a 3k 4 2 szdmot rendeli, a linedris
probanal tényleg létre is jon n darab iitkozés. Hasonlé a helyzet a kvadratikus maradék prébanal, csak ott a
3k + 1 értéket kell venni.

(a) Nem. Példdul ha a rekordot kozvetleniil a beszirdsa utdn toriltik, olyan eredmény kapunk, mintha sem a
besziras, sem a torlés nem tortént volna meg.

(b) Baj akkor van, ha létezik olyan K kulcs, ami benn van a tdbldban, de h(K) és K tényleges helye kozott
(ciklikusan értelmezve) kitoroltiink egy celldt. Elészor keressiik meg a tdblaban az elsé elemtél kezdve az els6
ires helyet. Ezutdn, az els6 elemtol kezdve jarjuk be a tablat ”visszafele” haladva. Minden egyes lépésben
csindljuk a kovetkezot: ha a cella tres, jegyezziik fol, hogy 6 az utoljara latott tires hely. Ha nem, és a K kulcs
helyezkedik el benne, szédmoljuk ki h(K)-t és hasonlitsuk Ossze az utoljéra latott iires hellyel. Ha az iires hely
h(K) és K tényleges helye kozott van (ciklikus értelemben), megtaldltuk a hibds torlés helyét, és az elsé olyan
K kulcsot, amely ”rossz” helyen van. Ez eddig nyilvan linedris id6t vesz igénybe. Ezutan K-t mozgassuk at
az lires helyre, az j iires hely szerepét vegye 4t K eredeti helye. Ha (visszafele) a kovetkez6 cella iires, készen
vagyunk. Ha nem, vizsgdljuk meg a benne levd K’ kulcsot, hogy a mostani iires hely h(K') és K’ helye kozott
van. Ha igen, megint mozgassuk 4t K'-t, ha nem, 1épjiink a megel6z6 cellara. Ezt az eljardst ismételjitk az els6
iires cella feltaldldsdig vagy "korbeérésig” (az els§ atmozgatds helyére). Ez a menet is linedris idejii, hiszen a
tablat most is legfeljebb egyszer jarjuk "korbe”.
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1.

2.

11.

14.

16.

17.
19.

Grafalgoritmusok

(a) Az éleket mindkétfelé iranyitottnak véve igen.
(b) Nem.
(¢) Nem.

A minimalis élszamu grafokban csak azok az élek szerepelnek, amelyek mentén valamelyik lépésben javitas
tortént. A harmadik 1épésben valasztasi lehetéségiink van, vy illetve vg koziil melyik csicsot tegylik a KESZ
halmazba, két minimélis graf lesz. A szomszédsigi méatrixok élsilyokkal és a P

0 2 6 x x 7 ||'U1|U2|'U3|U4|'U5‘U6||
*x 0 3 7 x 4 vy | v | v | vy | v | g
o« 001 4« pollvL v |v2|v2| V1| V2
* % x 0 2 % ’ v1 | v1 | ve | vg | v3 | va
* ok ok ok 0 x vy | v | va | vs | va | V2
* % x x 1 0 v | v1 | v2 | v3 | vg | U2
0 2 6 *x *x 7 ||U1|U2|U3|U4|'U5‘U6||
* O 3 7 * 4 U1 V1 U1 U1 U1 U1
o« 01 4« PV | V1| V2| V2| V1| V2
* ok o 001 o [or [wa [ ws [ vs [ w9
* % x x 0 % v | v1 | v2 | v3 | vg | vg
x * *x % 2 0 v | v1 | v2 | vg | v | vg

A Dijkstra-algoritmus kupacot nem hasznal6 valtozatdnak elsé 100 menetét hajtsuk végre! Ekkor a KESZ hal-
mazba ”a” 100 legkozelebbi cstcs keriil. A mddszer fontosabb Osszetevéinek a koltsége: kezedti tablazatkitoltés:
O(n), 100 minimumkeresés: 1000(n) = O(n), a tédbldzat mddositdsa 100-szor: 1000(n) = O(n). Az Osszkoltség
tehdt O(n). (Ez kisebb, mint az input mérete: nem kell az egész éllistdt végigolvasni.) Ha a 2-kupacos valtozatot
hasznéljuk, rosszabbul jarunk, mert az O(n) kulcsmédositds 6sszkoltsége O(nlogn) lesz. Meggondolhatd, hogy
d = [y/n]-nel d-kupacot hasznélva szintén O(n) 6sszkoltségli algoritmust kapunk.

Legyen G a kovetkezo irdnyitott graf: G csucsai legyenek a pixelek, G élei pedig menjenek a szomszédos pixelek
kozott jobbra, illetve lefele. G nyilvan egy DAG, aminek n? csicsa van és minden cstcs befoka legfeljebb
2. Az éleknek silyokat is feleltessiink meg: egy fliggéleges élnek a téle jobbra esd fekete, egy vizszintesnek
pedig az alatta lev$ fehér pixelek szamét. Vildgos, hogy G éllistds dbrazoldsa O(n?) idében elkészithets. Az
élstilyok is megkaphaték O(n?) idében a fiiggdleges élekre soronként jobbrél balra haladva, a vizszintesekre pedig
oszloponként lentrol folfele. Ebben a DAG-ban kell legrévidebb utat taldlni a bal felsébdl a jobb alsé sarokba.
Ez linedris, azaz esetiinkben O(n?) idében megtehetd.

A legrovidebb utak megtaldlaséara alkalmazhatjuk a Bellman-Ford mdédszert. Vegyiik azonban észre, hogy most
elegendd a tavolsdgokat tartalmazé TV, j] értékeket az 1 < ¢ < 25 esetekben meghatdrozni (25-nél tébb élbél
allé egyszerti 1t tigysincs a grafban). Ez pedig 250(n?) = O(n?) 1épés lesz.

(a) Az axiémarendszerbél levezethet$ xzj = x; implikdcidk.
(b) Egy er6s komponensbe az ekvivalens valtozék keriilnek: xj és x; pontosab akkor egy komponensbe esik egy
komponensbe, ha xj < x; levezethet6 az axiémarendszerbol.

A bejaras nyilvan z-bdl indul. A mésodikként meglatogatott y csics befejezési szdma kisebb, mint x-é, tehét
y fia z-nek. Hasonléan, a harmadikkét latott u csics fia y-nak, v pedig fia u-nak. Ez utébbi cstcs levél, mert
nincs nala kisebb befejezési szdm. Hasonldan, az 6todik w csucs is levél. Ez pedig fia u-nak, mert meglatogatasa
kés6bb kezd6dott, ugyanakkor eggyel el6bb fejezédott be. Az utolsé z cstcs viszont nem lehet leszarmazottja
y-nak, mert befejezési szama nagyobb. Viszont leszdrmazottja x-nek. Ez csak gy lehet, hogy fia z-nek. A fa
élei tehdt: (x,y), (y,u), (u,v), (u,w), (x, z). Mivel példdul a (v,z) visszaél léte vagy nemléte nem befolydsolja a
bejarést, a graf nem rekonstrualhato.

Ha egy cstics foka legaldbb 2, akkor az onnan inditott szélességi bejards csak dgy adhat csillagot, ha a cstcs
minden egyes tovabbi ponttal 0ssze van kotve. Nyilvan van legalabb egy ilyen pont. Ha csak egy van, akkor a
grafunk csillag. Ha pedig van legalabb kett6, akkor minden csics foka legaldbb 2, és igy a graf teljes.

Mindkett6 linedris idejii megoldast ad.

Hizzuk szét a 2 silyu éleket 2 éllé (egy-egy 4j pont felvételével), a 3 sulytdakat pedig 3 éllé. Az igy kapott
G’ = (V', E') grafra teljesiil, hogy |V'| < |V| + 2|E| és |E'| < 3|E|. A G-beli legrovidebb utak helyett elegendé
G’-ben legkevesebb élbél 4116 utakat keresni. Ez pedig a v-bél indulé szélességi bejarassal megtehetd. Lépésszdm
=O(|[V'|+ |E']) =O(n+e).
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20.

21.

22.

23.

25.

Modositsuk a mélységi bejard algoritmust gy, hogy alljunk meg, ha a soron kévetkezé él mentén mar bejart
csucsba jutunk. Ha ez nem kovetkezik be, akkor a graf kormentes. Ha igen, akkor az él visszaél és a meglevo
fesz{td erdében a végpontjai kozott mend uttal egylitt kort alkot, ami O(n) idében megtaldlhaté. Barmely eset
is kovetkezik be, a bejaras legfeljebb n él megtekintése utan véget ér, hiszen egy erdénk és esetleg még egy éliink
van. A szélességi bejards hasonléan mdédosithato.

Epitsiink 5] egy fesz{té erd6t a graf nem zold éleibdl O(n + e) idében (pl. mélységi bejardssal), és egyben
szamozzuk meg a cstcsokat aszerint, hogy hanyadik komponensbe esnek. Ha a kapott komponensek szdma
nagyobb, mint hdrom, akkor nem oldhaté meg a feladat. Ha hdrom komponens van, két olyan zold élet kell
keresni, amelyek kiilonb6z8 komponens-pdrokat kotnek ossze (pl. egy az els§ és mdsodik komponens kozt mend
él, valamint egy a mdsodik és harmadik komponenseket Osszekotd él megteszi). Ha két komponens van, egy
olyan zold él kell, ami a két komponenst koti Ossze, és egy olyan, ami valamelyik komponensen beliil halad.
Az utébbi él egyik végpontjabol mend feszitéerds-élt el kell kagyni. Az egyetlen komponens esete hasonléan
kezelend6. Mindhédrom esetben a két megfelel €l keresése a zold élek végignézésével linearis idében elvégezheto.
Az 5sszkoltség tehat O(n + e).

Készitsiink egy feszi{téfat O(n+ e) koltséggel mélységi (vagy szélességi) bejardssal. Kozben jegyezziik fel az egyes
csticsoknak a fa élei szerinti tdvolsdgdt a gyokértdl. Ez is belefér az O(n + e) idébe. Keressiik meg a gyokértol
legtdvolabbi (egyik) levelet (O(n) id8). Ha a legnagyobb tavolsdg legfeljebb n/2, akkor a gyokér megfelels. Ha
nagyobb, vegyiik a kivdlasztott [ levéltél a gyokér felé a feszit6fdban vezetd tton (ez a bejdrds kozbeni fid-
apa mutatékkal adminisztralhaté) levé |n/2]-edik u cstcsot. Allitjuk, hogy u egy megfelels vélasztds. Legyen
ugyanis v egy masik csucs. Legyen w az u és v legmélyebben levd kozos 6se a feszitéfaban. Ha w = u, azaz v az
u részfijaban van, akkor mivel az [ levél a lehetd legtavolabb van a gyokértdl, u részfajaban a lehetd legtavolabb
van u-tdl is, tehét |n/2| = d(u,l) > d(u,v). Ellenkez§ eseteben (ha w # u) tekintsitk a w — [ és a w — v utak
egyesitését. Ezen utak w kivalasztdsa miatt csak a w ponban taldlkoznak, tehat az egyesités szintén egy ut, ami
[-b6l v-be vezet. Ennek az utnak az |n/2]-edik cstcsa u. Mivel az it hossza legfeljebb n— 1, u tdvolsidga a mdsik
végponttdl legfeljebb n — 1 — [n/2] < n/2 lehet.

Készitsiik el G egy feszit6fdjat (pl. mélységi bejardssal) O(e) id6ben! Vegyiik a feszitéfa paros vagy paratlan
szintjein levé csucsokat aszerint, hogy melyek vannak kevesebben!

I. A visszadllitdsnal megprébaljuk a tankényben megadott rekurziét hasznalé bejaro algoritmust szimulalni, pon-
tosabban az mb() rutin rekurziv hivdsi hierarchigjat felderiteni. A hivésok idébeli sorrendjét a mélységi szdmozds
adja. Ezért elozetesen rendezziik a csicsokat a mélységi szamok szerinti novekvo sorrendben. Ez ladarendezéssel
O(n) id6ben megtehetd. A hivési hierarchia pillanatnyi dllapotat egy verem segitségével dbrazoljuk, a rekurziv
hivasok szokdsos szamitogépes megvaldsitdsanak megfelel6 médon: A verem sorrendben azokat a v csicsokat
tartalmazza, amelyekre az adott pillanatban é16 mb(v) hivds van, mds széval, amelyek megldtogatdsa éppen folya-
matban van. Egy v csticsnak a verembe keriilése az mb(v) hivdsnak, ez megfelel annak, hogy mikor toérténik az
mb(v) hivds, azaz mikor kezdjiik a v gyoker(i részfa bejardsat, mig a verem tetejérél vals levétele a visszatérésnek,
azaz a részfa-bejaras befejezésének felel meg. Ennek megfelelGen a csiicsok a befejezési szam szerinti sorrenben
keriilnek ki a verembdl. Karbantartunk egy befejezezési sorszamot. Ez kezdetben 1 és minden ”befejezéskor”,
azaz a verembél kivételkor 1éptetjiik. Azt, hogy egy adott pillanatban a verem tetején levé v csicsot levegyiik-e
vagy egy Uj csucs felrakdsdval folytassuk, aszerint dontjiik el, hogy v befejezési szama megegyezik-e vagy sem a
befejezési sorszdmmal A fesz{td erdé élei a veremben valaha is eléforduld egymadst kovetd (u, v) csicspéarok. Egy
ilyen élet feljegyezhetiink akkor, amikor v a verembe keriil. Az algoritmus futdsa (érvényes bemenet esetén) az
mb() hivdsokat (és visszatéréseket) koveti, és egy-egy ilyenre konstans mennyiségi munka jut, tehat az Gsszes
id8igény O(n).

II. Megadunk egy elvében hasonlé, de vermet nem hasznalé algoritmust is. Az egyszeriiség kedvéért elGszor
egy olyan mddszert targyalunk, amely arra a specidlis esetre miikodik, amikor a mélységi feszitéerdo egyetlen

fabol all. A csucsokat itt is a mélységi sorszam szerinti sorrendben vessziik sorra. Az éleket is a megldtogatdsuk
sorrendjében vessziik fel. A mar elkésziilt fadarabot apa < fii mutatékkal tartjuk karban.

Amikor egy a gyokértdl kiilonbozé v csics sorra keriil, meg kell keresni az apjat. Legyen ez w. Legyen u a v
el6tt kozvetleniil a faba felvett csics. Alh’tjuk, hogy a w csics az u-nak és v-nek kozos 6se a faban. Tekintsiik
a bejarasnak azt a szakaszat, amikor a w gyokerl részfat jarjuk be. Ha w-nek az elsé megldtogatott fia éppen
a v, akkor az allitds u = w-vel teljesiil. Ellenkez6 esetben v elott w-nek valamelyik leszarmazottjat latogattuk
meg: ez kell, hogy u legyen. Tehat w tényleg kozos Gse u-nak és v-nek, sziikségszeriien a gyokérbdl az u-ba
vezetd tton u-hoz legkdzelebb es6 kozds 6s. A v cstcs apjat ez alapjan a v-csicsbdl a gyokér fele visszafelé
ballagva taldlhatjuk meg. Ehhez sziikség van annak ellenbrzésére, hogy egy ilyen w’ cstics 8se-e v-nek is. Ennek
feltétele a kovetkezd: egy olyan w’, amely Ose u-nak akkor és csak akkor 8se v-nek, ha bszdm[v] < bszdm[w’],
azaz ha v megldtogatdsa el6bb fejezédik be, mint w’-é. Az §llitds ”"csak akkor” része nyilvdnvald. A forditott
iranyud kovetkeztetéshez tudjuk, hogy w és 6sei 1igyis 6sei v-nek, tehdt csak azt az esetet kell vizsgdlni, amikor w’
egy valddi leszérmazottja w-nek. Ekkor w’ és v két kiilonboz6 részfajaban van w-nek. Az egyik részfa bejardsa
elébb fejezddik be, mint a masiké megkezd6dik. Mivel u és w’ ugyanabban a részfdban van és u-t el6bb 1attuk,
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mint v-t, a kordbban bejart részfa csakis a w’-t tartalmazé lehet. Ezért w’' meglitogatdsat elébb fejeztiik be:
bszam|[w'] < bszdm[v]. Tehdt a kritérium tényleg hasznalhatd.

A 1épésszém a fenti tesztek szdmédban linedris. Hany ilyen tesztet alkalmazunk? Ennek megbecsléséhez fogjuk
meg a dolgot a masik végénél. Tehdt azt szdmoljuk meg, hogy rogzitett w’ csiicshoz hdny v-re alkalmazzuk a
bszadm([v] < bszdm[w'] tesztet. Pozitiv eredménnyel éppen annyiszor, ahdny fia van w’-nek. Hényszor fordul
elé negativ kimenettel? Az el8z8 fejtegetésbdl azt latjuk, hogy egy ilyen esetben w’ részfdjanak bejardsa el6bb
fejez6dik be, mint v-ének a megkezdése. Igaz ez v helyett minden olyan tovabbi csicsra is, melynek mélységi
szdma legaldbb annyi, mint v-6. Tehat ilyen csticsnak nem lehet 8se w’. Ha egy v’ csticsra alkalmazzuk a
bszém[v'] < bszdm[w'] tesztet, akkor a v'-t mélységi szdmban kozvetleniil megel6zé ' cstcsnak dse kell legyen
w’. Ez nem fordulhat el mszdm[v'] > mszdm[v] esetén, mert akkor mszdm[u'] = mszdm[v'] — 1 > mszdm[v]
tejesiil. Tehdt rogzitett w’-hoz legfeljebb egy negativ teszt tartozik. Osszesen tehat n — 1 pozitiv teszt (ennyi a
feszit6fa éleinek a szdma) és legfeljebb n sikertelen teszt van. Tehdt a mddszer koltsége O(n).

Mi van, ha a feszité erdének tobb komponense van? A mddszer korrektiil miikodik egészen addig, amig egy
v csucsnak sehogyan sem taladlunk apat. Ebben az esetben 1j fat kell kezdeni v gyokérrel és arra folytatni
az algoritmust. A maér bejart komponensek csicsait soha tobbé nem fogjuk latni, tehdt a komponensenkénti
koltségek Osszeadddnak.

Feltessziik, hogy G éllistaval adott. Inditsunk mélységi bejarast egy tetszoleges cstiicsbdl. Az élek szamozasa
lényegében a bejaras szerinti felhaszndlas sorrendjében torténik: kapja egy él azt a sorszamot, ahanyadikként
a bejdrds sordn elOszor (azaz fa- vagy visszaélként) felbukkan. A kiinduldsi pontra teljesiil a feltétel, mert
valamelyik beléle indul6 él kapja az 1-es sorszdamot. Egy tetszéleges ettdl kiilonboz6 legalabb mésodfoki w is,
mert az az él amely mentén u-ba érkeztiink és u éllistajanak az els (a beérkezétél kiilonbozs) éle két szomszédos
sorszémot fog kapni. (Ehhez azt kell észrevenni, hogy amikor u megldtogatdsa megkezdédik, az u-ra illeszkedd

élek koziil csak egyetlen egy, a mélységi feszitéfa u-ba vezetd éle kapott sorszdmot.) Vildgos, hogy a mddszer
koltsége a bejaraséval aranyos, tehat az élszamban linearis.

El6szor a piros szabaly ismételt alkalmazasaval belatjuk, hogy G-nek van olyan minimalis koltségl feszit6faja,
aminek az élei G’ adott F feszitéfajdnak az élei, valamint a vy csicsbdl kiindulé élek koziil kertilnek ki, azaz,
takaros a szinezésiink, ha a maradék (azaz G’-beli pontok k6zott mend nem F-beli) éleket pirosra festjiik. Legyen
ugyanis g egy tetszdleges még nem piros maradék él. Ekkor g az F bizonyos éleivel egyiitt kort alkot. A kornek az
egyik legnagyobb sily éle g, mert kiilonben a néla nagyobb silyu élt g-re kicserélve egy F-nél olcsébb feszitofat
kapnank. Tehat g pirosra festhet, és még mindig takaros szinezésiink van. Ezt ismételve adddik az allités.
Torsljitk most a maradék éleket! Igy egy ¢” = O(n) élii grafban kell minimalis feszitéfat keresni, ami pl. Prim
médszerével O(e” loge”) = O(nlogn) idében megtehetd.

Készitsiik el G-nek egy F’ maximalis parositdsdt a magyar mddszerrel O(ne) idében! Az E’-be tartozé élek,
tovabba azok az élek, amelyeknek egyetlen végpontja parositott, nyilvan benne vannak egy max. parositasban.
A tovabbi élek felderitésére csindljuk a kovetkezdt: L minden egyes parositott v pontjdra toroljiikk E’-bdl azt az
élet, ami v-bdl indul, majd épitsiik fol a maradék parositdshoz tartozé alterndlé erdét O(e) idében! (Ne alljunk
meg az elsd javité ut megtaldldsakor! Valdjdban elég lesz csak a v csicsbdl induld alterndld bejérdst elvégezni.)
Egy v-bol indulé e él pontosan akkor van benne egy max. parositdsban, ha van olyan javité 1t, aminek els6
éle éppen e. Ha az alterndl6 bejéras soran minden egyes csicsra nyilvantartjuk a faban a v-bél odavezetd 1t
legelsd élét, akkor a javité utak végpontjaibdl ezek az élek kideriilnek. A koltség csiicsonként O(e), Osszesen
tehat O(ne).

Készitsiik el a kovetkezd grafot: A menetrendben megadott minden egyes ”vonathoz”, azaz rendezett (U,V)
alloméas—allomas parhoz vegyiink fel két végpontot és kossiik dssze 6ket egy olyan silyu irdnyitott éllel, amennyi
az U-bdl V-be meno vonat menetideje. Tehdt egy varosnak annyi "kimen6” csucs fog megfelelni, ahany varosba
onnan kozvetlen vonat indul és annyi "bemend” csics, ahany helyrol vonat érkezik. Kosstik tovabba Gssze az
(U, V) vonathoz rendelt végpontot a (V, W) vonat kezddpontjaval egy akkora stlytd irdnyitott éllel, amennyi a
varakozasi id6. A kitiintetett A varoshoz vegytink 61 még egy kiilon — szintén A-val jelolt — csicsot és inditsunk
bel6le 0 sulyt éleket az A-bdl indulé vonatokhoz. Hasonlé médon vegyiik fel a B csticsot és a B-be men6 éleket.
A feladat ezek utan az igy kapott grafban egy legrovidebb az A-bdl B-be vezetd Gt megtaldlasa, ami megoldhatd
Dijkstra algoritmusédval. Ha k vonat van megadva és [ varakozési id6, akkor a graf csicsainak a szama O(k) mig
az élek szdma O(k + 1). Dijkstra algoritmusdnak az éllitds véltozata tehat O((k + 1) logk) idében oldja meg a
feladatot.

Definidlunk egy grafot, melynek csicsai a lehetséges helyzetek (melyik edényben mennyi folyadék van), egy
csucsbdl iranyitott él vezet egy maésikba, ha egy megengedett 1épéssel elérheté bel6le. A feladat azt kérdezi,
hogy az adott kiinduldsi helyzetbdl elérheté-e egy adott helyzet, azaz hogy a grafban vezet-e oda Ut és még
a legrovidebb 1t hosszat is meg kell hataroznunk. Ezt megtehetjik a szélességi bejaras segitségével. Vegytik
észre, hogy nem feltétlentil kell el6bb megadnunk az egész grafot (a helyzetek szdma nagyon sok lehet), hanem
elegendd, hogy amikor egy pont szomszédaira vagyunk kivancsiak, azokat eldéllitjuk. (Ez azért lehet hasznos,
mert altaldban lehetnek olyan helyzetek, amelyek nem érhet6ek el a kiindulasi helyzetbol, mésrészt ha a cél kevés
lépésen beliil elérhetd, nincs szitkség a graf tovabbi részének felirdsara.)
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Minden csicsbdl inditsunk egy szélességi bejarast. Egy v csticson atmend 4 hosszii korok szama megegyezik a
szélességi feszitofa masodik és harmadik szintjei kozt mend keresztélek szamaval. Nyilvantartva a szintszamot,
ezek az élek csticsonként O(e) = O(n?) idében leszamolhaték. Az dsszeget el kell osztani 4-gyel.

Tegylik fel, hogy van olyan algoritmus, ami (g) -nél kevesebb lehetséges élet kérdez le. Ekkor persze van olyan
is, ami éppen (Z) — 1 élet kérdez. Ezzel az algoritmussal szemben az ellenség alkalmazza a kovetkezd (?mohd”)
stratégidt: Az 7 (u,v) él-e” kérdésre legyen a vilasz ”igen”, ha az eddig ”bevallott” élekkel egyiitt nem keletkezik
kor, egyébként a valasz legyen az, hogy "nem”. A feltételezés szerint (72’) — 1 kérdés utan a probléma elddl:
fuggteleniil az (g)—edik (u', ") él 1étezésétdl vagy az bizonyosodik be, hogy a grafban van kor, vagy az, hogy
nincs. El6bbi nyilvan csak tgy kovetkezhet be, ha a bevallott élek kozott néhany kort alkot. Ezt a lehetOséget
a stratégia kizdrja. Tehdt az a helyzet, hogy az utolsé élt6l fliiggetleniil mar biztosan kormentes a graf. Ez csak
ugy lehet, hogy az eddig bevallott élekbdl allo graf egy nem Osszefliiggé erd6. Mivel a pontok szama nagyobb
mint 2, egynél tobb olyan rendezetlen {u,v} par van, hogy u és v kiillonb6z6 komponensbe esik. Specidlisan
van ezek kozott olyan {u,v} pér, hogy {u,v} # {u/,v'}. Vildgos, hogy az (u,v) él nem csindl kort, és nyilvan
a lekérdezése pillanataban sem csinalhatott. Ezért viszont a kérdésre ”igen” kellett hogy legyen a vélasz. Ez
ellentmondaés.

2)—Jﬂél kevesebb lehetséges élet kérdez le. Ekkor persze van olyan
is, ami éppen (Z) — 1 élet kérdez. FEzzel az algoritmussal szemben az ellenség alkalmazza a kovetkez — a
piros szabdlyhoz hasonlé — stratégiat: Az ”(u,v) él-e” kérdésre legyen a vdlasz "nem”, ha a bevallott élek és
a még hatralevd élek tartalmaznak egy feszitéfat, egyébként a vélasz legyen az, hogy "igen”. A feltételezés
szerint () — 1 kérdés utén — fiiggteleniil az (5)-edik — (u/,v") ¢l 1étezésétdl elddl, hogy a graf osszefiiggs-e vagy
sem. A nem Osszefiiggiség a stratégia miatt nem fordulhat el6, hiszen a bevallott élek a hatralevékkel egyiitt
mindig tartalmaznak egy feszitéfat. Az Osszefligg6ség bizonyitvanya az, hogy a bevallott élek tartalmaznak egy
feszit6fat. Ekkor az (u/,v’) éllel egyiitt keletkezik egy kor, aminek legyen egy bevallott éle (u,v). Az (u,v) élet
a lekérdezésekor le lehetett volna tagadni, hiszen nélkiile is létezik feszitofa. Ez is ellentmond a stratégidanak.

Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, ami ("

Az éllistdk végignézésével fokszdm szerint osztdlyozzuk a cstcsokat O(n) idében! Az elsd osztdlyba azok tartoz-
zanak, amelyeknek kevesebb mint n/2 szomszédjuk van, a médsodikba pedig azok, amelyeknek a foka legaldbb
n/2. A komplementer gréfban az elsé tipusu csicsok mindegyikének tobb szomszédja van mint n/2 — 1, igy az
Osszefiiggd komponensiik mérete nagyobb, mint n/2. Ilyenbdl nem fér el egynél tobb, tehdt az elsé osztalyba esd
csticsok mind egy komponensben vannak. Egyszerli szamolds mutatja, hogy a masodik osztalyba legfeljebb 10
csucs tartozhat. Az elsé osztalyt Gsszehtzva egy pontta a feladatot egy legfeljebb 11 pontu graf 6sszefliggéségének
a vizsgélatdra vezethetjiik vissza.

Figyeljiik meg, hogy a piros-kék algoritmus helyességének a bizonyitdsaban a koltség egyetlen helyen kertilt
emlitésre: amikor azt lattuk be, hogy egy F' minimdlis koltségli feszitéfa és egy g = (u,v) él esetén az F-beli
u~» v Ut egy tetszbleges olyan ¢’ élét, amire c(g) < c(g’) g-re cserélve ismét minimadlis koltségli feszi{téfat kapunk
(a fakrdl szdlé Allités 5. pontja). Minden tovabbi érvelés ezt az észrevételt haszndlta. Marpedig ezen tény
nyilvanvaléan érvényes a feladatban eloirt koltségre is.

Misik bizonyitas: Legyen G a graf, n a csticsok szama. Alkalmas eltoldassal nyilvan feltehetd, hogy az élsilyok
mind nemnegativak. Minden p természetes szdmra legyen egy F feszitéfa L,-koltsége L,(F) := 3 feF e( f)P)%
Legyen tovdbbd Lo (F) 1= maxferc(f). Az F és F' feszitéfdkra nyilvan L, (F) < Ly(F') < > cpe(f)P <
Y prep c(f')P. Tehdt F akkor és csak akkor lesz olyan feszitéfa, amire L,(F) minimalis, ha F hagyomdnyos
értelemben minimalis koltségli feszitéfa arra az élsilyozdsra, ahol az e él silya c(e)P. Ezért a piros-kék algortimus

korrekt az Lp-ben minimadlis koltségli feszitéfa keresésére. Tudjuk, hogy tetszéleges ai,...,an,—1 nemnegativ
szamokra limpﬁoo(Z;:ll al )% = maxj_, a;. Ez alapjin G-hez vélaszthaté olyan p, amire G-nek az L,-ben

minimé&lis koltségii feszit6fai egyben Lo.-ben minimalis koltségl feszit6fak is. Mivel az adott p-re a piros-kék
algoritmus L,, értelemben korrekt, az lesz Loo-ben is. (A megfeleld p 1étezéséhez: Legyen € a lehet legkisebb olyan
pozitiv szém, ami fellép mint két kiilonboz6 G-beli élsily kiilonbsége. (Ha nincs ilyen, azaz minden él azonos
sulyu, akkor legyen e = 100. Ekkor ugyanis minden feszitéfa optimdlis mind L., mind L, értelemben tetszdleges
p-re.) G minden egyes feszit6fdjara 1étezik olyan Np természetes szdm, hogy p > Np esetén |L,(F) — Loo(F)| <
€/2. Legyen p = maxp Np. Ekkor Lo (F') < Loo(F) = Lp(F') < L,(F), tehdt ha L,(F) minimélis, akkor
Lo (F) is az. Vigyézat, ha tobb Loo-ben minimadlis koltségii feszitéfa van, dltaldban nem lesz mindegyik L,-ben
minima4lis.)

A Bortvka-médszer elsé két menetét hajtjuk végre kello koriltekintéssel. Az els6 menetben minden csicsbol
a legkisebb kimend élet kell vélasztani. Az Osszkoltség a fokszdmok Osszegével ardnyos, ami O(e). A mdsodik
menetben minden kék fara kell megtenni ugyanezt. A kék fékat bejarva meg tudjuk cimkézni a csicsokat a fak
sorszama szerint, majd minden egyes kék fat megint bejarva el tudjuk késziteni a fabdl kiindulé élek listajat és a
minimumot is ki tudjuk vélasztani finként O(}_, ., fokszam(v)) idében. Az 6sszkoltég O(D, oy fokszdm(v)) =
O(2e) = O(e). Ha n > 4, akkor az els§ menet utdn minden kék fa legaldbb 2 pontii, mig a mésodik menet utdn
mér legaldbb 4 pontu. Ezért a kék élek szama legaldbb 3/4n.
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Legyen el8szor V; = Vo = (). Vegyiik sorra G cstcsait. Amikor v sorra keriil, tegyiik V; illetve Vo koziil abba
az osztdlyba, ahol eddig a kevesebb szomszédja van. Az n szerinti indukciéval egyszertien lathato, hogy ez az
eljaras jo lesz.

Legyenek a csiicsok s,t,a,b,c. Az élek pl. a kovetkezdk: (s,t),(s,a),(s,b), (a,t),(b,c),(c,t), mindegyik ka-
pacitdsa 1. A 0 folyambdl kiindulva az elsé 1épésben az (s, t) éllel javitunk. A javitégrafban nem marad 1 hosszi
ut, most egy kettd hosszi kévetkezik (s, a), (a,t). Az Gjabb javitégrafban mar csak 3 hosszi it van s-bol t-be,
ez lesz a harmadik 1épés.

Vegyiik fel az uq, ..., u,, valamint a vq, ..., v, pontokat, valamint egy s forrast és egy ¢ nyel6t. Vezessiink u;-bol
vj-be egy 1 kapacitésu élet, ha A[i, j| # 0. Az s forrasbdl vezessiink minden egyes u;-be olyan kapacitasi élet,
amennyi az i-edik sorésszeg. Hasonlban, a (vj,t) él kapacitésa legyen a j-edik oszlop Gsszege. Ez egy csupa egész
kapacitdsi hélézat, tehét 1étezik egy egész értékli maximadlis folyam, tovabbéd a Ford-Fulkerson algoritmus (pl.
az Edmonds—Karp novel6 heurisztikdval polinom idében) egy ilyet taldl. A kapacitasok miatt az (u;,v;) éleken a
folyamérték tehat 0 vagy 1. Legyen B[i, j] ez a folyamérték. Ha (u;,v;) nem volt él, akkor természetesen legyen
Bli, j] = 0. Azt allitjuk, hogy az {gy kapott B matrix j6 lesz. Ehhez hatdrozzuk meg a maximalis folyamértéket.
Legyen x az A métrix elemeinek az 0sszege. Mivel ez a sorosszegek Osszege, (és egyben az oszloposszegek dsszege),
nem lehet z-nél nagyobb folyam (vannak ekkora vagdsok: a forrdsbdl induld élek, vagy a nyelé6be menék). De
ekkora folyam létezik is: telitsiik a forrds illetve a nyeld éleit és legyen a folyam értéke az (u;,v;) éleken Afi, j].
Mindebbdl az kovetkezik, hogy a taldlt folyam értéke is z. Ez csak gy lehet, ha a forrasbdl indulé élek és a
nyel6be mendk is mind telitettek, ami éppen a sor- illetve oszlopdsszeg feltételekkel egyenértékii.

Turing gépek

Legyen M" az a gép, amely eldszor szimuldlja M’-t, majd M’ outputjan szimuldlja M et (M inputja legyen M’
outputja, M" outputja legyen M outputjival azonos. Tetszdleges = € I* input sz6 esetén az M’ megéll és a g(x)
fiiggvényétéket adja, a g(x) inputtal elinditva pedig M megéll és az f(g(z)) értéket szamitja ki.

Tekintsiik azt az algoritmust, ami adott n-re [\/n]-ig végignézi a szamokat, hogy azok kozott van-e valédi osztdja
n-nek. Az algoritmus Turing-géppel megvaldsithatd, és minden n inputra megall (legfeljebb [/n] osztds utan).

A rekurzivitdsra vonatkozé éllitasok konnytiek: Legyen M; illetve Ms olyan Turing-gép, mely minden inputra
megdll, és az Ly illetve Lo nyelvet ismerik fel (Las, = L1, Ly, = La). Az Ly U Ly nyelv felismerésére tekintsiik
a kovetkez6 M gépet: az x € I* inputra elOszor szimulalja M;-et, és alljon meg elfogad6 allapotban, ha M,
elfogadta z-et. Egyébként futtassa le xz-re M-t is, és aszerint fogadja el x-et végiil, hogy M, elfogadta-e x-et
vagy sem. Vildgos, hogy M mindig megall és Ly, = L; U Ly. Hasonlé médon igazolhaté Ly N Lo rekurzivitésa.
Az L nyelv felismeréséhez egy ciklust kell szervezni, melyben a z input szd Gsszes lehetséges xy szétvigasara
lefuttajuk Mi-et x-re, Ms-t pedig y-ra.

A rekurziv felsorolhatésdgokhoz megintcsak legyenek legyenek M; és My olyan Turing-gépek, hogy Ly, = Ly
és Ly, = La. Most sajnos nem tételezhetjiik fel, hogy ezek minden input esetén megallnak. Az Ly N Lo nyelv
felismerése mégis végezhetd az el6z6 mddszerrel, hiszen ha z-re M7 nem &ll meg, akkor x & Ly = x ¢ Ly N Lo,
tehdt nem baj, hogy az Gsszetett gép ”végtelen ciklusba” esik. A hasonlé megkozelités nyilvan nem miikédik
L, U Ly-re, hiszen Ms-nek is meg kell adni a lehetGséget x felismerésére. A megoldas My és Mo ”parhuzamos”
futtatdsa: szimulaljuk felvaltva M; és My 1épéseit! Ertelemszertien, ha valamelyik megéll, csak a masikat futta-
suk tovabb.

Az L nyelv rekurziv felsorolhatésaganak igazolasdhoz ezt az Otletet finomithatjuk. Egy n szerinti "kiils¢” cik-
lusban futtasunk egy "belsé” ciklust, amely a z input Gsszes lehetséges z = xy szétvagasara lefuttatja M, illetve
M els6 n 1épését az x illetve y inputra. Akkor allunk meg elfogadé dllapotban, ha valamely n-re 1étezik olyan
z = xy feldarabolas, hogy M; z-et, My pedig y-t elfogadja legfeljebb n 1épésben. Egyébként végtelen ciklusba
keriiliink. Nyilvanvald, hogy z € L < 1étezik megfeleld z = xy felosztds és alkalmas n, tehat éppen L-et ismerjitk
fel.

Nem. Legyen L; = I* és Lo egy rekurzive felsorolhaté, de nem rekurziv nyelv (pl. Ly,). Ekkor L; \ Ly = Ly nem
rekurzive felsorolhaté (1d. a RE N coRE = £ Osszefiiggést!)

a) Igen. Ha Ly, Ly rekurziv, akkor komplementeriik, metszetiik, uniéjuk is rekurziv, igy Ly \ Ly = Ly N Ly is és
L1 & Ls is.

b) Nem. Legyen L; = I* és Lo egy rekurzive felsorolhaté, de nem rekurziv nyelv. Ekkor L; @ Ly = Ly, ami nem
rekurzive felsorolhaté.

Igen. Adott x € I* széra a kovetkezé lehetGségek vannak:

(0) M, nem létezik;

(i) M, valamikor megsérti a feltételt: rair a szalagjira vagy tulfut az iiresjelen;
(ii) M, megdll a feltételek betartdsival;

(iii) M, végtelen ciklusba esik a feltételek betartdsdval.
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A (o), (i) és (ii) eseteket konny(i felismerni M, szimuldciéjaval. Az (iii) eset felismerésére figyeljiik a pillanatnyi
helyzetleiras (PHL) ismétlédését! M, ugyanis pontosan akkor esik végtelen ciklusba, ha egy pillanatnyi helyzet
ismétlédik. A feltételek betartdsa esetén a szalag allapota allands, M, feje a szalag elsd |y| + 1 celldjanak
valamelyikén helyezkedik el. Tehat a pillanatnyi helyzet egy pozicié—belso allapot parral jellemezhetd, ahol a
pozicié nem haladja meg |y| + 1-et. Igy legfeljebb (Jy| + 1) - belst dllapotok szadma lépésben vagy az (i),(ii)
események valamelyike bekovetkezik, vagy pedig ismétlédik egy pillanatnyi helyzet, az (iii) estenek megfeleGen.
Utébbi a pillanatnyi helyzetek téroldsa segitségével (vagy a tar-id6 tétel bizonyitdsdhoz hasonld technikéval)
ismerhet6 fel.

Az el6z6 feladathoz képest az a nehézség, hogy az olvaséfej tetszélegesen téavol lehet az els6 tresjeltél. Azt
vegylk azonban észre, hogy ha egyszer ez a tévolsdg nagyobb mint |Q| (a bels§ dllapotok szdma), akkor olyan
7végtelen ciklusba” esett M, amikor az olvaséfeje a végtelenbe szalad ki. Legyen ugyanis az l-edik 1épés az az
els6 olyan 1épés, amikor M, feje elGszér tillépi a mondott téavolsdgot! Ekkor van olyan k < [ 1épésszam, hogy
a k-adik 1épésben M, bels6 allapota ugyanaz, mint az [-edik 1épésben, M, feje az input végéhez kozelebb van,
tovabba a k-adik, k + 1-edik, stb. [-edik 1épések mindegyikében a fej az input utani iires szalagrészen mozog.
Lathato, hogy az l-edik 1épés és a kovetkezo | — k 1épésben M, helyzete 1ényegében ugyanaz, mint a k-adik és
az azt kovetd lépésben, a kiilonbség csak annyi, hogy a feje az iires szalagrészen még jobbra eltolt poziciékban
mozog. Viladgos, hogy ugyanez fog ismétlédni a végtelenségig. Tehat a kovetkezo eseteket lehet megkiilonbozteni:
(o) M, nem létezik;

(i) M, megsérti a feltételeket;

(ii) M, megall a feltételeket végig betartva,

(iii) M, a feltételek betartdsasaval tullép a 2|y| + 1-edik celldn;

(iv) M, a feltételeket betartja végtelen ciklusba esik ugy, hogy feje mindig az elsé |y| 4+ |@Q|+ 1 cella valamelyikén
van.

Ezen esetek megkiilonboztetése immaéar az el6z6 feladathoz hasonléan végezhet6.

Legyen x € I* a jegyzetben levé n +— n + 1 fuggvényt kiszdmité TG kédja. Ekkor az L = {z#1"|n € Z*} nyelv
rekurziv és L C Ly,.

Vegyiik észre, hogy 0t 1épésben az input szalagon legfoljebb 6t6t haladhatunk elére. Tehédt ha van alkalmas y
sz6, akkor annak elsd (legfeljebb) 5 betiije is megteszi. Ezért a probléma eldontéséhez elegendd M, elsd 5 16pését
végigprébélni a legfeljebb Gtbetiis szavak véges halmazan. Tehat a nyelv rekurziv.

Igaz. Legyen M egy olyan Turing-gép, amely az x# f(x) parokat ismeri fel (azaz Ly = {a#f(x), = € {0,1}*}).
Célunk egy olyan M’ gép konstruédldsa, amely az f fiiggvényt szamitja ki. Az alapotlet adott z-hez sorra
kiprébalni az y € {0, 1}* szavakra, hogy z#y € Ly, teljesiil-e. Nyilvdnvals, hogy z#y € Ly < y = f(z). A
kiprébalds torténhet a {0,1}* halmaz valamely rendezése (pl. elsd az iires sz6, majd a t6bbi bindris szdmként
értelmezve nagysig szerint) alapjén. Ez igy sajnos nem miikodik, hiszen eléfordulhat, hogy valamely, az f(z)
értéket megel6z6 y-ra M nem &ll meg. A probléma a kovetkezOképpen kezelhetd: generdljuk sorra az (n,y)
pdrokat, ahol n egy nemnegativ egész és y € {0, 1}*. Ez megtehetd példaul {0, 1}* fent emlitett rendezése épitve
a szokdsos pargenerator segitségével. Adott (n,y) parra futtasuk le M-nek elsd (legfoljebb) n 1épését az x#ty
inputon. Ha n 1épésen beliill M nem &ll meg elfogadé allapotban, vegyiik a kovetkezd part, egyébként pedig
irjuk ki y-t és alljunk meg. Vilagos, hogy a fent vézolt algoritmust megvaldsité Turing-gép minden z-re megéll
(amikor az (n, f(x)) pér kertil sorra, ahol az n szdm M-nek az z# f(x) paron vett 1épéseinek a szdma) és éppen
f(x)-et szamitja ki.

Legyen f(z) := 2h(x), ahol h egy tetszéleges nem rekurziv I* — N (teljes) fiiggvény (pl. h(x) = C(z), az x 26
Kolmogorov-bonyolultsiaga). Ekkor a g fliggvény azonosan 1, tehét rekurziv.

(a) Legyen M az a Turing-gép, melynek legdlis inputja 21 bindrisan abrézolt természtes szdmbol all:
n#ny# ... #ngg, ahol ny, ..., ngo hisz csupa kiilonbozé szdm az [1,n] intervallumbdl; és M {rjon az output
szalagjdra elészor n darab 0-t, majd az nq, ..., ngp-adik helyeket {rja 4t l-esre. A {0,1,#} abc alkalmas bindris
kédoldsdval Cps(x) < 421ogy n + 20 és az invariancia-tétel miatt C'(z) < Cps(x) + ¢1 < 421logy n + 20 4 ¢4, ahol
c1 egy allandé. Alkalmas ¢ dllandéra ez kisebb mint clog n.

(b) Tegyiik fel, hogy mégis van ilyen M Turing-gép. Ekkor Cps(x) = n hossza + ¢; = [logon + 1] + ¢1, igy az
invariancia-tétel miatt C(x) < logyn + co alkalmas ¢ dllandéval, ami nem lehet nagyobb 2logn-nél ha n elég
nagy. Ez ellentmondas.

(c) A 0-val kezd6d8 n hosszi szavak szama 2"~! ugyanakkor az n — 1-nél kisebb Kolmogorov-bonyolultsagt
szavak szama (a lehetséges inputhossz szerint leszamolva) legfoljebb 1+ 2 +4 + ... 42" 2 =2n"1 1,

(d) Adott k-ra jeldlje 1¥ az k darab 1-esbdl 4ll6 szét. Figyeljiik meg, hogy C(1¥) = C(k) egy additiv allandé
erejéig. Legyen k egy olyan n bindris jegy(i szdm, amire C'(k) > n. Ilyen az el6z6 részfeladat értelmében létezik.
Legyen o = 1% és y = 12" =% Ekkor Cz) > n+c és Czy) = C(lzwl) < logyn + c2 alkalmas ¢y, co
allanddkkal. Valasszuk n-et olyan nagynak, hogy n + ¢; > logy n + co teljesiiljon!

Lésd az el6z6 feladat (a) pontjat.
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Lésd az el6z6 feladat (c) pontjanal alkalmazott Gtletet.

Tegylik fel indirekte, hogy 1étezik ilyen f rekurziv fiiggvény! Eszerint 1étezik egy M Turing-gép, ami minden x-re
megéll és kiszamit egy olyan f(z) szdmot, amelyre %C(x) < f(x) < 2C(x). Legyen M’ az a Turing-gép, amely
az n input esetén kifrja azt az elsé x szét, amire f(x) > [n/2] (pl. lexikografikus sorrendben sorra generélva az n
hosszi « szavakat M-et hasznélva kiszdmitja f(x)-et). Mivel van 6sszenyomhatatlan sz6, ilyen x tényleg létezik.
Nyilvanvald, hogy Cu(x) < logyn + ¢’ alkalmas ¢ dllandéval. Az invariancia-tétel miatt C(z) < logyn + ¢
egy mésik ¢ dllandéval. Ugyanakkor a feltevésiink miatt C(xz) > f(x)/2 > (n — 1)/4. A két egyenlStlenséget
Osszeolvasva kapjuk, hogy logon + ¢ > (n — 1)/4, ami képtelenség elég nagy n-re. Ellentmonddsra jutottunk.
(Lényegében a C(z) kiszamithatatlansigét igazol jegyzetbeli érvelést hasznaltuk.)

Nem. Legyen ugyanis f(n) a kanonikus rendezés szerinti elsé n hosszi ésszenyomhatatlan sz6. Ha H rekurziv,
akkor f is, hiszen ha egymads utdn sorban generdljuk az n hosszu szavakat és mindegyikre meghatarozzuk a H
értékét, akkor amelyik x utdni y széndl a H érték véltozik, az az x &sszenyomhatatlan. Viszont, ha f(n) = z,
akkor az invariancia-tétel szerint C'(z) < logy(n + 1) + dllandd, ami ellentmond x Gsszenyomhatatlansdgdnak.

Nem. Van olyan algoritmus (Turing-gép), amely az n bemenetre kiadja az xox; ...z, szot: generédlja az
Fy, Iy, ..., F; Fibonacci-szdmokat, amig tdl nem jut az m-en, és kozben sorra kiirja az x; biteket: xy = 1,
és ezutdn x; = 0, ha F; _ < i < Fj, és vy, = 1. Ezek szerint C(z,,) < logn + ¢, azaz lim % # 1.

Nem. Az yoyi - .. Y2n—1 részsorozat eléallithaté a paros indexii bitek duplazasaval, igy C(yoy1 ... yan—1) <n+c

alkalmas ¢ allanddval, és %C(yoyl v Yon—1) < % +c¢/n< % minden eléggé nagy n-re.

Az zix9...13, s26 megkaphaté az yiys ...y, sz6bdl a "hidnyzo” bitek, azaz az x1T2%4...Tynos,n) SOrozat
hozzdaddsdval. Ebbdl azt nyerjik, hogy C(x122...2,) < C(y1y2 - . . yn) + c+log, n, ahol ¢ egy alkalmas dllandé.
(Legyen Z,, € {0,1}* olyan sz6, amire |Z,| = C(y1...yn) és az U univerzilis Turing-gép Z,, input esetén az
Y1 ... Yn Sz6t szamolja ki! Legyen M az a gép, ami a kétrészes Z#W inputon elOszor Z-re lefuttatja U-t, majd
az eredmény 2-hatvany index(i bitjeit dtirja W bitjeivel. Ekkor Cps(x1...2,) < C(y1...yn) + logy n egy ad-
dit{v konstans erejéig. Az invariancia-tételt alkalmazva nyerjiik az allitast.) Igy 1+ M > 100y yn) >
%C’(ml ce Tp) — C“%. A mindkét széls6 oldal hatdrértéke 1, ezért a beszoritott mennyiség is konvergens és
1-hez tart.

Tetszbleges M Turing-gépre a CT)y fiiggvény rekurziv: adott @ € I* széra elég a legfoljebb |z|? hosszi y € I*
bemenetekkel futtatni M-et < |z|? 1épésig. Tudva, hogy CTys rekurziv, CTy = C lehetetlen, mert C' nem
rekurziv.

Az input pérok legyenek (a"t,a"),...,(a%",a""), ahol a* azt a szét jeloli, amely u darab a bet{ibél all. A
megfeleltetési feladat az adott bemenettel nyilvan pontosan akkor oldhaté meg, ha léteznek olyan z1,...,x,
nem mind 0 nemnegativ egész szdmok, melyekre ziui + ... + Tpuy = 101 + ..., TpVy, azaz x1(ug — v1) +

oy @p(uy —v,) = 0. Ha az u; — v; kiilonbségek mind pozitivak vagy mind negativak, akkor ez nyilvdn nem
oldhat6 meg. Ellenkezd esetben két lehetéség van. Vagy valamelyik ¢ indexre u; = v;: ekkor egy lehetséges
megoldas az, hogy z; = 1 és x, = 0 k # i esetén. Vagy pedig van pozitiv és negativ kiilonbség is: u; > v;
és u; < v; valamely i,j indexekre. Ebben az esetben x; = (v; — u;), x; = (u; —v;), ®p, = 0 k & {i,j}-re egy
megoldast ad. Tehat azt kell ellendrizni, hogy a kiillonbségek mind azonos elGjeliiek-e. FEz nyilvan megtehet6
akar lineéris idében is.

Bonyolultsagi osztalyok

. Legyen [ az L-beli szavak max. hossza. Az [-nél hosszabb input szavakat eleve elutasitva, a max. [ hosszi szavak

esetén pedig keresést alkalmazva L valdjaban konstans idOben felismerhetd.
Nem: az m — 1 a bemenet hosszdhoz (kb. log, n 4 log, m) képest exponencidlisan nagy is lehet.

Nem. Ugyanis (Uognz n J) lehetOséget vizsgdl meg a moddszer, tehat legaldbb ennyi a 1épésszam. Ugyanakkor

barmely ¢ allandéra (Llognz n J)/ n® — oo. Ez utdébbi allitds példaul a kovetkez6 elemi becslés felhaszndlasdval

. n—|log? n|+1 > (nftlog2 n|
1 -

Tiog? ] Jlog®n=1 > p3(log® n=1) 3 p elegendBen nagy.

igazolhato: (Llogng nj) =1

n ..
log? n|

Az alapmiiveletkre ismert algoritmusok polinomidejiiek. A hatvdnyozds esetén azonban pl. a 2" szdm mérete n,
ami exponencidlis az operandusok O(log, n) méretében.

Az 2™ mod m feladat mérete 6(logx + logn + logm). Az z™ hatvényozds elvégezhetd polinom sok szorzds
segitségével a gyors hatvanyozds (iterdlt négyzetreemelés) médszerével: Han = Zf:o a;2% alaki (k < logy n, a; €
{0,1}), akkor kiszdmitva z'-t, 2%-t, ..., 22"t Bsszesen k négyzetreemeléssel, majd azokat az z? hatvanyokat
(max. k szorzdssal) Osszeszorozva, amelyekre a; = 1, megkapjuk x"-et, max. 2k szorzés felhasznédlasaval. Mivel
a szorzasokat modulo m kell elvégezni, sem a részeredmények, sem a végeredmény mérete nem haladja meg a
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2log, m korlatot. Egy szorzds (két m-nél nem nagyobb szdmnak az Osszeszorzasa és a szorzat maradékos osztdsa
m-mel) elvégezhetd log m-ben polinomidé&ben.

Ha y1,¥2,...,yx az NP definiciéjdnak megfeleld (polinomméretii és polinomidében ellenérizhetd) tanik arra,
hogy x1,xa,...,x, € L, akkor a k szam, az elvagési pozicidk sorozata, valamint az yi1, s, ...,y tanik sorozata

egyiittesen egy megfelel6 tanut alkotnak x € L-re.

A tar-idé tétel alapjan létezik olyan c konstans, hogy L € TIME(c3'°%2") = TIME(2'°82¢3l0e:2n)
TIME(n3"8¢) C P.

Legyen M az a gép, mely x input esetén kiszamitja T'(|x|)-et, majd szimuldlja M,-nek az els6 T'(|x|) 1épését az
z inputon. M mindig megall és a segitségével el lehet mar donteni az L-be tartozas probléméjat.

Tegytiik fel, hogy M egy olyan TG, amely L-et T'(n) idében felismeri. Legyen M = M,, valamely x € I* széra.
Futtasssuk M-et az x inputon. A feltevés miatt az x € L esetben M = M, max. T(|x|) 1épésben elfogadja z-et,
ellentmondva L definiciéjanak. Az x ¢ L esetben viszont L definicidja szerint M = M, elfogadja x-et, amit nem
tehet, hiszen az L nyelvet ismeri fel. Ellentmondas.

Bindris kereséssel O(logn) 1épésben, M-et haszndlva keressiik meg azt a legkisebb k szdmot, melyre n|k!. Ekkor
k = n esetén n primszam. Kiilében 1 # Inko(k,n) # n, egy valédi osztéja n-nek. Az euklideszi algoritmussal
(O(logn) aritmetikai miivelet) szamitsuk ki tehdt Inko(k,n)-et, majd alkalmazzuk rekurzive az eddigi eljarast
Inko(k, n)-re, valamint n/Inko(k,n)-re. Nyilvdn Osszesen max. annyiszor kell ezt az eljardst meghivni, ahdny
primtényezéje van n-nek, ez pedig O(logn). Osszesen tehat O(log® n)-szer van szitkség M hivésara, valamint
O(log® n) aritmetikai miiveletet végziink el O(logn) méretii szamokon.

Vegyiik sorra a G graf v € V csicsait. Ha a v cstcs és a hozza illeszked6 élek elhagyasaval nyert grafban a max.
klikkméret kisebb, mint az eredeti gréfban (ezt P segitségével dllapithatjuk meg), akkor v a G graf minden max.
méretii klikkjében benne van. Kiilonben hagyjuk el v-t, és ismételjiik az eljarast. Ha mar nincs elhagyhato cstcs,
kaptunk egy max. méretii klikket. Max. |V| iterdciéra (és P-hivdsra) van sziikség.

Egy megoldds lesz a tani. Mivel az f-nek egy egész gyoke osztdja az ag konstans tagnak, ezért a mérete (az
abszolit értékének a szamjegyeinek a szdma) legfeljebb ag mérete lehet, tehdt polinomméretii, és az f-be vald
behelyettesités polinomidtben el is végezhetd.

Generaljuk valamilyen sorrendben az {1,...,m} halmaz részhalmazait, és szdmoljuk meg azokat, amelyekre a
fenti Osszegezési feltétel teljesiil. Nyilvanvald, hogy egy rogzitett részhalmazra a feltétel ellen6rzése polinom
tarban elvégezhetd. A végigprobalas tarigénye lényegében az egyes probak tarigényének a maximuma.

A kovetkez6 észrevétel alapjan: Ha G Osszefiiggd, akkor G szinezhetd két szinnel <= G-nek egy tetszdleges
pontjabdl kiindulé utak mentén a paros-paratlan szinezés egy jé szinezés.

A G éppen akkor van L-ben, ha el tudunk beldle hagyni legfeljebb 2 élet tigy, hogy a kapott graf nem Osszefiiggd.
Ez minden E-beli parra linedris idében vizsgalhat6 (pl. mélységi bejarassal).

Nézziik végig G minden egyes élére a végpontokat tartalmazdé max. klikkek méretét, mégpedig egyszeriien ugy,
hogy megvizsgaljuk a végpontok szomszédainak az Osszes részhalmazdit, hogy klikket alkotnak-e. A feltevés
miatt ezen halmazok szdma élenként legfeljebb 221082 V(] = |V (@)|2, igy Gsszesen O(|E(G)||V (G)]?) esetet kell
megvizsgalni, és a legkedvez&bbet (a legnagyobbat, ami klikket alkot) kivdlasztani.

Induljunk ki egy tetszéleges csticsbdl, és dobjuk ki a szomszédait. A maradékbdl vélasszunk egy tetszéleges
csucsot, és dobjuk ki annak a szomszédait is, és igy tovabb. Mivel egy csics bevételével max. 3 masik csicsot
dobunk ki, végiil egy legaldbb |V (G)|/4 > k/4 méretii fiiggetlen ponthalmazt kapunk.

Valasszunk egy tovdbb nem bévithet6 fliggetlen élrendszert (pdrositdst). Ez példdul a tankonyvben a sok
fliggetlen élet keres6 mohé modszerrel az élek szaméaval aranyos 1épésben megtehets. Tegyiik fel, hogy k darab
fiiggetlen élet kaptunk. Az élrendszer végpontjai (2k ilyen van) nyilvan lefogjdk az osszes élet, valamint az is
igaz lesz, a graf Osszes élét nem lehet k-nal kevesebb csticcsal lefogni, hiszen mar a kivalasztott élrendszertinket
sem lehet.

a) A Hamilton-kor n élet tartalmaz az e < n+10 koziil. Az Ssszes lehetséges n 6l részgréf szama (¢) < ("71%) =
("41'010) < n'% azaz polinomiélis. Egy ilyen részgrafrél polinom lépésben ellendrizhetd, hogy Hamilton-kért alkot

vagy sem. Ha mindegyiket végigprébaljuk az is polinom lépés lesz.

b) Ha van elséfokd pontja a grafnak, akkor nincs Hamilton-koér. A mésodfoki pontokat elhagyhatjuk kozvetlentil
Osszekotve a két szomszédot. Egy ilyen 1épés utdan mind az élek, mind a csiicsok szama 1-gyel csokken, igy
megmarad az e < n + 10 egyenlStlenség. Az eredmény egy olyan n’ ponti G’ graf, amelyben ¢’ < n’ + 10 és
minden pont foka legaldbb 3. Ez viszont azt jelenti, hogy €’ > 3n//2, amibél n’ < 20. Errél a konstans méreti
G'-16l kell eldonteni, van-e benne Hamilton-koér. Ez pedig konstans 1épésben megoldhaté. A redukcié lineéris
1épést igényel, Gsszesen tehdt O(n) az id6.
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(a) € FP: Mar az output lefrdsa is Q(logn!) = Q(nlogn) id6be keriil, ami exponenciélis az input O(logn)
méretében.

(b) nem tudjuk (egyenértékii a torzstényezds felbontds probléméjival); azt sejtik, hogy nem F P-beli.

(c) € FP.

Nem. Legyen pl. f(z) = IQW, tehat f az z széhoz a 2%l darab egyesbél 4ll6 szét rendeli. Ha adott z#y, akkor
meg kell nézni, hogy y csak l-est tartalmaz-e. (Ez |z| + |y| 1épés.) Ha igen, akkor a hosszdt is ellendrizziik 2
szalag segitségével: az egyiken egyetlen 1-esbdl kiindulva mindig megduplazzuk az 1-ek szdmat, a masik szalagon
szamlaljuk, hanyszor duplaztunk eddig. Ha valamikor az 1-ek sorozata hosszabb, mint y, abbahagyjuk, ellenkez6
esetben addig folytatjuk, mig || szdmt dupldzds nem tortént. A k hosszi sorozat dupldzdsa O(k?) 1épés. Mivel
k < |y| ez legfeljebb O(|z||y|?) 1épést igényel, ami a bemenet hosszdnak polinomja.

Miésrészt vildgos, hogy f(z) nem szdmolhaté ki |z|-ben polinomidlisan, hiszen mér csak az eredmény kifrdséhoz
is sziikséges 2171 1épés.

Az vildgos, hogy RH' € NP, hisz egy megfelel6 I részhalmaz j6 lesz tanunak. A teljességhez megmutajuk hogyan
lehet az RH nyelvet Karp-redukdlni az RH' nyelvre. Legyen az f a kovetkezd leképezés f : (s1,...,8m;b) —
(2s1,...,28m,;2b). Vildgos, hogy ez polinomidében szdmolhaté. Tovédbbd ) ;s; = b akkor és csak akkor, ha
Zl 281' = 2b.

1. dgyuval verébre

Az s > 1/3 stlyokbdl legfeljebb kettd keriilhet egy ldddba. Készitsiink el egy gréfot, melynek cstcsai a silyoknak
felelnek meg. Kozilik ketté akkor legyen Osszekotve, ha Osszegiitk < 1. A pakolasok megfelelnek a grafbeli
parositasoknak. Akkor haszndlunk minimaélis szamu ladat, ha a megfelel6 parositds maximalis. Maximalis
pdrositdst grafokban (nem csak parosokban) lehet polinomidében taldlni, igy a feladat is megoldhaté polinom
lépésben. (Ennél azért jobbat is lehet mondani, ha kihasznédljuk a graf sajitossigait. Az hogy hogyan, latszik
majd a kévetkezd megolddsbdl.)

II. Gondolkozzunk

Rendezziik a stlyokat csokkend sorrendbe, s; > ... > s,. Legyen i = 1, j = n. Ha s; +s; < 1, rakjuk ezeket
egy ladaba, i-t noveljik, j-t csokkentsiik eggyel. Ha s; +s; > 1, az 4. sily egyediil lesz egy ldddban, noveljiik i-t
eggyel. Ha i > j, az eljards véget ért, megadtunk egy pakoldst (linedris idében!).

Most belatjuk, hogy ez optimalis: elég megmutatni, hogy van olyan optimélis pakolas, amelynél az si-et tar-
talmazd lddanak ugyanaz a tartalma, mint az altatlunk javasolt elhelyezésnél. Ebbdl — si-et és esetleg s,-et
elhagyva — kézenfekv6 indukciéval kovetkezik az allitas.

Ha s; a mi médszertinknél egyediil van a ladajaban, akkor minden méas bepakolasnal is egyediil kell lennie, ekkor
tehat készen vagyunk. Ha egy pakoldsndl s; térsa s; (1 < j < n), akkor vildgos, hogy s; és s, helyet cserélhet
anélkiil, hogy tullépnénk a korldtot. Legyen ugyanis s, tdrsa s. Ekkor 1 > s1+s; > s1+5, és1 > s1+5; > 5+5;.
Még egyszeriibben tudunk elbdnni egy olyan pakoldssal, amelyben s; és/vagy s, egyediil van.

II1. wvizsgdljuk meg a tanultakat
Az FFD ebben az esetben optimalis eredményt ad. Hasonlé godolatmenettel, mint az el6bb meg lehet mutatni,
hogy az FFD-t0l legkevéshé eltér6 optimalis megoldas megegyezik vele.

Ez a feladat a részhalmazosszeg (RH) probléma kicsi silyokra, a hdtizsdk probléma egy specidlis esete. A
stilyok kicsisége a kovetkezéképpen haszndlhaté ki: Ha b > m?, akkor nincs megoldas. b < m? esetén viszont a
jegyzetben ismertetett dinamikus programozasi algoritmus logaritmikus kéltsége O(bl) = O(m?l) = O(I3), ahol
[ az input hossza (a szdmadatok hosszdnak Gsszege).

Alkalmazzuk az FFD (First Fit Decreasing) mddszert. Ez nyilvdnvaléan polinom idejii. Allitjuk, hogy az
algoritmus minden egyes lépésében az Osszes nemiires lada tele lesz, kivéve esetleg az utolsét. Ezt indukcidval
igazoljuk. A kezdGeset trivialis. Tegytlik fel, hogy az els6 k suly bepakoldsanal teljesiil az allitas és a k + 1-edik
sily 277. Ha minden lida tele van, akkor az indukciés 1épés trividlis. Tegyiik tehat fel, hogy az utolsé lddédban
még m > 0 hely marad. Tudjuk, hogy m =1 —27% —27% —  —27% aholi; <j (I =1,...,k). Ezért 29m
egy pozitiv egész szam, és igy m > 277, tehdt a k + 1-edik stily befér az utolsé ladaba. Az 4llitds igaz akkor is,
amikor az Gsszes suly bepakoltuk. Vildgos, hogy kevesebb laddba ennyi 6sszsily nem fér bele.

V(G) minden egyes [log, n] elemii részhalmazéra O(log, n)? vizsgdlattal megallapithat6, hogy fiiggtelen pon-

trendszert alkot-e. A részhalmazok szdma (; " ) = O(nlog2n1) {gy egy nOUlosn) — 90(log?n) _ 1 9o(n)
[logy n]

koltségu algoritmusunk van, tehat a probléma a feltevés miatt nem lehet N P-teljes.

L € P: vizsgaljuk végig G Osszes csucsara, hogy a szomszédaik kozott van-e k — 1 méreti klikk. Egy rogzitett
csticsra max. 21982 V(&) = |V (@)| részhalmazt kell megvizsgalni, hogy > k méretii teljes részgrafot alkotnak-e.
Mindezt |V(G)| db. csicsra kell megesinalni. Tehdt L csak akkor lehet N P-teljes, ha P = NP.

Utmutatds a jegyzetben!
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El6szor vizsgaljuk meg azt a feltételt, hogy a hdrmasok egyaltalan lefedik-e az Osszes pontot. Ha nem, készen
vagyunk. Kiilonben a harmasok legfeljebb 3log, n pontot fedhetnek le tobbszorosen. Az egyszeresen lefedett
pontokat tartalmazé harmasokat mindenképpen be kell venni a rendszerbe. Ha ezek a hdrmasok nem diszjunktak
paronként, megint csak készen vagyunk. A fennmaradé harmasokbdl vegyiik azokat, amelyek diszjunktak az
eddig bevettektdl. Azt kell méar csak eldonteni, hogy az igy maradt harmasokkal, melyek szdma legfeljebb
2log, n, megvaldsithaté-e az eddig le nem fedett pontok pontos fedése. Mivel ezekbdl a harmasokbdl legfeljebb
221082 — n?2 részhalmaz valaszthaté ki, ez megvalésithaté max. n? eset megvizsgalasaval.

Egy megfelel6 részgraf j6 tanunak, mert polinomialis méretii és annak ellenérzése, hogy feszitett részgraf és két
szinnel szinezhetd, polinom lépésben megoldhaté. Tehat a feladat benne van NP-ben.

A visszavezetés: legyen H egy n csucsu graf és m € N a MAXFTLEN probléma egy bemenete. A G graf
tartalmazza H-t és még tovabbi n csucsot, melyeket sszekotiink H valamennyi pontjaval. A feladatbeli k legyen
n+m. Ha H-ban van m fiiggetlen pont, akkor ezek az Gj n ponttal egyiitt egy m+n pontu paros grafot adnak. A
masik irdnyban pedig, ha G-ben van n +m pontu paros részgraf, akkor ennek pontjai kozott kell legyen legaldbb
egy az Uj pontokbdl, legyen egy ilyen cstics v és legaldbb m pont a H-bdl. Ha a H-beli m pont kézott menne él,
akkor ez v-vel egyiitt egy haromszoget adna, ami nem lehet egy két szinnel szinezhetd grafban.

Legyenek x1,...,x,, Boole-viltozdk. Az x; = igaz helyettesités annak feleljen meg, hogy a megfelel§ harmas
tagja-e a fedésnek. Minden egyes pontnak feleltessiink meg egy olyan formulat, ami azt fejezi ki, hogy a pont
pontosan egyszer van lefedve: Ha egy pontot az iy, ..., i,-adik harmasok tartalmazzék, akkor a (O(k?) méreti)
formula:

(Xiy ANTig Ao o NTi )V (Tiy NTig Ao o ATy )V oo oV (T, ATy Ao A yy). Képezziik az ilyen formuldknak az
A-ét. Vilagos, hogy a formula pontosan akkor elégithatd ki, ha a megfelel6 pontos fedés megvaldsithaté. Lathato
az is, hogy a formuldnknak a mérete (a benne szerepld literalok, illetve miiveleti jeleknek a szama) O(m?2n).
A jegyzetben szerepl6 mddszerrel készitsiink egy olyan 3-CNF formulat, ami ugyanakkor elégithet6 ki, mint ez
a formula. Mivel a konsrtukcié a kifejezésfaban minden csomoéponthoz egy valtozot és egy 3 valtozds formulat
rendel, a méret O(m?n) marad.

A probléma nyilvan N P-beli. Beldtjuk, hogy a Hamilton-kor probléma Karp értelemben redukalhaté a Hamilton-
it problémaéra. Legyen G egy irdnyitatlan graf. Adjunk G-hez még harom cstcsot: u, vg, v1-et, kossiik ssze éllel
vo-t vi-gyel, u-t G egy rogzitett w csicsaval, vi-et pedig w szomszédaival. Egy G-beli Hamilton-kor bél ugy
csindlhaté Hamilton-it az 1j grafban, hogy az egyik w-re illeszked6 w — x élét kitoroljiik, és helyette bevessziik
au—w, r— v, v — vy éleket. Az 1j grafban pedig egy Hamilton-ut két végso éle csak u — w, illteve v1 — vg
lehet, kozben pedig bejarja G csucsait. Mivel vy Osszes szomszédja szomszédja w-nek is, az Ut G-beli része
Hamilton-korré zarhato.

A tankdnyben szereplé RH < EP Karp-redukcié valgjaban erre a specidlis esetre vezeti vissza a Részhalmazosszeg
(RH) problémét. (Az egyenltlenségek kozott szerepelnek azok, amelyek a megolddsok komponenseit {0, 1}-be
szoritjak.)

Vildgos, hogy a probléma NP-ben van: egy megadott kivélasztdsrél hatékonyan ellendrizhetd, hogy jé-e. A
nehézség igazolasdhoz megadunk egy X3C < X4C Karp redukciot. Legyen V,Y7,...,Ys az X3C feladat egy
példénya. EbbSl megkonstrudljuk az X4C feledat egy példdnyat: Legyen ¢t = ||V|/3], U =V U{v1}U...U{v:}
(diszjunkt uni6, azaz a lefedend V alaphalmazhoz még hozzdvesziink ¢ pontot). Legyenek tovdbbd X;; =
Y,U{v;} (i=1,...,s j=1...,t). Vildgos, hogy ez a konstrukcié az X3C feladat méretében polinom idében
végrehajthaté (a méret meghatdrozd tagja a négyesek szama: st). Az is nyilvdnvald, hogy V pontosan akkor
fedhetd le diszjunktan néhdny X; harmassal, ha U diszjunktan lefedheté néhany Y;; négyessel.

A tani-tételbdl egyszeriien addédik, hogy PONTY € NP: egy megfelel6 kiértékelés vélaszthaté tantinak. Az
NP-teljesség nehezebb részének bizonyitdsdhoz megadunk egy X3C < PONTY Karp-redukciot. Az X3C egy
V,H példanyahoz minden egyes H € H harmasnak feleltessiink meg egy zpy Boole-valtozdt, és képezzik a
U =V, cv(Aps, va) konjunktiv normélforméji Boole-kifejezést. ¥ polinomméretti: O(|V||H]; és ¥-nek egy
a feledatban eldirtaknak eleget tevo kiértékelése éppen V egy pontos fedésének feleltetheté meg és viszont:
xy ="igaz” & H € fedés. Tehat a megadott leképezés tényleg egy Karp-redukcid.

Aritmetika
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