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A bonyolultsagelmélet alapjai: a P és az NP osztaly

Egy algoritmust (elméleti szempontb6l) hatékonynak mondunk, ha 1épésszéma
feliilr6l becsiilhetd a bemenet hosszénak egy polinomjaval, azaz ha f(n) jeloli
az algoritmus maximalis képésszamdt az n hosszi bemeneteken, akkor f(n) =
O(n*) teljesiil valamilyen k pozitiv konstansra. Természetesen, ha a kimenet
mondjuk exponencidlis hosszi, akkor az algoritmus nem lehet polinom 1épés-
szadmu, hiszen pusztdn az eredmény kiirdsahoz is tobb (exponencidlis) idé kell.
Ez a helyzet példdul, ha az x pozitiv egész bementbdl a 2% szamot akarjuk
kiszamolni, mivel itt a bemenet hossza, az x leirasdhoz sziikséges bitek szama
[log(x + 1)], mig a kimenet hossza x + 1 bit. El6éfordulhat azonban, hogy bar a
kimenet révid (1 bit), mégsem ismert egy feladatra hatékony algoritmus. (Sé&t
olyan is el6fordul, hogy egyéltalan nincs is algoritmus, de most ezzel az utébbi
esettel nem foglalkozunk — majd az MSc képzésben.)

Mostantdl csak olyan tipusu feladatokkal foglalkozunk, melyekre a valasz 1
bit, ezek az ugynevezett eldontési problémdk. Ilyenek példaul

e PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?
e H
Bemenet: G = (V, E) irdnyitatlan graf.
Kérdés: Van G-ben Hamilton-kor?
e UT

Bemenet: G = (V, E) irdnyitatlan graf és két kitiintetett cstcs,
s, teV.
Kérdés: Van-e s és t kozott ut a gafban?



1. Megjegyzés. Egy eldintési problémdhoz tartozoé L nyelv azoknak a bemene-
teknek a halmaza, amelyekre a vdlasz igen. A lehetséges bemeneteket (amik
tehdt vagy beletartoznak L-be vagy nem), szavaknak hivjuk. A kévetkezd definici-
okat sokszor nyelvekkel és nem eldéntési problémdkkal fogalmazzik meg.

1. Definicié. Jelolje P azoknak az eldontési problémdknak a halmazdt, ame-
lyekhez van olyan A algoritmus, ami minden x bemenetre helyesen meguvdlaszolja
a kérdést, és az algoritmus lépésszdma polinomiélis, azaz O(|z|*) valamely k
pozitiv konstansra. (Itt |x| az x bemenet hosszdt jeloli, k figgetlen x-t6l.)

Jelolés Egy X eldontési probléma és x bemenet esetén z € X jeloli, hogy
az x bemenetre a vélasz igen.

Ha egy A algoritmust az = bemeneten futtatunk, A(x) jeloli a futds eredményét
(ami eldontési problémdakndl igen vagy nem lehet.)

Az el6z6 példakat vizsgalva konnyen latszik, hogy UT € P, mert példaul egy
szélességi bejarassal a kérdés eldonthetd, és ez polinom idejii algoritmus. Az is
teljesiil, hogy PRIM €P, de ez nem olyan egyszerii, sokdig megoldatlan kérdés
volt, csak 2002-ben bizonyitottdk be. A H problémérdl nem ismert, hogy P-
ben van-e, azaz, hogy van-e rd polinom idében miik6dé algoritmus. (bizonyos
specidlis grafosztalyok esetén van ilyen).

2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X eldontési problémdhoz van hatékony
tanusitvany, ha van olyan T algoritmus, melynek a bemenete (x,t) pdrokbdl
all, ahol x az X probléma egy lehetséges bemenete és a kovetkezd feltételek tel-
jestilnek: léteznek olyan c €s k pozitiv konstansok, hogy

e haz € X, akkor van olyan t, aminek hossza |t| = O(|z|°) és
T(z,t) = igen,

o ha x & X, akkor nincs olyan t, aminek hossza |t| = O(|z|) és
T (x,t) = igen.

e A T algoritmus polinomidlis, azaz a lépésszdma O((|z| + |t])*).

Egy hatékony tantsitvany lényegében azt jelenti, hogy amennyiben adott
x bemenet esetén az eldontési problémaéara a valasz igen, akkor erre van olyan
r6vid (polinom hosszii) bizonyiték (), amirél polinom idében ellenérizhetd, hogy
valéban helyes (ezt az ellendrzést végzi a 7). Ha a vdlasz nem, akkor viszont
nincs olyan révid érvelés, amivel be lehet minket (vagy a 7 algoritmust) csapni.

2. Megjegyzés. Mivel t polinom hosszi kell leqyen, elég azt kikétni, hogy T
lépésszdma x hosszdaban polinomidlis.

3. Megjegyzés. Ha nem kotnénk ki, hogy t polinom hosszu, akkor T lépésszdma
akdrmilyen nagy lehetne |x|-hez képest (csak elég hosszu t-t kell megadni), azaz
ily modon amihez van algoritmus, ahhoz lenne tanusitvdny is.

3. Definicié. Jeldlje NP azoknak az eldontési problémdknak a halmazdt, ame-
lyekre van hatékony tanusitviny.



4. Megjegyzés. Az NP a nemdeterminisztikus polinom idé réviditése, ami
arra utal, hogy t ,,megtaldldsa” nem feltétlenil determinisztikusan torténik, egy
x € X esetén elég ha megsejtjik, mi lesz jo. Viszont utdna az ellendrzés, hogy
valdban jo a t, amit vdlasztottunk (kaptunk valakitél) mdr polinomiddében megy.

5. Megjegyzés. Ha az X problémdra van hatékony tanusitvany, akkor ez su-
gall egy algoritmust is: probdljuk végig az dsszes lehetséges t bizonyitékot, hiszen
mindegyiket polinomiddében ellendrizhetjik. A baj ezzel az, hogy hidba hatékony
(polinom idejii) minden egyes t ellendrzése a T algoritmus segitségével, a lehet-
séges t-k szdma exponencidlis (n = |z|° hosszi 0-1 sorozatbél 2" féle van). Igy
exponencidalis ideji algoritmust kapunk az X problémdra.

Példak

e H € NP, mert egy G € H grathoz j6 bizonyiték a graf csicsainak egy, a
Hamilton-kér mentén valé felsorolasa. Azaz legyen t a csiicsok felsorolasa
a megfelel sorrendben. Ez valéban polinom hosszi lesz. A 7 algoritmus
a (G,t) bemeneten ellenérizze, hogy t tényleg a csicsok egy felsoroldsa,
és hogy a felsorolasban egymas utan kovetkezo, valamint az utolsé és elsé
elem koz6tt van a G grafban él. Mivel mindez megoldhaté linearis szamu
lépéssel és ilyen t pontosan akkor 1étezik, ha a grafnak van Hamilton-kore,
tehdt 7 valéban hatékony tanusitvany a H problémara.

e Legyen OSSZETETT az aldbbi eldontési probléma:
Bemenet: m pozitiv egész szam
Kérdés: m Osszetett szam?

Konnyi 14tni, hogy 0sSzZETETT € NP, mert ha m € OSSZETETT, akkor ¢
lehet m egy valddi osztéja, a 7 algoritus pedig az (m,t) bemenet esetén
ellendrizze, hogy 1 < t < m és t osztéja m-nek. Vegyiik észre, hogy
adott m-hez pontosan akkor lesz jé t, ha m egy Osszetett szam. Ekkor
[t| < |m| és mivel az oszthatdsdg ellendrzésének 1épésszdma mindkét szam
hosszédban polinomialis, tehat valéban van

e Legyen 3SziN az aldbbi eldontési probléma:
Bemenet: G = (V, E) irdnyitatlan egyszer(i graf
Kérdés: Kiszinezhetdk-e a csicsai 3 szinnel

Egy G grathoz legyen t egy olyan |V| hosszd sorozat, ami az 1, 2, 3
szdmokbdl all. A 7 algoritmus egy (G,t) par esetén ellendrizze, hogy
a t a graf csicsainak egy j6, az {1,2,3} szinekkel valé szinezését irja-e le.
Azaz akkor legyen az eredmény igen, ha minden olyan esetben, amikor
t; = t;, akkor a graf megfelel6 v; és v; cstcsaira {v;,v;} € E.

Ez az ellen6rzés, akar szomszédossagi matrixaval, akar éllistaval van meg-
adva a graf, polinom idében megtehetd, és vildgos, hogy pontosan akkor
van megfeleld t a G grafhoz, ha G € 3sziN.



4. Definicié. Egy X eldéntési probléma komplementere az az X -sal jelolt prob-
léma, melynek bemenete ugyanolyan mint az X esetén, de a vdlasz ellentétes.
Azaz minden lehetséges x bemenetre

reXerdX.

1. Példa. OSSZETETT = PRIM

5. Definicié. Jelilje co NP az NP-beli problémdk komplementereibél dlld hal-
mazt, azaz X € coNP < X € NP.

A definicié miatt, mig az NP-beli problémak esetében a definicié szerint az igen
valaszra van polinom hosszi, polinom idében ellenérizhetd bizonyiték, a co NP-
beli problémak azok, ahol a nem valaszra van polinom hosszi, polinom idében
ellenérizhetd bizonyiték.

1. Allitds. P C NP és P C coNP.

Bizonyitds: Ha X € P, akkor a hatékony tantusitvany lehet lényegében az X-et
megvalaszolé polinom idejii algoritmus (ekkor || = 0). O

A szdmitdstudomény taldn legfontosabb (és legnépszertibb) nyitott kérdése,
hogy vajon P és NP megegyezik vagy nem. Ha P C NP valddi tartalmazés,
akkor ez azt jelentené, hogy vannak olyan kérdések, melyeknél az igaz esetben
van révid (polinom hosszi) bizonyiték, de ezt a bizonyitékot nem lehet polinom
id6ben megtalédlni, azaz egy j6 valasz ellenOrzése algoritmikusan lehet 1ényegesen
egyszeriibb, mint egy j6 vélasz megtaldldsa (ami koznapi logikdval elég hi-
hetének tlinik). Mint latni fogjuk, sok nevezetes probléma bonyolultsdga milik
ezen a kérdésen. Ennek is koszonhetd, hogy az ezredfordulén a Clay Mathemat-

ics Institute — 6 méasik matematikai probléméval egyiitt — a P Z NP problémara
is 1 millié dolldros dijat tlizott ki (ldsd www.claymath.org/millennium/ ).

Az sem ismert, hogy vajon P Z NP N coNP. Az el6zé 4llitds miatt a bal
oldal része a jobb oldalnak, a kérdés, hogy teljesiil-e az egyenl6ség. Szavakban
ez azt a kérdést takarja, hogy ha egy probléménal mind az igen, mind a nem
véalaszra van hatékony tanusitvany, akkor ebbol kovetkezik-e, hogy az eldontési
kérdésre van hatékony algoritmus. Ha P = NP, akkor nem nehéz latni, hogy
NP = coNP és igy P = NP N coNP is kovetkezik. Forditva viszont még ha
tudnéank is, hogy P = NP N co NP ebbdl nem kévetkezik, hogy P és NP azonos.

Ahhoz, hogy jobban megérthessiik ezt a problémakort, tovabbi fogalmakra
lesz sziikség. Problémak bonyolultsaganak osszehasonlitdsdara szolgal a poli-
nomidlis visszavezetés, vagy mas néven Karp-redukcié.

6. Definicié. Legyen X és Y két eldontési probléma. Az X Karp-redukcidja
(polinomidlis visszavezetése) az Y problémdra egy olyan polinom idében szdmol-
hato f figguény, amely X minden lehetséges bemenetéhez hozzarendeli Y egy
lehetséges bemenetét gy, hogy

reX s flx)ey.
Jelolése: X <Y.



A jelolés arra utal, hogy, mint majd mindjart latni fogjuk, az Y probléma
algoritmikusan legalabb olyan nehéz, mint az X.

2. Allitas. Ha X <Y akkor X <Y.

Bizonyitds: Legyen f az X-nek Y-ra egy Karp-redukcidja. Ekkor ugyanez az
[ egyben az X-nek is Karp-redukcidja Y-ra, mert a feltevés szerint polinom
id6ben szdmolhaté, ész € X S ¢ X < f(z) €Y < f(x) €Y. O

3. Allitas. HaY € P és X <Y, akkor X € P.

Bizonyitds: A feltétel szerint van egy polinomialis A algoritmus, ami tetszéleges
2 bemenetrdl eldénti, hogy z € Y vagy z ¢ Y. Legyen ennek lépésszama O(|z|¥)
Legyen x egy lehetséges bemenete az X problémanak. A B algoritmus el6bb
az erre szolgdld polinomidlis algoritmus segitségével szamolja ki f(xz)-et és erre
az f(x)-re alkalmazza A-t. Ha az eredmény igen, akkor legyen B eredménye is
igen, kiilonben pedig nem. Mivel z € X < f(z) € Y, ezért B biztosan helyes
vélaszt ad. Az eljards lépésszéma: f(z) kiszdmoldsa polinomidlis, tehdt van
olyan d > 0 konstans, hogy a lépésszama O(|z|?). Ezért f(x) hosszara igaz,
hogy |f(z)| = O(|z|?). Az f(x) bemeneten A lépésszama O(|f(z)|¥), igy tehét
a lépésszam osszesen O(|z|?) + O(| f(z)[¥) = O(|z|?) + O(|z|?*) = O(|=|*), ami
valéban polinomja a bemenet |z| hosszanak. O

4. Allitds. HaY € NP és X <Y, akkor X € NP.

Bizonyitds: Jelolje T az Y egy hatékony tanusitvanydt és legyen f a Karp-
redukcié. A 7' algoritmus az (x,t) bemeneten miikodjon a kovetkezéképpen:
Elébb kiszdmolja az f(x)-et és az (f(x),t) parra alkalmazza a 7 algoritmust.
Ha az eredmény igen, akkor legyen 7’ eredménye is igen, kiilonben pedig nem.

Tudjuk, hogy € X & f(z) € Y és ez utébbi pontosan akkor igaz, ha van
alkalmas t, azaz, aminek hossza |t| = O(| f(z)|¢) és T (f(z),t) = igen. Ez a t az
o hosszdhoz képest is polinomidlis, mert ha az f(x) fiiggvény szdmolasa O(|z|?),
akkor | ()| = O(|l?) és gy [t| = O(|a|).

A T’ algoritmus 1épésszama pedig O(|z|?) + O((|f(x)| + [t))*) = O(|=|?) +
O(|f()|*) = O(Ja|™¥). O

5. Allitds. HaY € coNP és X <Y, akkor X € coNP.

Bizonyitds: Mivel X <Y, ezért X <Yis teljesiil. A definicié szerint Y € coNP
pontosan akkor, ha Y € NP. A feltétel szerint Y € NP, tehat a 4. &llitas miatt
X € NP, azaz X € coNP. O

6. Allitdas. Ha X <Y ésY < Z, akkor X < Z, azaz a < reldcié tranzitiv.

Bizonyitds: Legyen f az els6 és g a méasodik Karp-redukcié fliggvénye. Ekkor
g(f(x)) egy X < Z Karp-redukcié. Ehhez azt kell csak meggondolni, hogy ha
F@) = O(al®) és lg(z)] = O(l2I"), akkor |g(f(2))| = O(a|*), ami [z]-nek
polinomjaész € X < f(x)eY & g(f(x)) € Z. O



7. Definicié. Egy Z eldintési probléma NP-nehéz, ha minden X € NP problé-
mdara teljesil, hogy X < Z.

8. Definicié. Egy Z eldontési probléma NP-teljes, ha az Z probléma NP-nehéz
és Z € NP.

Szemléletesen egy NP-nehéz probléma legaldbb olyan nehéz mint barmelyik
NP-beli probléma (de lehet sokkal nehezebb is), mig az NP-teljes problémak az
NP osztédly legnehezebb problémai, hisz maguk is NP-ben vannak, és legalabb
olyan nehezek, mint barmely NP-beli probléma.

AP £ NP kérdés eldontéséhez elegendo lenne egyetlen NP-teljes problémardl
megmutatni, hogy P-ben van, hiszen ha az Z probléma NP-teljes, akkor minden
X € NP problémara teljesiil, hogy X < Z, és ha ugyanekkor Z € P is igaz, akkor
a 3. allitas értelmében X € P minden X € NP esetén.

Ezért a hatralevo részben NP-teljes problémakkal foglalkozunk. Torténetileg
az els6 NP-teljességi bizonyitast Stephen Cook és Leonid Levin egyméstol flg-
getlentil, nagyjabdl egy id6ben, a 70-es évek elején adta. Az ebben szerepld
probléma bizonyos fajta logikai formuldkrdl szél. A késébbiekben azutédn az
NP-teljes problémak szama gyorsan nétt, mar a 70-es évek végén megtoltottek
egy egész konyvet.

Ha maér van legaldbb egy NP-teljes problémank, akkor a tovabbi NP-teljességi
bizonyitasok a kovetketd séma szerint készithetoek:

1. Belatjuk, hogy Z € NP
2. Egy tetszoleges NP-teljes Y problémara megmutatjuk, hogy ¥ < Z.

Ez a séma a Karp-redukcié tranzitivitdasa (6. allitds) miatt miikodik, hiszen
az NP-teljesség definicija szerint minden X € NP problémara X < Y és igy
Y < Z-bol kovetkezik, hogy X < Z is teljesiil minden X € NP problémaéra.

Kiindulasi problémaként bizonyitas nélkil fogadjuk el, hogy a mar korabban
latott 3sziN NP-teljes. (Mint mar emlitettiik, nem ez volt az els6 bizonyitottan
NP-teljes probléma de nekiink j6 kezdSpont lesz.)

1. Tétel. A 3SzIN probléma NP-teljes.

6. Megjegyzés. A hasonléan definidlt 2SZIN problémdra 2SzIN € P, hiszen az,
hogy egy grdf szinezhetd-e 2 szinnel egyszeriien ellendrizhetd polinom idében (pl.
szélességi bejdrdssal kiszinezhetdk a csucsok két szinnel, ha egydltaldn van ilyen
szinezés).

A 3s7iN nehézségének felhasznaldsal mar be tudjuk bizonyitani més problé-
makrdl is, hogy NP-teljesek. El6szor azt mutatjuk meg, hogy a legnagyobb
fliggetlen ponthalmaz méretének meghatarozasa egy grafban algoritmikusan
nehéz feladat. Ehhez el6bb ezt at kell forditani egy eldéntési problémava. Tech-
nikai okok miatt ezt ugy célszerii csinalni, hogy az eldontési probléméaban nem
a maximum értékére kérdeziink ré, hanem arra, hogy van-e elég nagy fiiggetlen
ponthalmaz.



MAXFTL
Bemenet: (G, k) pdr, ahol G egy gréf és k egy pozitiv egész
szam.
Kérdés: Van-e G-ben k darab fiiggetlen cstics?

2. Tétel. Ha lenne egy A polinom idejii algoritmus a MAXFTL elddntési problé-
mdra, akkor polinom idében meg is lehet hatdrozni eqy adott grafban a mazimdlis
figgetlen ponthalmaz méretét.

Bizonyitds: Ha az n pontd G grafban kerestink maximalis fliggetlen ponthal-
mazt, akkor alkalmazzuk A-t elészor a (G, [n/2]) parra. Ha a védlasz nem, azaz
nincs [n/2] fliiggetlen pont, akkor prébalkozzunk a (G, [n/4]) parral. Ellenkezé
esetben pedig, a (G, [3n/4]) parral. Hasonléan folytatva, bindris kereséssel
meghatdrozhatjuk azt a legnagyob k értéket, amire (G, k) € MAXFTL. Az eljards
sordn az A algoritmus alkalmazégsainak szdma ©(logn) és mindegyik polinom
lépésig tart, tehat Osszesen is polinom ideji algoritmust kapunk. O

7. Megjegyzés. Ha nem csak a méretét akarjuk meghatdrozni, hanem meg is
akarunk taldlni egy legnagyobb fiiggetlen ponthalmazt G-ben, az is megoldhato
polinom idében az A algoritmus felhaszndldsdval.

Most megmutatjuk, hogy a MAXFTL eldontése valdszinilileg nehéz.
3. Tétel. A MAXFTL probléma NP-teljes.

Bizonyitds: MAXFTL € NP, mert az igen valaszra egy jo t bizonyiték lehet
egy megfeleld fliggetlen ponthalmaz pontjainak felsoroldsa. A 7 algoritmus egy
(G, k,t) bemenet esetén ellenérzi, hogy ¢ valéban a G grafnak k darab csicsét
tartalmazza, gy hogy semelyik benne szereplé két csics kozott nincs él G-
ben. Konny latni, hogy ez megvaldsithaté polinomialis 1épésszammal, és mivel
minden jé ¢ polinomidlis hosszii G méretében (hiszen legfeljebb annyi cstcsot
kell felsorolni, ahény csicsa van G-nek — nagyoob k értéknél a valasz biztos nem)
ez egy hatékony tanusitvany.

Az NP-teljességhez mutatunk egy 35zfiN < MAXFTL Karp-redukciét. Ehhez
egy olyan polinom id6ben szamolhaté fiiggvényt kell megadni, ami minden G
grafhoz hozzdrendel egy (H, k) part gy, hogy G € 3sziN & (H, k) € MAXFTL.
Jelolje a G gréf pontjait v1,...,v,. A H-nak 3n darab pontja lesz, legyenek
ezek ai,...,an, b1,...,by, c1,...,cn. Ha G-ben van él v; és v; kozott, akkor
menjen él az a; és aj, a b; és b;, valamint a ¢; és ¢; pontok kozdtt is (azaz
vettliink 3 példanyt a G grafbdl). Ezeken feliil még minden 1 < i < n indexre
hiizzuk be mindhdrom élet az a;, b; és ¢; pontok kozott (azaz egy G-beli pont
mindhérom példdnya kozott), k pedig legyen n. Vildgos, hogy ez a konstrukcid
adott G-re polinom id6ben megvaldsithaté, hiszen a H-nak hidromszor annyi
pontja lesz mint G-nek, éleinek szdma 3e + 3n, ahol e jeloli G éleinek szamat.

El6bb belatjuk, hogy ha G € 3sziN, akkor a H grafban van n fiiggetlen pont:
tekintsiik a G graf egy 3 szinnel valé szinezését. A H-ban vegytik azt a ponthal-
mazt, mely az a;-k koziil azokat tartalmazza, amik a szinezés els6 szinosztalyaba



tartozé pontoknak felelnek meg, a b;-k koziil a masodik szinosztélyba tartozé
pontok megfelel6it, a ¢;-k koziil pedig a harmadik szinosztdly megfelel6it. Ekkor
minden i-re az a;, b;, c¢; csucsok kozill pontosan egyet valasztottunk, tehat
Osszesen n darabot. Ezek a kivélasztott csicsok fliggetlenek H-ban, mert a
kivdlasztott a;-k G-ben fliggetlenek (hiszen azonos szintire voltak szinezve G-
ben) és ugyanez igaz a b;-kre illetve a c¢;-kre is. Tovadbbd, mivel egy G-beli
pontnak csak egy példanya van benne, ezért a kivalasztott a, b és ¢ pontok
kozott sincsenek élek. Igy tehat (H,n) € MAXFTL.

Még azt kell megmutatni, hogy ha (H,n) € MAXFTL, akkor G € 3sziN.
A H graf egy F figgetlen ponthalmaza minden i-re az a;,b;, c; pontok koziil
csak egyet tartalmazhat. Mivel n pont van F-ben, ezért minden i-re az a;, b;, ¢;
pontok egyikét tartalmaznia is kell. Az F pontjaibdl az a tipusiak az eredeti
G-nek egy fiiggetlen ponthalmazat adjak, és ugyanez igaz a b, illetve a ¢ tipustu
pontokra is. Egy H-beli n méreti fiiggetlen ponthalmazbdl az alabbi médon
lehet a G graf egy 3 szinnel valé szinezését megkapni: A fliggetlen ponthalmazba
es0 a tipusu pontok G-beli megfelel6it szinezziik az els6 szinnel, a b tipust pontok
megfelel6it a masodik szinnel, a ¢ tipusi pontok megfelel6it a harmadik szinnel.
Ezzel G pontjainak megadtuk egy 3 szinnel valé szinezését, tehat G' € 3sziN. [

8. Megjegyzés. Ha az eldintési problémat gy definidltuk volna, hogy olyan
(G, k) pdrokbdl dll, melyekre a G-beli mazimdlis figgetlen ponthalmaz mérete
pontosan k, akkor azzal a nehézséggel néztink volna szembe, hogy nem vildgos
mi lehetne az igen wvdlaszra egy révid bizonyiték, hogyan mikodhetne egy jo
tanusitvdny. Ebben az esetben k pont megaddsa nem elég, mert bdr azt tudjuk
polinom iddben ellendrizni, hogy az adott k pont valdban eqy fliggetlen halmazt
alkot, de mi garantdlja azt, hogy ennél t6bb pontbol dllo figgetlen ponthalmaz
nincs a grafban? (Az igy definidlt vdltozatrdl nem ismert, hogy NP-ben van-e.)

A MAXFTL problémahoz hasonléan definidlhatjuk a legnagyobb teljes részgraf
eldontési problémajat.
MAXKLIKK
Bemenet: (G, k) par, ahol G egy gréf és k egy pozitiv egész
SzAam.
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf?

Erre is hasonléak igazak, mint a MAXFTL problémaéra.

4. Tétel. Ha lenne egy A polinom ideji algoritmus, amely eldonti a MAXKLIKK
problémdt, akkor polinom iddben meg is lehetne hatdrozni eqy adott grdfban egy
mazximalis méretd teljes részgrdaf pontjainak szamdt.

Bizonyitds: A bizonyités itt is hasonléan megy, a legnagyobb klikk mérete az A
algoritmus segitségével bindris kereséssel meghatarozhato. O

5. Tétel. A MAXKLIKK probléma NP-teljes.

Bizonyitds: Az vilagos, hogy MAXKLIKK € NP, mert bizonyitékként a t-ben
most k olyan cstcsot sorolunk fel, amelyek koziil barmelyik ketto kozott van él,
konnyt olyan hatékony tanusitvanyt késziteni, ami ezt ellendrzi.



Az NP-teljesség bizonyitdsihoz mutatunk egy MAXFTL < MAXKLIKK Karp-
redukciét. Legyen f(G,k) = (G, k), ahol G a G graf komplementerét jeloli. Ez
egy, a graf méretében polinom idében szamolhato fiiggvény és nyilvan

(G,k) e MAXFTL < (G, k) € MAXKLIKK.

Tovabbi NP-teljes problémdk (bizonyitds nélkiil)

e H
Bemenet: G irdanyitatlan graf.
Kérdés: Van G-ben Hamilton-kor?

e HUT
Bemenet: G iranyitatlan graf.
Kérdés: Van G-ben van Hamilton-ut?

e s-T-HUT
Bemenet: G irdnyitatlan graf, és két kitlintetett csicsa, s és t.
Kérdés: Van G-ben olyan Hamilton-tt, aminek végpontjai s
és t?

6. Tétel. A RESZGRAFIZO probléma NP-teljes, ahol RESZGRAFIZO
Bemenet: Gy és Go irdnyitatlan grdfok.
Kérdés: Van-e Gi-nek Ga-vel izomorf részrdfja?

Bizonyitds: Az NP-beliséghez a t bizonyiték lehet egy leirds, hogy G5 melyik
csucsdnak melyik GG1-beli csics felel meg, a hozza tartozd tanisitvany ellenorzi,
hogy ez a megfeleltetés jé-e, azaz kiillonbozé csucsok képe kiilonbo6zo, és Ga-ben
Osszekotott csicsoknak olyan cstucsok felelnek meg, melyek kozott an Gi-ben
él. A megfeleltetés, azaz t hossza Go csticsszdmaéval ardnyos, az ellenérzés is
polinomidlis.

Az NP-teljesség bizonyitdsdhoz mutassuk meg hogy van H < RESZGRAFIZO
Karp-redukci6. Ehhez definidljuk azt a fiiggvényt, mely minden n ponti G
grathoz a (C, G) pért rendeli, ahol C egy n ponti kor. Ez a fliggvény kiszdmol-
haté polinom idében. Mivel G-ben pontosan akkor van Hamilton-kor, ha van
benne C-vel izomorf részgraf, ezért G €H < (C, @) € RESZGRAFIZO. O

A H helyett hasznalhattuk volna példdul a MAXKLIKK problémaét is.

g

9. Megjegyzés. A hasonldénak tiiné GRAFIZO probléma:

Bemenet: Gy és Gy iranyitatlan grdfok.

Kérdés: G1 ~ Gy ?
szintén NP-ben van (Hdzi feladat), de nem ismert, hogy NP-teljes-e, vagy hogy
esetleg van-e rd polinom ideji algoritmus.

Néhany fontos, nem grafokrdl sz6l6 NP-teljes eldontési feldat (bizonyitds
nélkiil)



e 3DH: Tekintsiink harom azonos méretii diszjunkt véges halmazt, ezek
|A] = |B] = |C|, és tekintsiink néhdny olyan hdrom elemii halmazt,
melyek mindharom halmazbdl egy-egy elemet tartalmaznak. Kérdés, hogy
kivalaszthaté-e ezekbdl a 3 elemii halmazokbdl néhany gy, hogy az alap-
halmaz (A U B U C) minden eleme pontosan egy kivélasztott halmazban
legyen benne. Formalisabban:

Bemenet: (A, B,C;Fy, Fy, -+, F,), ahol |A] = |B| = |C] és
F,CAxBxC.

Kérdés: Van-e olyan I C {1,2,...,n}, hogy az F; halmazok
j € I esetén az AU B U C minden elemét pontosan egyszer
fedik le.

10. Megjegyzés. A hasonléan definidlhaté 2DH esetében 2 elemi hal-
mazok szerepelnek. Ezek felfoghatdok eqy pdros grdf éleinek, és ilyen szemlé-
lettel az a kérdés, hogy az adott pdros grafban van-e teljes pdrositds, tehdt
2DH € P (magyar mddszer).

e X3C: Itt egyetlen A véges alaphalmaz van és ennek adottak bizonyos 3
elemi részhalmazai. Az eldontési feladat itt is az, hogy ezekbdl néhanyat
ki tudunk-e vélasztani gy, hogy A minden eleme pontosan egy kivalasztott
halmazban legyen benne.

Bemenet: (A; Fy, Fy, -+, F,), ahol F; C A és |F;| = 3.
Kérdés: Van-e olyan I C {1,2,...,n}, hogy az F; halmazok
j € I esetén az A minden elemét pontosan egyszer fedik le?

11. Megjegyzés. A hasonldon definidlhaté X2C probléma megfelel annak
a kérdésnek, hogy adott grafban van-e teljes pdrositdas. Ismert, hogy a teljes
pdrositds létezése eldonthetd polinom iddében, igy tehdt X2C € P.

o RH (részhalmazdsszeg):
Bemenet: s1,s92,...,5, pozitiv egész szamok, és még egy b
pozitiv egész.
Kérdés: Az s;-k koziil kivalaszthaté-e néhdany gy, hogy
Osszegiik épp b-vel legyen egyenlG?

e PARTICIO
Bemenet: s1,83,...,8, pozitiv egész szamok.
Kérdés: Két részre oszthatdak-e gy, hogy a két rész osszege
azonos legyen?
Azaz van-e olyan I C {1,2,...,n}, melyre Zje] sj = ngl 5.

e HATIZSAK
Bemenet: s1,89,...,8, €S v1,09,...,V, pozitiv egész szamok,
valamint b, k pozitiv egészek.
Kérdés: Van-e olyan I C {1,2,...,n}, melyre Zjel s; <bés
Zjel v; >k
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Kevésbé formalisan: van n targy, az i-ediknek s; a silya és v; az értéke.
Tovabba van egy hatizsakunk, aminek teherbirasa b. Kérdés, hogy ki
tudunk-e valasztani gy néhany targyat, hogy Osszességében ne 1épjik tul
a hétizsdk teherbirdsdt, de legaldbb k értéket elpakoljunk. (Az eredeti
valtozatban ez egy maximalizalési feladat, adott b silykorldthoz hatéroz-
zuk meg a lehetd legnagyobb Osszértéket, ami elpakolhaté — a fenti ennek
az eldontési véltozata.)

e LADAPAKOLAS
Bemenet: n targy, az i-edik mérete 0 < s; < 1 raciondlis szam.
Kérdés: Belepakolhato-e az Gsszes targy k darab ladaba akkor,
ha minden laddba legfeljebb 1 6sszméretnyi targyat tehetiink?

o EP (azaz egész értékii programozds) Tekintsitk a >0 a;;z; < bj, 27 >0
egyenlétlenségrendszert, ahol a;;,b; adott egész szdmok. Kérdés, hogy ha
adottak még a ¢; (1 < j < n) egész szdmok is, akkor mennyi lesz a
Z;—;l ¢jz; maximalis értéke, ha minden x; egész szam kell legyen. Az EP
ennek a maximalizalédsi feladatnak az eldontési valtozata.

12. Megjegyzés. Ha az EP problémdndl nem kitjik ki, hogy minden x; egész
szam kell legyen, akkor kapjuk a linedris programozas (réviden LP) feladatot.
Az ehhez tartozd eldontési feladat a Posztdlyban van (és van rd tébb, a gyakor-
latban is hatékonyan mikodd programcsomag). Viszont, ha megkoveteljik, hogy
a megoldds egész legyen, akkor mdr a feladat NP-teljes lesz. Ez utobbi tény nem
meglepd, mivel a kordbban felsorolt problémdak mindegyike megfogalmazhatd egész
programozds feladatként is.

2. Példa. Vegyik a MAXFTL problémdt. Ebbdl gy kaphatunk EP feladatot, ha
a grdaf minden i csucsdanak megfeleltetiink egqy x; valtozét. Az egyenlétlenségek
legyenek az aldbbiak: minden {i,j} élére a grafnak legyen x;+x; < 1 és minden
vdltozora x; < 1, x; > 0. Ezen feltételek mellett a kérdés, hogy lehet-e > x; > k
(eldontési vdltozat).

A két utobbi feltételtipus garantdlja, hogy a vdltozdok értéke csak 0 vagy 1
lehet. Konnyd ldatni, hogy az élekre vonatkozd feltételek pontosan azt irjdik le,
hogy azok a csiucsok, melyekhez tartozo vdltozo értéke 1 a grafban egy figgetlen
halmazt alkotnak.

Feladatok

1. Jeldlje X; azt a problémat, hogy egy adott irdanyitatlan graf osszefiiggs-e
és Xo azt, hogy van-e benne Hamilton-kort. Lehetséges-e, hogy X7 < Xo,
illetve hogy X5 < X 7

Megoldds: Az, hogy egy graf osszefliggé-e, polinom id6ben eldénthetd
(pl. egy szélességi vagy mélységi bejarassal), tehat X; € P. Tudjuk, hogy
az Xy probléma NP-teljes (X2 =H). Mivel P C NP, ezért az NP-teljesség
definiciéja miatt X; < Xo.
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Maésrészt viszont, ha létezik az Xo < X7 Karp-redukcio, akkor a 3. allitas
miatt Xy € P, és igy P = NP. Nem kizart, hogy ez igaz legyen, de a

tudomdny mai allasa szerint nem ismert, hogy P Z NP.

2. Igazolja, hogy ha 3sziN benne van co NP-ben, akkor NP = co NP.

Megoldds: Mivel a 3sziN probléma NP-teljes, tehat minden X € NP
probléma visszavezethetd rd, azaz X < 3SzZIN. A feltétel szerint 3sziN
€ coNP, és ezért az 5. allitds miatt X € coNP, amib6l NP C co NP
kivetkezik. Mésrészt, ha X € coNP, akkor X € NP, tehat X < 3sziN. A
feltevés szerint 3SzIN € co NP, ezért az 5. &llitds miatt X € coNP, azaz
X € NP.

3. Legyen STKMAXKLIKK
Bemenet: (G, k), ahol G egy sikbarajzolhat6 graf
Kérdés: Van-e G-ben k pontu klikk

Mutassa meg, hogy ez NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a probléma
P-ben van.

Megoldds: Tudjuk, hogy egy sikgrafban nem lehet 4-nél tobb pontu teljes
részgraf, hiszen K5 nem rajzolhatd sikba. Ekkor viszont a probléma az
aldbbi médon eldonthetd:

Ha k > 4, akkor a véalasz nem, és készen vagyunk;

Ha k < 4, akkor ellendrizziik a graf pontjainak az Osszes k elemi
részhalmazat. Amennyiben taldlunk kozottiik olyat, amin a graf teljes,
akkor a vélasz igen, egyébként pedig nem. Mivel egy n pontd grafbdl
kevesebb mint n* < n* féleképpen tudunk k& < 4 pontot kivélasztani, és
egy valasztas ellenérzése O(k?) = O(42) = O(1) lépés, az algoritmusnak
ez a része is polinomialis.

4. P-beli vagy NP-teljes az alabbi probléma?

Bemenet: (G, k), ahol G egy graf, k > 0 egész.
Kérdés: Van-e a G grafban legaldbb k éli kor?

Megoldds: Belatjuk, hogy NP-teljes. Az NP-beliséget mutatja hogy az
igen vélaszra bizonyiték lehet egy keresett kor pontjainak a kor mentén
valé felsoroldsa. A tantusitvany feladata ellenérizni, hogy valéban egy k
ponttu kort ir le a ¢ bizonyi{ték.

Ezutdn megadunk egy visszaezetést a H problémarodl. Egy tetszoleges G
grathoz rendeljiik hozzd az f(G) = (G,n) part, ahol n a G pontjainak
széma. Ekkor G € H & f(G) = (G,n) esetén a véilasz igen. Mivel f
polinom id6ben szamolhatd, ezért ez egy jo Karp-redukcié.

5. P-beli vagy NP-teljes az aldbbi X probléma?

Bemenet: G graf.
Kérdés: Kiszinezhetdek-e a csicsai 4 szinnel?
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Megoldds: Megmutatjuk, hogy az X probléma NP-teljes. Polinom idében
ellenérizhet6, hogy ha adott egy G graf, aminek minden csiucsahoz 4 féle
szin valamelyikét rendeltiik, akkor ez vajon helyes szinezés-e. Fzzel ka-
punk egy hatékony tantsitvényt (a szinek hozzarendelésének leirdsa, azaz
t hossza linedris).

Az NP-teljességhez megadunk egy 3SziN < 4SziN visszavezetést. Egy
tetszOleges G grafbdl készitsiik el azt a G’ gréafot, amit Ggy kapunk, hogy
egy 1j x pontot hozzavesziink a griathoz, és ezt az x pontot minden régivel
osszekotjik. Ez a konstrukcié polinom idében végrehajthaté. Vildgos,
hogy ha G € 3sziN, akkor G’ € 4sziN. A mdsik irdnyhoz tegyiik fel,
hogy G’ kiszinezhetd 4 szinnel. Ekkor az = pont szine egyetlen méasik pont
szinezésére sem hasznalhatd, hiszen x minden més ponttal Gssze van kotve.
Ez azt jelenti, hogy a G’ gréaf tobbi része (ami az eredeti G-vel izomorf) 3
szinnel van kiszinezve, tehat G' € 3sziN.

. Legyen X az a kérdés, hogy adott G graf csicsai kiszinezhetdek-e 3 szinnel
gy, hogy az egyik szint csak egyszer hasznaljuk. Ez P-beli vagy NP-teljes?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy ez P-ben van. Egy graf akkor és csak akkor
rendelkezik a kivant tulajdonsidggal, ha van egy olyan pontja, amit el-
hagyva paros grafot kapunk. Ezt viszont tudjuk polinom id6ben ellenériz-
ni, mert annak eldontésére, hogy egy graf paros graf-e, van polinom ideji
algoritmus (egy szélességi bejards mentén osztjuk a pontokat két osztélya,
ha ellentmonddsra jutunk, akkor a graf nem péros), és ezt kell minden
egyes pont elhagyédsa utdn a maradék grafra végrehajtani.

. Egy hivatal 1j épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyan-
akkora teriilet hasznédlhato6 fel irodak kialakitdsara. Minden részleg meg-
mondta, hogy 6sszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk
eldonteni, hogy meg lehet-e oldani a koltozést gy, hogy egyetlen részleg
se legyen kettévagva, azaz egy részleg teljes egészében egy emeleten legyen
(de egy emeletre keriilhet t6bb részleg is). Igazolja, hogy a probléma P-ben
van, vagy azt, hogy NP-teljes.

Megoldds: A feladat kicsit formdlisabb lefrdasa: Adottak a részlegek
igényei: ai,das,...,a, pozitiv egészek; az egy szinten hasznalhato tertilet
nagysaga: b pozitiv egész; az épiilet szintjeinek szdma: k pozitiv egész. A
cél, hogy az a;-ket k csoportba osszuk gy, hogy minden csoport Gsszege
legfeljebb b legyen.

Ez nyilvan NP-ben van, hiszen egy jé beosztas lehet a bizonyiték a megold-
hatésdgra, aminek helyességét polinom idében ellendrizni tudjuk (és persze
a hossza is polinomiélis).

Megmutatjuk, hogy van PARTICIO < X Karp-redukcié.

Legyen (s1, 82, ..,5n) a PARTICIO feladat egy lehetséges bemenete. En-
nek feleltessiik meg azt a feladatot, amikor a hivatal épiiletében 2 szint
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van, b= (3_, )/2 és az i-edik részleg helyigénye a; = s;. Ezzel a megfelel-
tetéssel (s1,82,...,8,) € PARTICIO < a koltozés megoldhats. Tehdt az
X-re visszavezethetdé egy NP-teljes probléma, és X € NP, ezért X maga
is NP-teljes.

14



