Algoritmuselmélet ZH
2015. &prilis 8.

. Tekintsiik az f(n) = 10n2logn + Tny/n + 2000logn + 1000 fiiggvényt. Adjon olyan ¢ konstanst és
olyan ng kiiszobértéket, ami a definicié szerint mutatja, hogy az f(n) fiiggvény O(n3)-ben van.

. (a) Epitsen kupacot az 6ran tanult linedris idejii médszerrel a 7,3,5,8,10,1,6,4 tombbdl. Minden
lényegi 1épés utan rajzolja fel az aktudlis allapotot.
(b) Sztrja be a kapott kupacba a 2-t az 6rén tanult algoritmussal.

. Van-e olyan 10 belso csticsot tartalmazé piros-fekete fa, amire a tarolt szamokat az inorder és a preorder
bejaras ugyanabban a sorrendben adja vissza?

. A h(zx) hashfiiggvénnyel, nyilt cimzéssel beszirjuk az 1, z2, . . ., z, szdmokat (ebben a sorrendben) egy
M > n méretii (kezdetben tires) hash tablédba, el6szor linedris prébéval, majd kvadratikus maradék
prébaval. A linearis préba esetén ¢ darab litkdzés torténik, a kvadratikus maradék probanal pedig k
darab. (Ha egy elem t6bb lépésben iitkozik, akkor az tobb titk6zésnek szamit.)

(a) Lehetséges-e, hogy k=0 és ¢ =n — 17 (b) Lehetséges-e, hogy k=1és € =n—17

. Egy orszagban nagy hagyoméanya van a tollaslabdazasnak, ezért az orszdg szamos varosdban késziilnek
tollaslabda-csarnokot épiteni. Ha egy varosban 1j tollaslabda-csarnok épiil, akkor ott mindenki boldog.
Ismert, hogy a csarnoképitésre Gsszesen legfeljebb M petakot akarnak kolteni és ismert a széba jové
n véros mindegyikére az, hogy mennyibe keriil ott a helyi adottsdgoknak megfelel6 csarnok (az i.
vérosban ez m; petdk) és hogy hanyan élnek az egyes varosokban (p; lakos az i. vdrosban). Adjon
algoritmust ami az M, my,ma,...,my és p1,p2,...,Ppn €gész szamok ismeretében O(Mn) lépésben
meghatéarozza, hogy mely varosokban épiiljenek meg a tollaslabda-csarnokok, ha azt akarjuk hogy a
lehetd legtobb ember legyen az épitkezések miatt boldog.

. Ellistéjéval adott egy irdnyitott G graf, melynek minden csicsa szines: piros, fehér vagy zold szint.
Adott a grafban egy A csics, ami piros és egy B cstcs, ami zold. Adjon O(n + e) 1épésszéamu
algoritmust. ami megtaldlja a legkevesebb élbdl allé olyan utat A-bol B-be, amiben az els6 néhany
csucs piros, majd néhény (legaldbb egy) fehér csiics utédn csupa zold cstics kovetkezik.

. Egy kozépkori kirdlysag uthalézata egy n csicsi irdnyitatlan graffal adott (a cstcsok a vérosok, az
élek a koztiik vezet6 utak). Az A véarosbdl szeretnénk a B varosba drut vinni, de bizonyos varosok
csak akkor engednek &t minket a terménytinkkel ha vamot fizetiink nekik (az A és B varosban nem
kell vamot fizetniink). A vam 0Osszege fix, nem fiigg az aru mennyiségétol, de a vam varosonként
maés és mas lehet. Adjon algoritmust, ami a varosonkénti vamok és a graf szomszédossdgi matrixanak
ismeretében O(n?) 1épésben meghatdroz egy olyan ttvonalat, amin a legkevesebb sarcot szedik be
t6liink.

. Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust, ami egy n kiilonboz6 egész szamot tartalmazé tombrél eldonti,
hogy van-e benne hérom olyan szam, amik koziil az egyik a masik kett6 dtlaga. (Lassabb algoritmus
maximum 4 pontot ér).
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. (a) Irja le a 2-3 fa definiciéjat! (A miiveleteket nem kell lefrnia.)
(b) Milyen korlatok kozott lehet egy olyan 2-3 fa magassaga, melyben n kulcsot tarolunk? Ne O-jelolést
hasznaljon, adjon pontos korldtokat. A Kkorldtok helyességét nem kell bebizonyitania.

. frja le, hogy hogyan kell végrehajtani a keresést és a torlést, ha kettés hash-elést hasznélunk.

. Szemléltesse a Karp-redukcié definicijat a 3-SZIN< MAXFTLEN visszavezetésen. Adja meg magat
a visszavezetést és mutassa meg, hogy miért teljesiilnek a redukcié definicidjaban levé feltételek.



. Egy algoritmus 1épésszamét az n hosszi bemeneteken jelolje T'(n).
Tudjuk, hogy T'(n) <T(n—1)+T(n—2)+4,han >3é T(n) <10 han < 3.
Bizonyitsa be, hogy a fentiekb6l nem kovetkezik, hogy T'(n) = O(n).

. Tegyiik fel, hogy P # N P. Egy X eldontési problémardl tudjuk azt, hogy MAXKLIKK < X fennall.
(a) Lehetséges-e, hogy X = 3-SZIN?
(b) Lehetséges-e, hogy X = 2-SZIN?

. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az alabbi eldontési feladat:

Input: egy Osszefiiggo, iranyitatlan G graf

Kérdés: Igaz-e, hogy vagy van G-ben kor vagy van G-ben Hamilton-ut (a két dolog egyiitt is tel-
jestilhet, a kornek nem kell Hamilton-kérnek lennie).

. Egy éllistdjaval adott, élstlyozott DAG-ban néhany cstcsra sort tettiink (a tobbire nem). Az élsilyok
pozitivak és azt mutatjdk, hogy milyen tavolsdgra vannak a csicsok egymastél. Adjon algoritmust, ami
O(n + e) 1épésben meghatéarozza a graf mindegyik csicsara, hogy mekkora tavolsdgra van a csicstol a
legkozelebbi elérhetd sor. (A gréfban csak az élek irdnyitdsanak megfeleléen tudunk haladni. Egy sor
elérhet6 egy csicsbol, ha irdnyitott iton oda lehet jutni, az ilyen 1t hossza az élsilyok Gsszege.)

. Fizetésiink egy részét Erzsébet-utalvanyban kapjuk, a lehetséges cimletek: c¢q,co,...,c,. Amikor fi-
zetni szeretnénk a boltban 123456 forintot, akkor latjuk, hogy készpénz és bankkartya nincs nalunk,
Erzsébet-utalvanybdl viszont nem tudnak visszaadni. Szeretnénk eldonteni, hogy milyen cimletii
utalvanybdl mennyit hasznaljunk, hogy kifizessiik a 123456 forintot és a lehet6 legkevesebbet bukjuk
(azaz a fizetett Osszeg minél kozelebb legyen 123456-hoz.) 200000 forintnél tobbet nem fizetiink, akkor
inkdbb nem vésarolunk most. Adjon O(n)-es algoritmust a legjobb megoldas megkeresésére. (Az egyes
cimletekbdl sok példannyal rendelkeziink, mindegyikbdl van legalabb 200000 értékii utalvanyunk.)
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. (a) frja le, hogy irdnyitott graf mélységi bejarasanal mit jelentenek az alabbi fogalmak: faél, eloreél,
visszaél, keresztél.

(b) Hogyan lehet a mélységi és befejezési szamok segitségével a mélységi bejaras kdzben eldonteni,
hogy az éppen vizsgélt él a fenti négy kategdria koziil melyikbe esik? (Indoklds nem sziikséges.)

. (a) Irja le az euklideszi utazéiigynok feladatot!
(b) Irja le az éran tanult c-kozelité algoritmust erre a feladatra és nevezze meg, hogy mi a ¢ konstans
értéke. (Azt nem kell igazolni, hogy a leirt algoritmus c-kozelité.)

. Az éran tanult Bellman-Ford algoritmus ugy hatdrozza meg egy pontbdl az Gsszes tobbibe a legrovidebb
0t hosszat egy n csticsu grafban, hogy ekozben egy n — 1 soros és n oszlopos tablazatot tolt ki.

(a) Hogyan kell kitolteni az elsé sort? Miért?

(b) Irja le az altalanos képletet, amivel az i. (i > 2) sort ki lehet tolteni. Magyardzza el a hasznalt
jeloléseket és indokolja meg, hogy miért helyes a képlet.

. Egy 2-3 fdban az elsé 81 pozitiv egész szamot téroljuk (azaz 1-tél 81-ig), a faban minden nem-levél
csicsnak harom gyereke van. Mik a gyokérben levé kulcsok?

. Egy iranyitatlan, élsilyozott, Osszefiiggd, egyszert grafban az élsulyozast a ¢ : F — R fliggvény adja
meg.

(a) Igaz-e, hogy ha egy c(e) élsuly egyedi (nincs mésik él, aminek ugyanekkora a stlya), akkor ez az e
él a graf minden minimalis sulyu feszit6fajaban benne van?

(b) Igaz-e, hogy ha egy e él a graf minden minimalis sulyt feszit6fajaban benne van, akkor c¢(e) egyedi?

. Az X eldontési feladatrél annyit tudunk, hogy coN P-ben van. Mely(ek) igaz(ak) az aldbbi allitdsok
koziil? (H a Hamilton-kor eldontési probléma komplementerét jeldli.)

(a) Lehetséges, hogy X < H.

(b) Biztosan igaz, hogy X < H.



. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az aldbbi eldontési feladat: az inputként
kapott n darab ai,...,a, pozitiv egész szamrdél azt kell eldonteni, hogy ki lehet-e valasztani koziiliik
legfeljebb 2015-6t tigy, hogy ezek sszege 22015 legyen.

. Egy élsilyozott DAG-ban minden cstics vagy piros vagy fehér. Adott két kijelolt piros cstcs, s és t,
szeretnénk megtalalni a legrévidebb olyan utat s-bél t-be, amin legfeljebb egy fehér csics szerepel.
Adjon olyan algoritmust, ami O(n + e) 1épésben meghatarozza egy ilyen legrovidebb 1t hosszat.
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. (a) Ha egy kupacot faval reprezentdlunk, akkor mi az el6irds a fa alakjara? Mi a kupactulajdonsag?
(b) Mennyi egy n csicsot tartalmazé kupac magassdga? (Bizonyitani nem kell).
(c) Irja le, hogy hogyan kell a beszurédst végrehajtani egy faval reprezentélt kupacban.

. frja le a radixrendezés algoritmusat. Milyen alakd inputokra lehet haszndlni? Mennyi az eljaréas
lépésszama? A ladarendezést nem kell részetesen leirnia, az eljards josagat nem kell indokolni, de a
hasznalt jeloléseket magyarazza el.

. (a) Irja le a Ladapakolés feladatot és megolddsdra tanult 2-kozelité algoritmust.
(b) Amikor azt bizonyitottuk, hogy ez az algoritmus 2-kozelit6, akkor az optimalis megoldéasra (OPT)
adtunk egy alsé becslést. Mi ez és miért igaz?

. Az aldbbi hash-tabldban kitoroljiik a 11-et, majd beszirunk egy szdmot, ekdzben k 1itkozés torténik.
Mekkora lehet k legnagyobb értéke, ha linedris probat hasznalunk?

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10
(11 ]12]2] [4]16][6] | [9]10]

. Bizonyitsa be, hogy az alabbi eldéntési probléma colN P-ben van.
Input: egy irdnyitatlan, élstulyozott, egyszeri G graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G minden korének Gsszstilya legaldbb 20157

. Egy véros térképe egy n csicsi, irdnyitatlan, élsilyozott graffal adott. A graf pontjai csomépontokat
reprezentalnak, az élek ezek kozott vezetd kozvetlen utakat, az élsulyok pedig a megfeleld tutszakasz
hosszat adjak meg méterben. Egy operéciés rendszer j verzidéjat ablakokat abrézold éridsplakatokon
hirdetik a varosban, a plakatok a varos néhany csomdpontjiban vannak. Az operaciés rendszert
gyartd cég megneszelte, hogy egyesek pingvineket akarnak a plakatokra festeni, ezért Orizni szeretné a
plakétokat, de csak k egységet tudnak feldllitani (n > k > 2). (Ez kevesebb, mint ahdny plakat van.)
Azt szeretnék elérni, hogy ugy helyezzék el az egységeket k csomdépontba, hogy mindegyik plakatjuktdl
legfeljebb 500 méterre legyen figyel6 egység. (Két csomoépont tavolsdga a koztik vezetd legrovidebb
grafbeli 1t hossza.) Adjon O(n*+2) lépésszami algoritmust, ami tall egy j6 elhelyezést vagy sz6l, ha
nincs ilyen.

. Igazolja, hogy vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes a PARTICIO feladat aldbbi
véltozata: inputként adott n > 2 darab pozitiv egész szamokbdl all6 S = {si,s2,s3,...,s,} hal-
mazrél kell eldonteni, hogy van-e olyan particiéja S-nek S7 és Sy részhalmazra, melyre igaz, hogy
s1 € 51, S2 € Sg, és az S1-beli és Ss-beli szamok Osszege megegyezik.

. Egy 2n x 2n-es tabldzat minden mezéjében egy egész szam van. Adjon O(n?)-6s algoritmust, ami
megkeresi a legnagyobb 6sszstulyt n x n-es, négyzet alakd részt a tablazatban. Egy résztablazat
Osszstulya a benne szerepld szamok Osszege.
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. (a) Irja le a piros-fekete fa definici6jat!
(b) Adjon fels6 korlatot egy n kulcsot térol6 piros-fekete fédban vald keresés 1épésszdmara, hasznélja
az O jelolést. (A korlat helyességét nem kell beldtnia.)

. (a) Irja le Prim algoritmusét, amivel minimdlis stlyd fesz{t6fat lehet keresni.

(b) A Prim algoritmus kupacos-éllistds implementédciéjaban mit tarolunk a kupacban? A kupacépitésen
kiviil milyen és legfeljebb hiany kupacmiiveletet hajtunk végre egy n csucsi, e éli grafon vald fut-
tataskor?

(c) Mennyi a kupacos-éllistds implementécié teljes 1épésszéma? (Indokolni nem kell.)

. Ebben a kérdésben a Floyd algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell vélaszolnia (ez az algoritmus az
Osszes pontparra meghatarozza a legrovidebb utak hosszét).

(a) Irja le, hogy mit jelélnek az algoritmus k. ciklusdban kiszdmolt Fj, i, 7] mennyiségek.

(b) frja le, hogy milyen képlettel lehet az F}, értékeket kiszamolni az Fj_1-es értékekbdl és magyarizza
el, hogy miért helyes ez a képlet.

. Egy varos uthalézata szomszédossagi métrixaval adott, n csicsd irdnyitott gréffal irhaté le. Az élek
stulyozottak és azt adjak meg, hogy atlagosan mennyi idé alatt lehet az élnek megfelelé utszakaszon
autéval végigmenni. A varos egy kijelolt A pontjabdl egy masik kijelolt B pontjaba szeretnénk gyors
eljutdst biztositani. 2015 dtszakasz kivételével az utszakaszok kétiranytak (ekkor mindkét irdnyban
van egy-egy él, ugyanazon élsillyal), de van 2015 egyirdnyu szakasz, ezek koziil szeretnénk most
egyet kétiranyuva tenni. Melyik legyen ez az él, ha azt szeretnénk, hogy az A-bdl B-be eljutds a
lehetd leggyorsabbda véljon? (Az 4j kétirdnyu utszakasz élsilya mindkét irdnyban ugyanaz lesz, ami
az egyiranyié volt.) Adjon algoritmust, ami meghatérozza ezt az élet O(n?) idé alatt.

. Adott harom rendezett tomb, A, Ao, és A3. Mindhdrom témb n elemet tartalmaz, az elemek mind
kiilonbozéek. Adjon olyan csak Osszehasonlitdsokat haszndld algoritmust, ami e hiarom rendezett
tombbdl felépit egy bindris keres6fat O(n) dsszehasonlitassal vagy ldssa be, hogy nem létezik ilyen.

. Tegylik fel, hogy P # NP és legyen IP az egészértékli linedris programozas probléma és X az az
eldontési probléma, amikor egy grafrol azt kell eldonteni, hogy legfeljebb 7 Gsszefiiggé komponenshél
all-e. Az alabbi Karp-redukcidk kozil melyek lehetségesek?

(a) IP< SAT (b) X < SAT

. Igazolja vagy azt, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes az alabbi eldontési feladat: egy irdanyitatlan
G grafrdl azt kell eldonteni, hogy két diszjunkt V; és Vs részre oszthaté-e a csicshalmaza ugy, hogy mind
a Vi, mind a V3 csticshalmaz dltal feszitett részgrafban van Hamilton-kor. (Egy V; csticshalmaz dltal
feszitett részgraf az eredeti grafnak pontosan azokat az éleit tartalmazza, melyek mindkét végpontja
Vi-ben van.)

. Egy online kurzusokat kinal6 oldalon n darab minket érdeklé kurzus van. Minden kurzusra ismert, hogy
melyik napon kezdédik és melyik napig tart. Egyszerre csak egy kurzust szeretnénk hallgatni (az még
lehetséges, hogy az egyik kurzus utolsé napja egybe esik egy masik vélasztott kurzus kezdénapjaval).
Szeretnénk a lehetd legtobb kurzust kivélasztani igy, de van egy kétrészes kurzus is (a méasodik rész
késébb van, mint az els6), amit mindenképpen fel akarunk venni (mindkét részét). Adjon algoritmust,
ami O(n?) 1épésben kivalasztja a lehetd legtébb kurzust a fenti feltételekkel.




