Algoritmuselmélet zarthelyi
2014. marcius 31.

. Legyen f(z) = max(z® — 1022 + 110z; 22 4+ 100z) és g(z) = 231°082(%) 4 3.2,
a) Igaz-e, hogy f = O(g)? D) Igaz-e, hogy g = O(f)?

. Két teherautéval n darab lddat szeretnénk elszéllitani. A ladak sulyai sq, so, .. ., S, egész szamok. Adj
olyan algoritmust, ami meghatarozza, hogyan kell elhelyezni a laddkat dgy, hogy a két teherautoéra
rakott Osszsily kiilonbsége minimadlis legyen! Az algoritmus lépésszéma legyen O(n - w), ahol w =

D ey Si-

. Legyenek a G graf pontjai a haromdimenzids tér azon racspontjai, amelyeknek minden koordinataja 0
és m kozott van. Két pont pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik koordinatdjuk pontosan 1-gyel
tér el, a masik két koordinatajuk megegyezik. (Példaul (2,3,4) és (2,4, 4) szomszédosak, de (2,7, 4)-el
nem szomszédos egyik sem.) Mekkora lesz a (0,0,0) pontbdl inditott szélességi kereséfa mélysége?

. A Dijkstra és a Bellman-Ford algoritmus is gy miikodik, hogy amikor meghatarozza az adott pontba
mutatd legrévidebb 1t hosszat, akkor valdjaban felfedezett egy ekkora hosszisigu legrovidebb utat.
Adj példat olyan irdnyitott grafra, melyben minden élen kiillonb6zo, egész, pozitiv sulyok vannak, és a
Dijsktra illetve Bellman-Ford két kiilénbozo legrovidebb utat taldl az « pontbdl az y pontbal

. Az A[l : 2n] tdmb egy kupacot reprezental.
a) Igaz-e, hogy az A[l : n] témb biztosan egy kupacot reprezentdl?
b) Igaz-e, hogy az A[n + 1 : 2n] témb biztosan egy kupacot reprezentél?

. A B[l : n] tomb kiilonb6z6 egészeket tartalmaz. A B[i] elem lokdlis minimum, ha B[i — 1] > Bli] és
Bli] < Bli + 1] teljesiil (B[1] ill. B[n] elég, ha az egy szomszédjanal kisebb). Adj algoritmust egy
lokélis minimum megkeresésére, mely legrosszabb esetben O(logn) 6sszehasonlitdst hasznédl! (Ha t&bb
lokdlis minimum van, ezek koziil mindegy melyiket taldljuk meg.)

. Az 1,2,3,4,5,8,10,9,7,6 tombot gyorsrendezéssel rendezziik, amit kétféleképpen is végrehajtunk. Az
egyik futtattatds soran mindig az éppen rendezendd tomb els6 elemét valasztjuk véletlen elemnek
a particios lépéshez, a masik futtatds sordn mindig a tomb utolsé elemét. Melyik esetben fogunk
kevesebb Gsszehasonlitast végezni?

. Egy piros-fekete fiban 13 elemet tédrolunk. Minimélisan hany piros cstics van a faban? (A teljes
megolddshoz be kell ldtni egy megfelel6 k-ra, hogy lehet k piros, és azt is, hogy nem lehet k — 1 piros.)
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. Milyen elemek rendezésére hasznalhaté a radixrendezés? frja le a radixrendezés algoritmusat! Mennyi
az algoritmus 1épésszama? (Sem az algoritmus helyességét, sem a lépésszamot nem kell indokolni.)

. frja le a bindris keres6fa definiciéjat! Milyen értékek kozott valtozhat egy m csiicsi bindris kereséfa
magassiaga? (Nem kell indokolni a korldtokat.) Irja le, hogy hogyan kell keresni és tor6lni egy binéris
keres6faban!

. Adja meg az aldbbi, a minimalis feszit6fak keresésére szolgdld piros-kék algoritmusban szerepl6 fo-
galmak definicigjat: takaros szinezés, kék szabaly. Bizonyitsa be, hogy a kék szabdly alkalmazéasaval
takaros szinezésbol takaros szinezést kapunk.



. Egy hosszi-hosszt nyéri sziinet alatt tobb munkat szeretnénk elvallalni. Minden potencidlis munkardl
tudjuk, hogy mely egymadst koveté napokon kell azzal dolgoznunk (ha elvallaljuk az adott feladatot) és
azt is tudjuk, hogy mekkora bevételiink szarmazik a munka teljesitésébdl. Egyszerre csak egy munkat
tudunk végezni, azaz az elvallalt munkdk intervallumai nem lehetnek atfedéek. Adjon algoritmust,
ami eldonti, hogy mely munkédkat véllaljuk el, ha az Osszbevételiinket maximalizalni akarjuk. Az
algoritmus 1épésszdma n potencidlis munka esetén legyen O(n?).

. Kvadratikus maradék probdval hash-eliink egy M = 127 méreti hash-tablaba, a K mod M hash
fliggvényt hasznalva. A kulcsok a kovetkezd sorrendben érkeznek: M,2M,3M, ... M - M, ezzel a tédbla
meg is telik. Igaz-e, hogy az igy kapott tomb egy kupacot reprezental?

. Egy 5 csicsu grafon futtatva a Floyd-algoritmust,
az utolso frissités el6tt a kovetkezé matrixunk van.
Hogyan néz ki az utolsé frissités utan a matrix?
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. Bizonyitsa be, hogy ha a MAXKLIKK eldéntési probléma komplementere NP-teljes, akkor NP C
coNP.

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: s, s9,..., s, pozitiv egész szamok

Kérdés: Van-e olyan I C {1,2,...,n} indexhalmaz, melyre | Z si — Z si| <1 fennall?
i€l igl
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. Adja meg a topologikus sorrend definicidjat! Hogyan lehet a mélységi bejarassal taldlni egy topologikus
sorrendet?

. Mi a Ladapakolds eldontési feladat? Hogyan miikodik a First Fit kozelito algoritmus? Bizonyitsa be,
hogy ez az algoritmus 2-kozelitd!

. Irja le a kupacos rendezést. Mennyi a kupacos rendezés 1épésszama n rendezendé elem esetén és miért?
(A kupacmiiveleteket nem kell részletesznie, ezek 1épésszamat nem kell belatnia.)

. Ellistajaval adott egy irdnyitott, élstlyozott graf, melyben nincsen negativ kér. Adjon O(n*) 1épésszamii
algoritmust egy olyan kor megkeresésére, ami a legaldbb harom élbol 4ll6 kordk kozott a legrévidebb
Osszsuly.

. Egy véaros uthalézata egy élsulyozott irdnyitatlan graf irja le, ami métrixos formédban adott. Az
élek silyai a csomoépontok kozott vezeté kozvetlen utak felijitdsi koltségét adjak meg. A véros
polgarmestere fel szeretné tjitani a hdzatdl a varoshazara vezetd legrévidebb utat, de hogy ez ne
legyen nagyon felting, ezért egy nagyobb tutfeltjitast tervez. Mely éleknek megfelel6 szakaszokat kel-
lene feldjitani, ha annak kell teljesiilnie, hogy:

(i) bdrhonnan barhova el lehet jutni feldjitott iton (hogy mindenki 6riiljon a varosban)

(ii) a polgdrmester hazatol a varoshazéara vezetd legrovidebb it minden része fel lesz djitva

(iii) a fenti két feltételt betartva a legkisebb koltségii feltjitast szeretnénk.

Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust, ahol n a graf pontjainak szdma. (Az ismert, hogy a feltjitandé
legrovidebb it mely élekb6l 4l Gssze, ezt nem kell megkeresniink).



. Kett6s hash-elést haszndlva akarunk beszirni elemeket egy kezdetben iires, 11 elemil hash tablaba.
Els6 hash fiiggvénynek a K mod 11 fiiggvényt, masodik hash-fiiggvénynek az

1+(K mod 6) fliggvényt valasztjuk. Hogyan véltozik a tabla a 3,6, 14, 9,25 kulcsok ezen sorrendben
torténoé beszurdsa soran?

. Magyarézza el, hogy melyik ismert NP-teljes feladat egészértékii linearis programozasi feladatként vald
megfogalmazdasa a kovetkezo:
Adott ay, ..., an,by,...by, C egész szdmok esetén maximalizaljuk (z1a1+x2a2+. .. xpa,)-t a kovetkezd

n
feltételek mellett: 0 < z; < 1 minden 1 < i < n esetén, tovabba Z x;b; < C.
i=1

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Van-e olyan 2014 olyan csticsa G-nek, melyre igaz, hogy a G-bol ezen csicsok elhagyasaval
keletkezé grafban van Hamilton-kor?
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. Ebben a feladatban kupacokkal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. Mi a kupactulajdonsdg? Mi
a kapcsolat egy kupac fas és tombos reprezentécidja kozott? Hogyan kell megvaldsitani a MINTOR
miiveletet fas reprezentacio esetén?

. frja le a Bellman-Ford algoritmus (legkisebb Osszsilyd utak megtaldldsa egy pontbdl mindenhova)
lényegét alkoté rekurzidos formulat, magyardzza el a benne szereplo jeloléseket és indokolja meg, hogy
a formula miért helyes.

. Adja meg az alébbi eldontési problémak pontos definiciéjat: MAXKLIKK, PARTICIO, PRIM. Lissa
be egyikiikrél, hogy N P-beli és lassa be egyikiikrol, hogy coN P-beli!

. Egy n-szer n-es tabldzat minden mezdje egy egész szdmot tartalmaz (negativ szamok is lehetnek). A
bal fels6 sarokbdl szeretnénk a jobb alsé sarokba eljutni gy, hogy egy 1épésben vagy egy sorral lejjebb
vagy egy oszloppal jobbra lépiink. Egy ilyen 1t értéke az titon szerepld szdmok szorzata. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust a legnagyobb értékli Gt megkeresésére.

. Adott két, egész szamokat tartalmazé tomb: A[l : n| és B[l : m|, ahol n < m. (Az egyes tombokon
beliil nincs ismétlédés.) Adjon O(mlogn) lépést hasznalé algoritmust, ami meghatérozza, hogy hany
olyan szam van, ami mindkét tombben benne van!

. Az alabbi bindris kereséfdb6l a bindris ke- (8)
res6faknal tanult eljarassal kitoroljik a 12-es e @
kulcsot. Igaz-e, hogy a sziikséges iires le-

velek besziurdsa utdn a fa csdcsai piros és ° 0 @

fekete szinnel kiszinezheték 1gy, hogy egy e e
piros-fekete fat kapjunk?

. Igazolja vagy céfolja, hogy az alabbi eldontési probléma NP-teljességébdl kovetkezne, hogy P = N P.
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G 0Osszefiiggé komponenseinek szama legaldbb 177

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G1, Go, G3 irdnyitatlan grafok

Kérdés: Igaz-e, hogy G1-nek van Ga-vel és G3-mal izomorf részgrafja is?
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. Mi a 2-3 fa definicigja? Milyen korlatok kozott mozoghat egy n kulcsot tarolé 2-3 fa magassaga?
(Bizonyitani nem kell.)

. Mondja ki és bizonyitsa be az Osszehasonlitds-alapi rendezések lépészamanak alsé korlatjardl szold
tételt!

. frja le részletesen, hogy hogyan kell megvaldsitani a beszurast és a keresést kettds hash esetén!

. Dijkstra algoritmusa nem feltétleniil taldlja meg a legrévidebb utat, ha van a grafban negativ silyd
él. Bizonyitsa be, hogy ha egy irdnyitott, élstlyozott grafban csak egyetlen negativ silyu él van, ami
raadasul elvagéél (azaz elhagydsdval nem minden pont érheté el az s kiindulépontbdl), akkor Dijsktra
algoritmusa minden pontba helyesen taldlja meg a legrovidebb utakat az s kiindulépontbdl!

. Az univerzumban szamos helyen talalhatok csillagkapuk, melyek kozott féregjaratokon lehet kozle-
kedni. Barmely két csillagkapu kozott 1étesitheté kapcsolat, de ehhez energidra van sziikség annél a
kapunal, ahonnan a jaratot inditjuk. Ismerjiik tetszoleges két csillagkapura, hogy mekkora energia
sziikséges egy koztiik vezeto féregjarat inditasdhoz és azt is ismerjiik, hogy az egyes csillagkapuknal
mekkora energiaforrasok dllnak rendelkezéstinkre. Ezen ismeretek birtokaban hatarozzuk meg, hogy
a Foldon levo ketté csillagkapu valamelyikétol el tudunk-e jutni az Atlantiszon levé csillagkapuhoz és
ha igen, akkor legaldbb hany féregjaratot kell ehhez haszndlnunk egymds utan.

. Az alabbi szomszédossagi listaval adott grafon (ahol x és y ismeretelen, nem feltétlentil egész élsiilyok)
Prim algoritmusat futtattuk.

A B(1),C(2);B : A(1),C(2), D(); C : Ax), B(2), D(y), E(y): D : B(x),C(y), E(1);

E: D(1),C(y)

Mik lehetnek x és y lehetséges értékei, ha tudjuk, hogy az A csicsbdl inditott algoritmus az AB, BD, DE, BC
éleket valasztotta ki, ebben a sorrendben.

. Igazolja vagy céfolja, hogy az alabbi eldontési probléma NP-teljességébol kovetkezne, hogy P = N P.
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van 2014 fliggetlen csics, gy, hogy a graf minden maés csicsa legfeljebb
két éllel elérhetd valamelyikbol?

. Igazolja, hogy az alabbi eldontési feladat NP-teljes:
Input: G, Gs irdnyitatlan grafok és k pozitiv egész szam

Kérdés: Igaz-e, hogy a két grafnak van kozos (egymassal izomorf) k cstcsu részgrafja?




