Algoritmuselmélet zarthelyi
2013. aprilis 3.

. Mi az a legkisebb r racionalis szam, melyre teljesiil, hogy v/1 + V2 + - 4+ /n = O(n")?

. Egy Ali, j] n x n-es tablazat minden mezG&jébe egy egész szam van irva (nem feltétleniil csak
pozitivak). Adjon O(n?) lépésszami algoritmust, ami eldonti, hogy melyik az a téglalap
alaka része a tablazatnak, melynek bal fels§ sarka egybe esik a nagy tablazat bal felsd
sarkaval és benne az elemek Osszege az (egyik) legnagyobb. (Vagyis olyan k,[-t keresiink,
amire Z Ali, j] maximaélis.)

i<k,
J<l

(Feltételezziik, hogy az alapmiiveletek barmekkora szamokkal 1 lépésben elvégezhetdek.)

. Kaphatjuk-e az 1,7,3,6,11,15,22,17, 14, 12,9 szamsorozatot ugy, hogy egy (a szokasos ren-
dezést hasznald) binaris keres6faban tarolt elemeket posztorder sorrendben kiolvasunk?

. Adjacencia-matrixaval adott n csicsu, irdnyitott grafként ismerjiik egy varos uthalozatat.
El szeretnénk jutni A pontbél B pontba, de sajnos minden csomoépontban varnunk kell a
nagy hoesés miatt, a varakozas hossza minden csomoépontra ismert és fiiggetlen attol, hogy
merre akarunk tovabmenni. Adjon algoritmust, ami O(n?) lépésben eldonti, hogy merre
menjiink, hogy a lehetd legkevesebbet kelljen varni dsszességében. (A csomdpontok kézitti
utak hosszdnak megtétele a varakozdshoz képest elhanyagolhato iddbe telik, tekintsik 0-nak.
A-ban és B-ben nem kell virakozni.)

. Adjacencia-matrixaval adott n cstcsu, élsulyozott, iranyitatlan grafként ismerjiik egy orszag
uthélozatat (a csomopontok a varosok, az élek a kozvetlen Gsszekottetések a varosok kozott).
Az élek sulya a varosok kozti tavolsagot adja meg. (Feltehetjiik, hogy a tavolsagok egészek.)
Adjon O(n®) lépésszami algoritmust, ami eldonti, hogy lehetséges-e tgy kivéalasztani ot
varost, hogy ezektsl barmely mas varos legfeljebb 50 kilométerre van. (Ezekbe a vdrosokba
lenne érdemes hokotrokat telepiteni.)

. Egy tombben adott n darab 0-t6l kiillonb6z6 egész szam (lehetnek negativak is koztiik) és
adott egy k egész szam is. Adjon O(nlogn) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy
melyik az a k elem a tombben, melyek szorzata maximalis.

. Az A[1..2013] témbben egy kupac adatstrukturat tarolunk, minden térolt elem kiilonb6zd.
Tudjuk, hogy ebben a kupacban a legnagyobb elem Ali]. Hatérozza meg i Osszes lehetséges
értékét!

. Igaz-e, hogy egy piros-fekete fa tetszsleges belss fekete cstcsdhoz tartozo részfa (az a részfa,
aminek ez a fekete cstcs a gyokere) is egy piros-fekete fa? Igaz-e ugyanez egy tetszéleges
bels6 piros csiicshoz tartozo részfara?
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. Tudjuk, hogy az f(n),g(n) : N — N fiiggvényekre igaz, hogy f(n) = Qlogn) és g(n) =
©(n'). Lehetséges-e, hogy

(a) f(n) =0O(g(n))?

(b) g(n) = O(f(n))?

(Ez két, egymastol fiiggetleniil megvalaszolando kérdés.)



. Tavmunkaban fogunk dolgozni mostantél n napon at. Nem kell minden nap bejarnunk, de
az alabbi harom feltételt be kell tartanunk :

(i) két egymaést kovetd benti munkanap kozott legfeljebb &k nap telhet el

(ii) az n nap soran legfeljebb egyszer maradhatunk pontosan k napig tavol,

(iii) az els6 és az n. napon be kell menniink.

Sajnos a kék metroval jarunk dolgozni, ami hol jar, hol nem, de szerencsére megjosoltak
nekiink, hogy a kovetkez6 n napban mely napokon lesz iizemzavar, ezeken a napokon nem
akarunk dolgozni menni (az els§ és az utols6 napon nem lesz iizemzavar).

Adjon algoritmust, ami a joslas eredményének ismeretében O(nk) lépésben meghatéarozza,
hogy legkevesebb hany bemenéssel tudjuk meguszni ezt az n munkanapot.

. Egy iskola minden osztalyaban anyak napi tinnepséget szeretnének tartani, az tinnepségeknek
délutan 6t orakor kell kezdGdniiik. Az iskolaba azonban testvérparok is jarnak, ezért azt sze-
retnék elérni, hogy a testvérek iinnepségei ne egy napon legyenek. Adjon algoritmust, ami
annak ismeretében, hogy ki kinek a testvére és melyik gyerek melyik osztalyba jar, eldonti,
hogy lehetséges-e két napra elosztani az dsszes {innepséget. Az algoritmus lépésszama O(n?)
legyen, ha az iskolaban n osztaly van. (Egy osztalyban legfeljebb 32 gyerek van, inputként
a testvérparok listajat kapjuk, ezen jelezve van, hogy melyik testvér melyik osztalyba jar.)

. Hany éle van legaldbb annak a 6 ponti, egyszertd, iranyitatlan grafnak, melyen a Dijkstra
algoritmust futtatva a D tomb kezdetben igy néz ki: 0, 2, 5, 1, oo, 7; a végén pedig igy néz
ki: 0, 2, 4, 1, 10, 7?7 Mutasson egy konkrét példat a szélsGértéket elérs grafra és lassa be,
hogy ez valoban szélsGérték.

. Egy kupac elemeit preorder bejaras szerint kiolvasva az alabbi szdmsorozatot kapjuk: 1, 17,
19, 21, 22, 31, 37, 2, 8, 3. Rekonstrualhato-e ebbdl a kupac?

. Egy k elemi szamhalmaz mediédnjan a rendezés szerinti [k/2]-edik elemet értsiik. Tervez-
zen olyan adatstruktirat, amiben n elem tarolasa esetén a BESZUR és MEDIANTOROL
értelemszerti eljarasok minden esetben végrehajthatoak O(logn) lépésben.

. Egy binaris kereséfaban n kiillonb6z6 egész szamot tarolunk. Adjon algoritmust, ami O(n)
lépésben eldonti, hogy van-e a tarolt szamok koézott két olyan, melyek kiilonbsége 2013.

. Egy piros-fekete faban minden gyokértél kiillonb6zd belsd cstics szinét ellentétesre valtoztat-
tuk és igy is egy piros-fekete fat kaptunk. Jellemezze azokat a piros-fekete fakat, amikre ez
megtorténhetett!
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. Ebben a feladatban a Floyd algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. (A Floyd-
algoritmus egy grafban minden pontpéarra meghatarozza a koztiik levé legrévidebb ut hosszat.)
(a) Mit jelol az Fy matrix Fyli, j] eleme?

(b) Hogyan kell kiszamolni az Fj,_; matrixbol az Fj, matrixot?

(c) Igazolja, hogy ez a kiszamitasi mod helyes!

(d) Mennyi a lépsszama a (b) lépés egyszeri végrehajtasanak? (A lépésszamot nem kell
igazolni.)

. Adja meg a 2-3 fa definiciojat! Adjon felsG becslést a fa szintszaméra n tarolt elem esetén,
allitasat bizonyitsa is!

. Adjon meg egy MAXKLIKK~ RESZGRAFIZO Karp-redukeiot és mutassa meg, hogy ez
valoban Karp-redukcio!



. Van egy tabla (n x m kockabol 4ll6) mogyoros csokink. Az A n x m-es matrixban adott, hogy
az egyes kockdkban hany mogyoro6 van (a mogyorok nem lognak at egyik kockabol a masikba).
Két gyerek akar osztozkodni a csokin, tgy, hogy a csokit kétfelé torik (egyenes vonal mentén,
parhuzamosan a tébla valamelyik szélével). Egy osztozkodas igazségtalansagi faktorat a
kovetkezdképpen kaphatjuk: ha az egyik darabban k; kocka csoki és m; darab mogyoré van,
a masikban pedig ks kocka csoki és msy darab mogyoro, akkor az igazsagtalansagi faktor
(k1 +ma) = (k2 +m2)|.

Adjon O(nm) lépést hasznélo algoritmust, ami eldonti, hogy melyik szétosztasnak a legkisebb
az igazsagtalansagi faktora. (Egy lépésnek szamit, ha kiolvasunk egy értéket az A méatrixbol
vagy ha Osszeadast illetve kivonast hajtunk végre két szamon.)

. Egy algoritmus lépésszaméarol tudjuk, hogy T'(n) = T'(|n/4]) + O(n?) és tudjuk azt is, hogy
T(1) =T(2) = T(3) = 1. Bizonyitsa be, hogy T'(n) = O(n?).

. Egy orszag n kis szigetbdl all. Szeretnénk néhany hajojaratot inditani a szigetek kozott ugy,
hogy barhonnan béarhova el lehessen jutni (esetleg atszallassal). Ehhez ismerjiik barmely
két szigetre, hogy mennyibe keriil egy évben a hajojarat fenntartasa kozottik illetve azt
is tudjuk, hogy mekkora az itt varhatd éves bevétel. Adjon algoritmust, ami ezen adatok
ismeretében O(n?) id6ben meghatarozza, hogy hol inditsuk el a hajojaratokat, ha a lehets
legnagyobb varhato éves hasznot (vagy a lehetd legkisebb veszteséget) szeretnénk elérni.
(Egy szigeten egy hajoallomas van csak.)

. Igaz-e, hogy ha egy X eldontési problémarol be tudnank latni, hogy X € NP\ P (vagyis X
NP-ben van, de nincs P-ben), akkor 3-SZIN¢ P?

. Igazolja, hogy a kovetkez6 eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G iranyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy mind a G-ben talalhato legnagyobb fliggetlen ponthalmaz, mind a
G-ben talalhato legnagyobb klikk is pontosan 2013 csticsot tartalmaz?
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. Ebben a feladatban a mélységi bejaréassal kapcsolatos kérdésekre kell vilaszolnia.

(a) Adja meg a keresztél definicidjat!

(b) A mélységi bejaras soran hogyan lehet a mélységi és a befejezési szamok alapjan felismerni
a keresztéleket?

(c) Bizonyitsa be, hogy iranyitatlan graf mélységi bejarasanal nincsenek keresztélek!

. Milyen miiveletek vannak a nyitott cimzésti hash-elésnél? Hogyan kell megvalositani a kere-
sést, ha a nyitott cimzést hashelésnél kvadratikus maradék probat hasznalunk?

. Adja meg az UNIO-HOLVAN adatszerkezet definiciojat! (A fakkal valé implementalast
nem kell lefrnia.) Mutassa meg, hogy mikor és hogyan hasznaljuk az UNIO és a HOLVAN
miveleteket a Kruskal algoritmusban!

. Pista bécsi fel akar ugralni egy n hosszu, fekete illetve fehér fokokbol allo csigalépcsén. Leg-
feljebb k fokot tud ugrani, de arra vigyéaznia kell, hogy paros (> 2) sok foknyi ugras utan
paratlan sokat és paratlan sok utdn mindig paros (> 2) sokat ugorjon. Adjon O(nk) lépés-
szamu algoritmust, amely megmondja, hogy fel tud-e gy ugralni a csigalépcsé tetejére, hogy
csak egyféle szind lépcssfokokat hasznél. (A lépess fokai rendszerteleniil vannak szinezve, a
szinezést ismerjiik.)



5. A hatizsakprobléma oOran tanult algoritmusat futtattuk egy konkrét inputon, melyben 3
targy szerepel. Mi lehetett ez a konkrét input, ha az alabbi tablazat keletkezett?

0/112(3[|4 |5 |6 |7
110(0]0(0]10]10]10 |10
210|055 1010|1515
310|055 |13 |13]18] 18

6. Egy iranyitatlan, élsulyozott graf az alabbi éllistaval adott (zarojelben az élsilyok):
A:B(1),D(3), E(2); B:A(1),C(3), E(1); C:B(3), D(y), E(3); D:A(3),C(y), E(x);
E:A(2), B(1),C(3), D(z).
(a) Mi lehet z és y értéke, ha tudjuk, hogy az élstilyok egész szamok és azt is tudjuk, hogy a
B cstcsbol inditott Prim-algoritmus az alabbi sorrendben vette be az éleket: BE, ED, BA,
BC.
(b) Mely éleket és milyen sorrendben valasztja ki a Kruskal-algoritmus? (Ha t6bb lehetséges
megoldés is van, akkor az Gsszeset adja meg.)
(Az algoritmusok egyenld élsulyu élek koziil véletleniil valasztanak.)

7. Létezik-e olyan X eldontési probléma, amire X ¢ NP és X < SAT egyszerre fennall?

8. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan G graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben vagy van Hamilton-it vagy G 3 szinnel szinezhets?
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1. Tegyiik fel, hogy f(n),g(n) : N — N. Mit jelent az, hogy f(n) = Q(g(n))? Mit jelent az,
hogy g(n) = O(f(n))? Adjon részletes bizonyitast arra, hogy n* + 5n® = O(n®).

2. (a) Az A[l : n] tomb elemeinek rendezésére mikor hasznalhatunk ladarendezést?
(b) Irja le a ladarendezés algoritmusat és adja meg a lépésszamat! (Bizonyitani nem kell.)

c stz

désekre kell vélaszolnia. Mi az algoritmus soran hasznalt (az 6ran KOZEL és MINSULY
nevii) tombok jelentése? Hogyan kell ezeket inicializalni? Hogyan kell ezeket a tomboket az
algoritmus futéasa sorén frissiteni?

4. Adott egy élsulyozott iranyitatlan G graf, mely nem tartalmaz negativ 6sszhossziségu kort.
A Floyd algoritmussal meghatérozzuk az Gsszes pontparra a legréovidebb utak hosszat és
kozben azt tapasztaljuk, hogy a métrix csak minden masodik frissités soran valtozik. Milyen
felsé becslést adhatunk ez alapjan a kapott legrovidebb utak élszadmara?

5. Vérosunkban trafikok fognak nyilni, Gsszesen 3n darab, ezekre palyézatot frtunk ki. A
palyazok kozott van n baratunk, azt szeretnénk, ha mindegyiksjiik pontosan 3 trafikot kapna
(nem mindenki palyazott mindenhova). Adjon algoritmust, ami annak ismeretében, hogy
melyik baratunk melyik trafikokra palyazott O(n3) lépésben eldénti, hogy eloszthatok-e a
trafikok a fenti feltételekkel és ha igen, akkor javasol is egy elosztést.

6. Epitsiink piros-fekete fat a kovetkezd elemek egymas utani beszurasaval: 21,32, 15,64, 75.

7. Lehetséges-e, hogy valamely X eldontési problamara X € NP és HAM < X egyszerre
fennélljon?



8. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan G graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G csticsai lefedhetdk két (nem feltétleniil azonos csiicsszami) pontdisz-
junkt teljes graffal?
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1. Irja le a kupacépités algoritmusat. (Az épités soran hasznélt segédeljarasokat is irja le
részletesen). Mennyi a kupacépits eljaras lépésszama, ha n elembdl épitiink kupacot? (A
lépészamot nem kell igazolni.)

2. Egy iranyitott grafrol mélységi bejaras segitségével szeretnénk eldénteni, hogy DAG-e. Mondja
ki és bizonyitsa be a kapcsolodo tételt.

3. Irja le a piros-fekete fa definiciojat!

4. A kovetkezé n munkanap mindegyikén egy-egy munka érkezik hozzank. Ha az i. munkat el-
vallaljuk, akkor azzal h; forintot keresiink, de a munka elvégzéséhez n; napra van sziikségilink
és igy a munkafelvételi napot kévets n; — 1 napon nem tudunk tjabb munkat elvallalni (ha
egy munkat nem vallalunk el aznap, amikor érkezik, akkor arrdl végleg lemaradunk). Adjon
algoritmust, ami a h;, n; értékek (1 < i < n) ismeretében O(n?) lépésben eldonti, hogy mely
munkékat vallaljuk el, hogy a hasznunk maximalis legyen. (Az nem baj, ha az utolsé munka
elvégzése nem fér bele az n napba.)

5. Egy varos uthéalozatat egy adjacencia matrixaval adott n csicsa irdnyitatlan graf irja le.

A graf cstuicsai a csomdpontoknak, az élek pedig a csomépontok kozotti kozvetlen utaknak
felelnek meg, a matrix megadja barmely két csomopontra az utazasi idét autoval a kozvetlen
aton.
Adott két (nem feltétleniil szomszédos) csomopont, A és B, azt szeretnénk elérni, hogy
nehezebb legyen A-bol B-be eljutni (azaz a leggyorsabb eljutéasi id6 ndjon), ehhez egyetlen
csomoépont-par kézott vezets kozvetlen utat egyiranyiva tehetiink. Adjon O(n?) 1épésszami
algoritmust, ami eldonti, hogy lehetséges-e ez (és ha igen, akkor javasol is egy olyan pontpért,
ahol az egyiranyusitast érdemes megtenntink.)

6. Gyorsrendezéssel akarunk rendezni, a rendezendd elemek szama 5m? log m.

Igaz-e, hogy ekkor atlagosan O(m?®) az Ssszehasonlitdsok szdma?

7. Jelolje A és B a kovetkezd eldontési problémakat. Kovetkezik-e A < B-bol az, hogy P=NP?
A:
Input: iranyitatlan G graf, k szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van k cstcsu teljes részgraf?
B:
Input: G paros graf, k szam

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van k éld parositas?

8. P-ben van vagy NP-teljes az aldbbi eldontési probléma:
Input: iranyitatlan, n cstcst G graf és egy k < n egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G olyan kiilonleges, hogy G-ben van k fliggetlen csiics és G cstcsai 3
szinnel szinezhet&k?




