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. Tudjuk, hogy az f(n), g(n) pozitiv értékeket felvevd fiiggvényekre igaz, hogy f(n) = O(g(n)).

Kovetkezik-¢ ebbl, hogy 2012'°6™ + f(n) = O(555n*""* + g(n))?

. Egy w méter széles folyén szeretnénk atkelni a folyd medrébe lerakott n darab colop segitségével.
A c0lopok a folyd két partja kozott, a folyd partjara merdleges egyenes vonalban helyezkednek
el, 0 < x1 < w9 < ...z, < w méterre a kiindulasi parttdl (w és az Osszes x; tavolsag egész
szam). Az els6 1épésben egy métert ugorhatunk, utdna pedig az igaz, hogy minden ugras vagy
pontosan egy méterrel nagyobb vagy pontosan egy méterrel kisebb, vagy ugyanakkora, mint
az el6z6. Adjunk algoritmust, ami az z; szdmok ismeretében O(nw) 1épésben eldonti, hogy &t
tudunk-e jutni a tilsé partra anélkiil, hogy a vizbe esnénk.

. Egy varosban 17 busztarsasag kozlekedik, az egyes tarsasdgok buszait csak a tarsasag sajat
buszbérletével lehet hasznélni. Nekiink maximum két térsasag bérletére van pénziink (a bérletek
ugyanannyiba keriilnek). A varos buszhalézatéat ismerjiik: barmely két megélléra adott, hogy
van-e kozottitk kozvetlen jarat (amelyik kozben nem all meg mashol) és ha igen, akkor melyik
tarsasag tizemelteti (lehet tobb tdrsasdsgnak is jarata ugyanott). Adjunk O(n?) 1épésszdmu
eljarast, ami n buszmegallé esetén eldonti, hogy melyik két bérletet vegytik meg, hogy a lehet6
legtobb buszmegélléba el tudjunk jutni a lakdsunkhoz legkozelebb esé megéllébol gyaloglas
nélkiil. (Az atszallasok szdmadra nincs korlatozés.)

. Egy irdnyitott graf csicshalmaza {A, B,C, D, E, F}, az élek és silyaik pedig az aldabbiak:
s(A,B) =2,5(A,C)=7,5(A,D)=3,s(A, F)=6,s(C,E)=3,s(D,B) =-2,s(D,C) = —4,
s(D,E)= -2, s(E,F)=4.

Futtassa ezen a grafon a Bellman-Ford algoritmust az A cstcsbdl vett legrovidebb utak hosszanak
meghatarozasara.

. Egy szalagon n = 2¥ kiilonbozé stlyi csomag varakozik, ezeket szeretnénk sorbarendezni sily
szerint novekvoen. Két eszkoziink van ehhez: egy mérlegeld szerkezet, ami a sorban elol &ll6 és
egy tetszdleges mésik csomagrél megmondja, hogy melyik a nehezebb (anélkiil, hogy a csomagok
helyzetén valtoztatna) és egy daru, ami tetszéleges csomagot a sor végére tud rakni (ekkor
persze a hatrarakott csomag utdni csomagok mind egy-egy hellyel elérébb csisznak). Adjon
olyan eljardst, ami a fenti két mfiveletbl O(nk)-t hasznalva sorbarakja az n = 2% csomagot.
A fenti két eszkozon kiviil mast nem tehetiink a csomagokkal, pl. nem rakhatjuk le ket a
szalagrol, nem mérhetjiik meg egyesével a stlyukat, de azt pl. nyilvantarthatjuk, hogy melyik
csomagokat mozgattuk eddig.

. Epitsen kupacot az 6rdan tanult (linedris idejii) kupacépité algoritmussal az aldbbi témbbol:
17,12,13,8,4,2,1. Minden lényegi 1épés utan adja meg az aktudlis allapotot és jelezze, hogy
miért tortént valtozas.

. Egy binaris keresofaban 100-nél kisebb, kiillonb6zo egész szamokat tarolunk. Egy keresés soran
az aldbbi szémokat lattuk (ebben a sorrendben): 7,x,8,97,20,10. Mik x lehetséges értékei?

. Egy piros-fekete faban az 1,2,...,10 egész szamokat taroljuk. Mely szamok allhatnak a fa
gyokerében?
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. Mikor mondjuk az f(n),g(n) : N — N fiiggvényekrol, hogy f(n) = O(g(n))? Igazolja, hogy ha
f(n) = O(g(n)), akkor g(n) = Q(f(n)).



. Irja le, hogy hogyan torténik a beszirds a nyitott cimzésti hash-elésnél, ha kettds hash-elést
hasznalunk!

. Hogyan zajlik a BESZUR eljaras a kupacoknal? Mennyi az eljaras lépésszama n elemet tar-
talmaz6 kupac esetén és miért? (Az indoklds sordan a kupac magassagéara vonatkozé allitést is
igazolja.)

. Egy foly6 mellett két varos teriil el egymassal szemben, a varosok uthalézata egy-egy adja-
cencia matrixaval adott irdnyitott graf, a két varosban Gsszesen n csomoépont van. A varosok
vezetése gyalogoshidat tervez épiteni a foly6én &t (jelenleg semmilyen hid sincs), szavazni le-
het, hogy ki hol szeretné latni a hidat, ehhez adott a lehetséges hidak listaja (két foly6parti
csomopont kozott legfeljebb egy terv van). Ugy szeretnénk szavazni, hogy az egyik varosban
lev6 A csomépontbeli lakdsunkbol a masik varosban fekvo B csomépontbeli egyetemiinkre
minél gyorsabban el tudjunk jutni gyalog. Ismerjiik a két varoson beliil a csomépontok kozti
gyaloglasi iddinket és azt is, hogy a potencidlis hidakon milyen gyorsan tudnank atgyalogolni.
Adjon algoritmust, ami O(n?) 1épésben meghatdrozza, hogy melyik gyalogoshidra adjuk a sza-
vazatunkat.

. Milyen sorrendben veszi be az E pontbdl futtatott Prim algoritmus az éleket a minimalis
feszitofaba az alabbi grafban?

. Tegytik fel, hogy coNP C P. Kovetkezik-e ebbol, hogy az alabbi eldontési feladat NP-beli?
Input: G iranyitatlan graf és egy k egész szam

Kérdés: Igaz-e, hogy G nem szinezhetd k szinnel?

. Igazolja, hogy a kovetkez6 dontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!

Input: G iranyitatlan graf

v(Q)

[ o
5019 hosszu at?

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb

(Itt v(G) a graf csicsainak szdmét jeldli.)

. Kiilfoldi 6sztondijakat szeretnénk megpalydzni, ezekhez ajanlélevelekre van szitkségiink. Ossze-
sen n helyre adunk be palyazatot, minden palyazathoz két ajanlélevél sziikséges. Ajanlélevelet
m darab embert6l tudunk kérni, de nem akarunk senkit sem tilsdgosan terhelni, ezért egy
embertdl legfeljebb egy ajanlélevelet akarunk kérni. (Az ajanldlevelek egyediek, egy levelet
csak egy palyazatnal tudunk felhasznélni.) Sajnos a pélyazatok olyanok, hogy nem minden
lehetséges ajanlé személy jé minden helyre (azt tudjuk, hogy ki hova j6). Adjon algoritmust,
ami O((n + m)nm) lépésben javasol egy lehetséges megoldést!
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. frja le a ladarendezés algoritmusat! Mennyi az algoritmus lépésszama, ha n rendezendd egész
szamunk van, melyek az [1,m] tartoméanyba esnek? A lépésszdamot indokolja is meg!



. Piros-fekete faban mit értiink egy cstics fekete-magassagan? Mondja ki és bizonyitsa be a
magassag és a fekete-magassag kozt fenndllé Gsszefliggéseket!

. Adja meg a MAXKLIKK és RESZGRAFIZO problémak pontos definicijdt és adjon meg egy
MAXKLIKK < RESZGRAFIZO Karp-redukciét! (A Karp-redukeié josagat nem kell igazolni.)

. Egy nagy nyari fesztivalon tobb helyszinen zajlanak a programok, 0sszesen n esemény van.
Elore eldontjiik, hogy mik érdekelnek minket és azt is eldontjiik, hogy amire elmegytink, azon
az elejétdl a végéig ott lesziink. Tudjuk, hogy melyik program mikor kezdodik és végzdodik
(tegyiik fel, hogy cstszas nincs) és ismerjiik azt is, hogy a helyszinek kozott mennyi id6 alatt
lehet 4térni. Adjon O(n?) lépésszdmu algoritmust, ami a minket érdekld programok koziil
kivalasztja a lehet6 legtobbet, amin részt tudunk venni.

. Egy 2-3 fdban az alabbi kulcsokat taroljuk: 1,5,7,8,12,13,20,21, a levelek feletti szinten a
csucsoknak (balrdl jobbra haladva) 3, 3,2 levelik van.

(a) Rajzolja fel a 2-3 fat, adja meg a belsé csicsokban levé cimkéket is!

(b) Szirja be a fdba a 6-ot, adja meg az igy kapott fat (a bels6 csicsokban levé cimkéket is)!

. Egy véaros uthalozatat egy adjacenciamatrixaval adott irdnyitatlan, n csicsu graf irja le. A
varos utjai kivétel nélkiil feltjitasra szorulnak, minden élre adott a megfelel6 titszakasz felijitasi
koltsége. Szerencsére a varos annyi pénzt igényelhet tutfeldjitasra, amennyit csak akar, de az
Osszes tervezett utfelujitast egyszerre kell elvégezni és ha egy utszakaszon dolgoznak, akkor az
az ¢l nem hasznéalhaté. Szeretnénk a lehetd legnagyobb koltségii felijitast megtaldlni azzal a
feltétellel, hogy a varosnak jarhatonak kell maradnia ekozben, azaz barmely két csics kozott
kell, hogy legyen 1t feltijitds ald nem esd élekbél. Adjon algoritmust, ami O(n?) idében taldl
egy ilyen felujitast!

. Jelolje Y az alabbi eldontési feladatot:
Input: G irdnyitatlan graf és egy k egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben nincsen k-foku cstics?

Lehetséges-e, hogy NP # P ésY < RH egyszerre fennall?

. Igazolja, hogy a kovetkezd eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G irdnyitatlan graf és G egy kijelolt v cstcsa

Kérdés: Igaz-e, hogy G kiszinezhetd 4 szinnel gy, hogy v szomszédainak szinei kozott a v
csucsatol kiilonbozo osszes tobbi 3 szin elofordul?
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. Irjale a beszurasos rendezés bindris keresést hasznalé valtozatanak algoritmusat! Hany 6sszeha-
sonlitast és hany mozgatast hasznal az algoritmus n rendezendo elem esetén? A 1épésszamokat
bizonyitsa is be! (A bindris keresés 1épésszamat fel lehet hasznalni bizonyitas nélkiil.)

. Ebben a feladatban a piros-kék algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell valaszolnia. Mit
jelent az, hogy egy szinezés takaros? Mondja ki a kék szabalyt és mutassa be, hogy a Prim
algoritmusban hogyan hasznaljuk a kék szabalyt!

. frja le a Bellman-Ford algoritmus lényegét add rekurzios formulat és magyarazza el a benne
szerepld Osszefiiggést!



. Egy varos uthalozatat egy adjacencia matrixaval adott n csicsu irdanyitott graf irja le. A graf
egyik csucsdaban levé allatkertbol 6t elefant szokott meg, ezeket szerencsére elfogtak, a varos
ot kiilonbozo pontjan tartjak oket ketrecben. Szeretnénk egy elefant-szallité autéval mindet
begytijteni, de az elefantok és az auté is nehéz, nem minden iton tudunk vele haladni. Minden
élre ismert, hogy ott hany elefanttal tudunk kozlekedni és ismert az élhez tartozd 1t hossza
is. Adjon O(n?) 1épésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy be tudjuk-e egy korben gytijteni az
Osszes elefantot (az allatkertbdl indulva és 6t elefénttal oda visszaérkezve) és ha ez lehetséges,
akkor javasol is egy lehetséges legrovidebb utvonalat. (Ha egy elefantot felvettiink, akkor azt
csak az allatkertben engedjiik ki. )

. Javasoljon adatszerkezetet nagy létszamu szobeli vizsgan felkésziilés kozben levo hallgatok nyil-
vantartasara. A kovetkezé harom miiveletet van:

TETELT- KAP(X, T): bejegyzi, hogy az X Neptun-kédu hallgaté T idépontban tételt kapott
(egy idépontban egy ember kap csak tételt)

KOVETKEZO: a legrégebben késziilo hallgaté Neptun-kédjat adja meg
VIZSGAZNIMEGY (X): X kédu hallgat6t kiveszi a felkésziild hallgaték koziil (nem mindig a
legrégebben késziilé hallgaté megy Vlzsgaznl)

Ha n felkésziil6 hallgaté van, akkor a KOVETKEZO miivelet lépésszama legyen O(1), a méasik
kett6é O(logn).

. Hajtsa végre az A csucsbdl a mélységi bejarast az alabbi éllistaval megadott iranyitott grafon,
rajzolja fel a kapott feszitéfat és osztalyozza a graf éleit! A graf éllistaja A:D, E; B:A, G;
C:D,G; D:B, F; E:C; F: B; G:D.

. Jelolje Y az alabbi eldontési feladatot:

Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy GG-ben nincsen 2012 elemt fliggetlen csicshalmaz?

Igaz-e, hogy ha SAT< Y fenndl, akkor P # N P?

. Igazolja, hogy a kovetkezo eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: S = {s1,82,...,8, | $; € Q" minden 1 < i <n esetén}

Kérdés: Igaz-e, hogy létezik olyan diszjunkt S = S; U Sy U {s;} felosztdsa a szdmoknak, hogy
az Si-beli szamok Osszege megegyezik az Sa-beli szamok Gsszegével?
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. Az alabbi feladatban a Dijkstra algoritmussal kapcsolatos kérdésekre kell vélaszolnia. Hogyan
(mikor) keriil egy elem a KESZ halmazba? Hogyan frissitjiikk a D tombdt, miutan egy x cstcs
a KESZ halmazba keriilt?

. frja le, hogy hogyan kell elemet tordlni egy 2-3 fabol! Mennyi a miivelet 1épésszama, ha a faban
n elemet tarolunk? (A lépésszamot nem kell igazolni.)

. Adja meg a 3-SZIN és a MAXFTLEN eldontési problémék pontos definiciéjat és adjon meg
egy 3-SZIN< MAXFTLEN Karp-redukciét! (A Karp-redukcié helyességét nem kell igazolni.)

. Két utazdiigynok érkezik Csillagvarosba tizleti utra. A varos uthalézatat egy n + 1 csicsu
iranyitatlan graf irja le, ahol a kozponti vy ponthoz a vy,...,v, pontok egy-egy éllel csillag-
szeriien kapcsolédnak, a varosban més Ut nincs. Minden (v, v;) élre ismert, hogy hany (egész)
percig tart végigutazni rajta (barmelyik irdnyban), illetve minden v; (1 < ¢ < n) csicshoz



tartozik egy h; (egész) szam is, ekkora bevételt lehet elérni az adott cstics meglatogatasaval (a
latogatds pillanatszert).

Az iigynokok egymastdl fliggetlentil haladnak, de utjukat mindketten a vy csicesbdl inditjak és
ott is fejezik be, egy v; (1 < i < n) csicsba legfeljebb az egyikiik latogathat el és legfeljebb
egyszer. Az utazasra Osszesen fejenként 1" perc (1" pozitiv egész) éll rendelkezésiikre. Javasoljon
O(nT?) koltségli algoritmust, amely meghatdrozza a kettejiik altal kozosen elérhetd maximélis
bevételt!

. Ellistéval adott egy iranyitatlan élsilyozott G graf és benne egy kijelolt v cstcs. Javasoljon
O(elogn) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy létezik-e olyan minimalis stlyt feszit6fa
G-ben, amelyben a v cstcs elséfokt, és ha létezik, akkor meg is ad egy ilyet.

. Az alabbi iranyitott G grafnak
(a) adja meg egy topologikus sorrendjét, majd
(b) hatarozza meg minden cstcsra a B cstcsbdl oda vezetd leghosszabb 1t hosszat!

. Tegyiik fel, hogy NP C P. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az aldbbi eldontési feladat coNP-beli?
Input: G iranyitatlan, paros graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben létezik két éldiszjunkt maximélis péarosités?

. Igazolja, hogy a kovetkezo eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes!
Input: G irdnyitatlan graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G cstcsait két diszjunkt halmazra lehet osztani ugy, hogy a két halmazon
beliil 0sszesen legfeljebb 2012 él fut?




