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. A valds szdmokbdl all6 aq, . . ., a,, sorozat olyan, hogy az a?, a2, ..., a? sorozat egy darabig né, utdna csokken. Adjon
’ ) ) 1> %2> » Y ’

O(n) 6sszehasonlitdst haszndlé algoritmust, ami rendezi az aq, .. ., a,, sorozatot.

. Egy kezdetben iires binaris kereséfan hajtsa végre az alabbi miiveleteket és minden 1épés utan rajzolja le a kapott
fat!

BESZUR(6), BESZUR(3), BESZUR(5), BESZUR(15), BESZUR(10), BESZUR(20),

BESZUR(12), BESZUR(14), TOROL(15), BESZUR(4), TOROL(3).

. Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsiag megsértése nélkiil
(a) néhdny fekete csicsot dtvaltoztathatunk pirosra?

(b) valamelyik (csak egy) fekete csiicsot atvaltoztathatjuk pirosra?

(Mést nem véltoztatunk a fan.)

. Ha adott n szdm, akkor hivjuk koziilik k6zéps6 elemnek a rendezés szerinti [n/2]-ediket.

Kezdetben adottak az a1, as, ..., a, egész szamok, amikrél tudjuk, hogy az a; a kézépsé elem, egyébként a szamok
rendezetlenek. Ezekbdl épitsen fel egy adatszerkezetet, amiben két miivelet van:

BESZUR: egy 1j elemet illeszt az adatszerkezetbe,

KOZEPTOR: az aktuslis kozépsé elemet torli.

Mindkét miivelet megvaldsitdasa O(log k) Osszehasonlitdst hasznéljon, amikor k tdrolt elem van, az adatszerkezet
kezdeti felépitése legyen O(n) &sszehasonlitas.

. A kezdetben iires M = 9 méretl hashtabldba a h(z) =  (mod 9) hash-fiiggvény segitségével az adott sorrendben
rakja be a 4, 27, 18, 13, 9, 10, 30 elemeket

(a) linedris prébaval;

(b) kvadratikus prébéaval.

Mindkét esetben minden 1épés utan irja le a kapott tombot és jelolje, hogy az aktudlis elem hol okozott iitkozést.

. Tekintsiik az olyan G irdnyitott grafokat, amelyekben ha eltekintiink az élek irdnyitasatél, akkor a kapott iranyitatlan
G’ gréf osszefiiggd. A G graf egy mélységi bejdrdsdndl maximalisan hdny olyan csics lehet, amelyre a mélységi és
a befejezési szam megegyezik?

. Az n x n méretil tdbla minden mezdjére egy pozitiv egész szdm van {rva, az i-edik sordnak j-edik elemére Ali, j],
ahol 0 < 4,57 < n. Feladat, hogy az els6 oszlopbdl eljussunk az utolsé oszlopba gy, hogy egy 1épésben mindig a
kovetkez6 oszlopba lépiink, és azon beliil, ha az i-edik sorban voltunk, akkor a kovetkezd 1épésben vagy az (i — 1)
(mod n) vagy az i vagy az (i + 1) (mod n) szami sorba keriilhetiink. Adjon O(n?) 1épésszdmu algoritmust, ami
meghatarozza, hogy az els6 oszlop melyik elemébdl induljunk, ha azt akarjuk, hogy a bejart mezdékon levé szamok
Osszege minimélis legyen (az utolsé oszlop barmelyik mezdje lehet az utolsé olyan mez8, amire rdlépiink).

. Kutyasétaltataskor egy parkban egy gazda egy rogzitett, egyenes szakaszokbdl all6 titvonalon halad, aminek téréspontjai
t1,...,tn, a bejaratot jelolje tg, a kijaratot t,41. A kutydja szabadon szaladgdl, de a ¢; pontokban talalkozik

a gazddjdval. A t; és t;11 pontokban vald taldlkozds kozott a kutya szeretne egy fat is megldtogatni (minden
i=0,1,...,n esetén legfeljebb egyet-egyet). Legyenek adottak az s(t;,t;1+1) tdvolsdgok (0 < ¢ < n), valamint min-
den fanak az 6sszes t; ponttdl vett tavolsaga. Tegyiik fel, hogy két taldlkozas kozott a kutya legfeljebb kétszer akkora
tavolsdgot tud megtenni, mint a gazda. Adjon algoritmust, ami segit a kutydnak eldonteni, hogy mikor melyik fat
ldtogassa meg ha a kutya célja, hogy minél tobb fandl jarjon. Az algoritmus lépésszdma legyen O(n?f + nf?), ahol

f a parkban lev6 fak szamat jeloli.
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. frja le a lddarendezés és a radixrendezés algoritmusét (az algoritmusok helyességét nem kell bizonyitani). Mennyi
ezeknek a rendezéseknek a lépésszama és miért?

. frja le a minimalis feszitéfa keresésére szolgalé Prim-algoritmust. Mennyi a 1épésszama, ha éllistat és kupacot
hasznalunk az algoritmusban? (Az algoritmus helyességét és a lépésszdmot nem kell indokolni.)

. Ismertesse a ladapakolas feladatot és irja le az erre vonatkozé First Fit eljardst. Ez milyen megoldast taldl az
optimalishoz képest? Valaszat indokolja is!

. Jelolje egy algoritmus maximaélis 1épésszamdt az n hosszi bemeneteken L(n). Tudjuk, hogy L(n) < L(n—1) +n/2
teljesiil, ha n > 3 és tudjuk, hogy L(3) = 3. Kovetkezik-e ebbél, hogy az algoritmus lépésszama O(n?)?



D. frjon le egy olyan adatszerkezetet, amivel egész szamok véges sok részhalmazat tarolhatjuk, ha minden tarolandé
T; halmaznak véges sok eleme van.
Harom miiveletet definidlunk, a BESZUR lépésszama legyen O(|T;]), a masik két miiveleté pedig O(|T;| + |T5]).

BESZUR(Z’,x):/ a T; halmazhoz hozzédveszi az = egész szamot
METSZETMERET(,j): megadja a két halmaz metszetének |T; N T};| elemszadmé&t
UNIOMERET(4,7): megadja a két halmaz uniéjdnak |T; U Tj| elemszamat.

6. A G = (V,E) irdnyitott grafban az élek egy része z6ld, a tobbi pedig kék. Ketten jatszanak, a zold jatékos a zold
élek mentén barhova mozoghat ahova tud, a kék jétékos pedig a kék élek mentén (nem kell felvdltva 1épniiik, de
mindenki csak a sajdt szinil éleket haszndlhatja). A zold jatékos a z € V pontbdl, a kék a k € V pontbdl indul.
Azt akarjuk meghatérozni, hogy a szabélyok betartdsdval milyen kozel tudnak egyméshoz keriilni. (Ha lehetnek
ugyanazon a ponton, akkor ez az érték 0). A G graf élei pozitiv szdmokkal silyozottak, két pont, x és y, tdvolsdga
az x-bdl y-ba illetve az y-bol x-be vivo legkisebb Gsszsilyu utak koziil a kisebbik silya. A graf a matrixdval adott,
amiben minden élnek adott a szine is. Adjon algoritmust, ami n pontd graf esetén O(n?) 1épésben megoldja a
feladatot.

7. A G irdnyftatlan graf minden x pontjdhoz tartozik egy s(z) sily. Célunk, hogy olyan feszitéfat taldljunk a grafban,
amiben a levelekhez tartozé silyok Osszege minimalis. Fogalmazza meg a feladathoz tartozo nyelvet és vagy lassa
be réla, hogy P-ben van vagy azt, hogy NP-teljes.

8. Legyen w = wywsy---w, egy n betlibol allé sz6. Hivjuk részszénak w egy tetszoleges w;w;41 - - - w;yi darabjat
(1<i<n-—1,1<k<n-—1i). Adjon algoritmust, ami O(n) 1épésben meghatarozza az Gsszes a-val kezd6d§ és b-re
végzOd6 részszd szamat.
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1. frja le a legrovidebb utak keresésére szolgdlé Dijkstra-algoritmust. Mi az algoritmus alkalmazdsdnak feltétele? (Az
algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus 1épésszdma, ha a graf a matrixdval van megadva
és miért?

2. Definidlja az UNIO-HOLVAN adatszerkezetet. Mennyi az egyes miiveletek 1épésszdma tombos, illetve fas (1itossze-
nyomds nélkiili) megvalésitas esetén? (Indoklds nem sziikséges.)

3. Definidlja a P és az NP nyelvosztalyt; mi az egyméashoz val6 viszonyuk? Valaszat indokolja is meg.

4. Jelolje egy algoritmus maximélis 1épésszdmat az n hosszd bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4
péros szémra L(2k) < L(2k —2)+1 teljesiil, és hogy L(4) = 10. Kovetkezik-e ebbél, hogy az algoritmus lépésszdma
O(n)?

5. Adott egy n csticsi és egy k csticsi piros-fekete fa. A két fadban térolt Gsszes elembdl O(n + k) 1épésben készitsen
egy rendezett tombot.

6. Utépitéskor a koérnyéken sok helyen felszedték a jardat. Az épiték 1-tél m-ig megszamoztdk a fontos pontokat
(kapualj, ttkeresztez6dés, stb.). A kornyék allapotdt két n x n tdblazat irja le. A J téblazatban J[i,j] = 1, ha az
1 és j pontok az utcan szomszédosak és megmaradt az ezeket Gsszekotd részen a jarda, egyébként az érték 0. A P
tdbldzat az ideiglenesen elhelyezhetd pallkat {rja le: ha az i és j pontok sszektothetSek egy palléval, akkor Pli, j]
ennek a pallonak a koltsége. Amennyiben a két pont nem kothetd ssze egy palloval, akkor a tablazatban * szerepel.
(Minden pall6 pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy mindenhonnan mindenhova el tudjunk jutni
(hol jérdan hol pallén haladva). Az épiték célja, hogy tgy vélasszak meg a pallék helyét, hogy minél kevesebb
pallét kelljen haszndlniuk, és ezen beliil a pallok értékeinek 6sszege minimalis legyen. frjon le egy algoritmust, ami
O(n?) lépésben javasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra tetszélegesen sok palld illeszkedhet, és a gyalogosok az
egy pontra illeszkedé pallék barmelyikérél barmelyikére &t tudnak lépni.)

7. Mutassa meg, hogy az aldbbi nyelv P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:
L=A{(F,...,Fyr) : F, CA|F]| =3, az F; halmazok kozott van
r paronként diszjunkt}

8. Egy téglalap alaku telken néhany fa all. Térképtinkon a telket egy n x k négyzetracs abréazolja, és azt latjuk, hogy
fak csak racspontokban vannak. Egy olyan, a telek oldalaival parhuzamos oldalu téglalap alakd hazhelyet szeretnénk
kijelolni, aminek cstcsai rdcspontok. Célunk, hogy a kijelolt teriilet belsejében ne legyen fa (a hatdrdn mar lehet)
és a kijelolt téglalap kisebbik oldaldnak hossza a lehetd legnagyobb legyen. Adjon O(nk) lépésszamu algoritmust
egy ilyen hazhely meghatarozasara, ha egy listdban adottak a fak helyzetét leiré racspontok koordinatéi.
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. Definiélja a piros-fekete fakat. Mi a kapcsolat egy cstics magassaga és fekete magassaga kozott? Allitasat bizonyitsa
is bel!

. frja le a mélységi bejdrds algoritmusat. (A pontok kétféle szdmozdsa és az élek osztdlyozdsa nem kell.) Mennyi az
algoritmus 1épésszama matrixos, illetve éllistds megadds esetén és miért?

. Definidlja a Karp-redukciét és mutasson ra egy példat. A példa helyességét indokolja is meg.

. Egy A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy az n hosszi bemeneteken a lépésszdma O(nlogn). Lehetséges-e, hogy
(a) van olyan x bemenet, amin a lépésszama |x|3 ?

(b) minden x bemeneten legfeljebb 2007|x| 1épést hasznal?

(Szokés szerint |x| az x sz6 hosszét jeldli.)

. Egy szamitogéphalézatban n szamitogép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik gép iizenetet kiild a j-ediknek
(i, j,t) formdban feljegyeziink, ahol a t egész szdm az tizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban a ¢ idépontban
egy gép tobb gépnek is kiildhet tizenetet. Ha a t id0pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy (4,7, t) iizenet
hatésara a j-edik gép megfertézodhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 id6ponttdl kezdve mar a j-edik gép is virusos
lehet. Legyen adott az (i, j,t) hdrmasoknak egy m hosszud listdja, valamint x, y és g < t1 egész szdmok. Azt kell
eldonteniink, hogy ha az x-edik gép a to idépontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t; id6pontban
virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérdést O((t1 — to)n + m) 1épés utdn megvélaszolja.

. Igazolja, hogy ha a 3SZIN nyelv benne van co NP-ben, akkor NP=co NP.
. Tudjuk, hogy a sikgrafokbdl all6 nyelv P-ben van. Legyen a SIK-MAXKLIKK nyelv a kovetkezo:

{(G,k) | G egy sikgréaf, amiben van k ponti klikk }
Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a nyelv P-ben van.

. Egy n és egy m karakterbdl all6 szovegben meg akarjuk talalni a legnagyobb azonos darabot, azaz ha az egyik
szoveg aias -« - a, €8 a masik b1by - - - by, akkor olyan
1 <i<nésl<j<m indexeket keresiink, hogy

Qit1 =bjy1,ai42 = bjyo, .., Qv = bjpy

teljesiiljon a lehetd legnagyobb t szdmra. Adjon erre a feladatra O(mn) 1épést haszndlé algoritmust.
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. Definidlja a 2-3 fat, sorolja fel a miiveleteit (az algoritmusokat nem kell leirni). Ha n elemet tarolunk egy 2-3 fiban,
akkor mennyi lehet a fa minimadlis, illetve maximélis szintszdma? Valaszat indokolja is meg!

. frj le az Gsszes pontparra a legrovidebb 1t hosszat meghatarozé Floyd-algoritmust. Mennyi az algoritmus 1épésszama?
(Indokolni nem kell.)

. Fogalmazza meg a hatizsdk problémat, irja le a megoldasara valé dinamikus programozéast hasznélé algoritmust és
indokolja az algoritmus helyességét. Mennyi az algoritmus 1épésszama?

. Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utdn kdzvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) =
O(fj(n)) teljesiiljon!
filn) = 21900 9% p) — 20070 fy(n) = 3.

. Adott a sikon n pont, melyek koordindtéi (a1,b1), (az,bs),. .., (an,b,). Olyan
P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az aldbbi Gsszeg minimadlis.

n

Z(M — x|+ [b; —yl)

i=1
Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghatiroz egy ilyen P pontot.

. Jelolje Ly az iranyitatlan osszefiiggd grafokbol allé nyelvet és Lo a Hamilton-kort tartalmazé grafokbdl allé nyelvet.
Lehetséges-e, hogy L1 < Lo, illetve hogy
Ly < Ly 7 Valaszat indokolja is meg!



7. Egy hivatal 1j épiiletbe fog koltézni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet haszndlhaté fel irodak ki-
alakitasara. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk eldonteni,
hogy meg lehet-e oldani a koltozést gy, hogy egyetlen részleg se legyen kettévagva, azaz egy részleg teljes egészében
egy emeleten legyen (de egy emeletre kertilhet tobb részleg is). Igazolja, hogy a problémdhoz kapcsolédé nyelv P-ben
van, vagy azt, hogy a nyelv NP-teljes.

8. Egy elore rogzitett utvonalon tugy indulunk el, hogy az auté L literes tankja tele van. Uticélunkhoz gy akarunk
elérni, hogy legaldbb egy fél tanknyi benzin maradjon az autéban. Tudjuk, hogy az utunkba esé n benzinkut koziil
melyikben mennyibe keriil a benzin, tovabba, hogy két szomszédos benzinkit kozott, valamint a kiinduléponttdl az
els6 benzinktig, illetve az utolsé benzinkuttdl a célunkig mennyi benzint fogyaszt az autd. Az egyszerliség kedvéért
ha megallunk egy benzinkitnal, akkor mindig tele tankolunk. Adjon algoritmust, ami O(Ln?) 1épésben megmondja,
hogy hol alljunk meg tankolni ha azt akarjuk, hogy utunk soran a benzinkoltség minimalis legyen.




