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. Egy kezdetben iires bindris kereséfan hajtsa végre az alabbi miiveleteket és minden 1épés utan rajzolja le a kapott
fat!

BESZUR(6), BESZUR(3), BESZUR(5), BESZUR(15), BESZUR(10), BESZUR(20),

BESZUR(12), BESZUR(14), TOROL(15), BESZUR(4), TOROL(3).

. Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsiag megsértése nélkiil
(a) néhany fekete csicsot atvéltoztathatunk pirosra?

(b) valamelyik (csak egy) fekete csiicsot atvaltoztathatjuk pirosra?

(Mést nem véltoztatunk a fan.)

. Ha adott n szdm, akkor hivjuk koziiliik k6zéps6 elemnek a rendezés szerinti [n/2]-ediket.

Kezdetben adottak az ai,as, ..., a, egész szamok, amikrdl tudjuk, hogy az a; a kozépso elem, egyébként a szdmok
rendezetlenek. Ezekbdl épitsen fel egy adatszerkezetet, amiben két miivelet van:

BESZUR: egy 1j elemet illeszt az adatszerkezetbe,

KOZEPTOR: az aktualis kozépsé elemet torli.

Mindkét miivelet megvaldsitdsa O(logk) Osszehasonlitdst hasznéljon, amikor k tdrolt elem van, az adatszerkezet
kezdeti felépitése legyen O(n) &sszehasonlitas.

. A kezdetben iires M = 9 méreti hashtdbldba a h(z) = x (mod 9) hash-fiiggvény segitségével az adott sorrendben
rakja be a 4, 27, 18, 13, 9, 10, 30 elemeket

(a) linedris prébaval;

(b) kvadratikus prébéaval.

Mindkét esetben minden 1épés utan irja le a kapott tombot és jelolje, hogy az aktudlis elem hol okozott titkozést.

. Tekintsiik az olyan G irdnyitott grafokat, amelyekben ha eltekintiink az élek irdanyitasatdl, akkor a kapott iranyitatlan
G’ gréf osszefiiggd. A G graf egy mélységi bejdrdsdndl maximalisan hdny olyan csics lehet, amelyre a mélységi és
a befejezési szam megegyezik?

. Az n x n méretll tdbla minden mezdjére egy pozitiv egész szdm van {rva, az i-edik sordnak j-edik elemére Ali, j],
ahol 0 < 4,5 < n. Feladat, hogy az els6 oszlopbdl eljussunk az utolsé oszlopba gy, hogy egy 1épésben mindig a
kovetkezd oszlopba 1épiink, és azon beliil, ha az i-edik sorban voltunk, akkor a kovetkezd 1épésben vagy az (i — 1)
(mod n) vagy az i vagy az (i + 1) (mod n) szamu sorba keriilhetiink. Adjon O(n?) 1épésszamu algoritmust, ami
meghatarozza, hogy az els6 oszlop melyik elemébdl induljunk, ha azt akarjuk, hogy a bejart mezékon levé szamok
Osszege minimélis legyen (az utolsé oszlop barmelyik mezéje lehet az utolsé olyan mez6, amire ralépiink).

. Legyen L = {w+#k : 3M,, Turing-gép és van olyan k hosszi sz6, amit M, nem fogad el}. Igazolja, hogy L € coRE.

. Legyen L = {((s1,t1),---,(Sn,tn); k) : siyt; € {0,1}* az (s;,¢;) parokhoz tartozé Post megfeleltetési problémanak
van legfeljebb k darabbdl 4116 megolddsa }. Mutassa meg, hogy az L nyelv rekurziv.
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. Ismertesse a (bindris) kupac adatszerkezetet, sorolja fel a miiveleteit és irja le részletesen a BESZUR eljaras algo-
ritmusat. Mennyi a BESZUR lépésszama és miért?

. frja le a legrovidebb utak keresésére szolgalé Bellman-Ford- algoritmust. Mi az algoritmus alkalmazasanak feltétele?
Métrixos megadds esetén mennyi az algoritmus 1épésszama? (Az algoritmus helyességét és a 1épésszamot nem kell
bizonyitani.)

. Definidlja a Karp-redukciét és mutasson réa egy példat. (A példa helyességét indokolja is meg.)

. Az alabbi fiiggvényecket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetlenill f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) =
O(fj(n)) teljesiiljon!

1
filn) = mng logn, f2(n) = 10*(logn)® — 100logn fa(n) = 8los™,

(A vélasz helyességét bizonyitani is kell!)

. A G Osszefiiggd irdnyitatlan grafnak n csticsa és n + 1 éle van. A graf élei silyozottak. Adjon O(n) lépéses
algoritmust, ami az éllistdval adott G-ben taldl egy minimalis silyu feszit6fat.



. A Bizonytalan Turing-gép egy olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, ami minden bemeneten megall, és eredményiil
vagy azt adja, hogy IGEN vagy azt, hogy NEM, vagy azt, hogy TALAN. Ugyanarra a bemenetre a nemdeterminisztikus
valasztasoktdl fliggden kiilonb6z6 szamitdsi dgakon kiillonboz6 eredményt kaphatunk. Egy ilyen géprél azt mondjuk,
hogy elfogadja az L nyelvet, ha

(1) minden w € L széra az eredmény minden 4gon csak IGEN vagy TALAN lehet, és van olyan szdmitdsi 4g, ahol az
eredmény IGEN,

(2) minden w ¢ L széra az eredmény minden agon csak NEM és TALAN lehet, és van olyan szdmitasi 4g, ahol az
eredmény NEM.

Igazolja, hogy ha az L nyelv felismerhet6 egy polinom idékorlatos Bizonytalan Turing-géppel, akkor L € NPNco NP.
. Legyen L egy olyan nyelv, amelyre L € co SPACE(logn). Igazolja, hogy ekkor L € P.

. Legyenek adottak az ay,as, - - ,a, nem feltétleniil killonb6z6 pozitiv egész szamok, és még egy k pozitiv egész szam.
Adjon algoritmust, ami O(nk) 1épésben meghatédrozza, hogy a k szdm hényféleképpen allithaté el az a; szdmok
koziil néhdny osszegeként. (Két eldéllitas kiilonbozd, ha a megfeleld indexek halmaza kiilonbozik.)
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. frja le a legrovidebb utak keresésére szolgalé Dijkstra-algoritmust. Mi az algoritmus alkalmazdsdnak feltétele? (Az
algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus 1épésszama, ha a graf a méatrixdval van megadva
és miért?

. Definidlja az UNIO-HOLVAN adatszerkezetet. Mennyi az egyes miiveletek lépésszdma tombos, illetve fas (itdssze-
nyomds nélkiili) megvaldsitds esetén? (Indoklds nem sziikséges.)

. Definidlja az R és RE nyelvosztalyokat. Adjon meg egy olyan nyelvet, ami egyikbe sem tartozik és bizonyitsa is ezt
be.

. Legyen ¥ egy véges abc és f : X* — ¥* egy kolcsonosen egyértelmil rekurziv fliggvény. Kovetkezik-e ebbol, hogy
f inverze is rekurziv fliggvény?

. Adott egy m csicsu és egy k csicsu piros-fekete fa. A két faban tdrolt sszes elembél O(n + k) lépésben készitsen
egy rendezett tombot.

. Utépitéskor a kornyéken sok helyen felszedték a jardat. Az épitok 1-t6l n-ig megszamoztak a fontos pontokat
(kapualj, utkeresztezddés, stb.). A kornyék allapotat két n x n tdbldzat irja le. A J tabldzatban J[i,j] = 1, ha az
1 és j pontok az utcan szomszédosak és megmaradt az ezeket 6sszekotd részen a jarda, egyébként az érték 0. A P
tébldzat az ideiglenesen elhelyezhetd palldkat irja le: ha az i és j pontok Gsszektdthetéek egy palléval, akkor Pli, j)
ennek a pallénak a koltsége. Amennyiben a két pont nem kothetd Ossze egy palloval, akkor a tabldzatban * szerepel.
(Minden pallé pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy mindenhonnan mindenhova el tudjunk jutni
(hol jérdén hol pallén haladva). Az épiték célja, hogy tgy vélasszak meg a pallék helyét, hogy minél kevesebb
pallét kelljen hasznéalniuk, és ezen beliil a pallok értékeinek Gsszege minimalis legyen. frjon le egy algoritmust, ami
O(n?) lépésben javasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra tetszélegesen sok palld illeszkedhet, és a gyalogosok az
egy pontra illeszkedd pallék barmelyikérdl barmelyikére at tudnak lépni.)

. Mutassa meg, hogy az aldbbi nyelv P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:
L={(F1,...,Fy;r) : F;CA,|F| =3, az F; halmazok koézott van

r paronként diszjunkt}

. Egy téglalap alaku telken néhany fa all. Térképtinkon a telket egy n x k négyzetracs abrézolja, és azt latjuk, hogy
fak csak racspontokban vannak. Egy olyan, a telek oldalaival parhuzamos oldalu téglalap alakd hazhelyet szeretnénk
kijelolni, aminek cstcsai rdcspontok. Célunk, hogy a kijeldlt teriilet belsejében ne legyen fa (a hatdrdn mar lehet)
és a kijelolt téglalap kisebbik oldaldnak hossza a lehetd legnagyobb legyen. Adjon O(nk) lépésszamu algoritmust
egy ilyen hézhely meghatarozasara, ha egy listdban adottak a fak helyzetét leiré racspontok koordinatéi.
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. Definidlja a piros-fekete fakat. Mi a kapcsolat egy csiics magassaga és fekete magassaga kozott? Allitasat bizonyitsa
is bel!

. frja le a mélységi bejdras algoritmusat. (A pontok kétféle szdmozdsa és az élek osztdlyozdsa nem kell.) Mennyi az
algoritmus 1épésszama matrixos, illetve éllistds megadds esetén és miért?



. (a) Definidlja az univerzdlis és a megélldsi nyelvet.
(b) Mi a viszonyuk az RE osztdlyhoz? (A vélaszt nem kell indokolni.)
(c¢) Az univerzalis nyelv benne van-e az R osztédlyban? Vilaszdt indokolja is!

. Egy A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy az n hosszi bemeneteken a lépésszdma O(nlogn). Lehetséges-e, hogy
(a) van olyan x bemenet, amin a lépésszama |x|3 ?

(b) minden 2 bemeneten legfeljebb 2007|z| 1épést hasznal?

(Szokés szerint |x| az x s26 hosszét jeldli.)

. Legyen L = {Otlt2 : t=1,2,...}. Mutassa meg, hogy van olyan 2 szalagos M Turing-gép, ami az L nyelvet ismeri
fel és amire Ths(n) = O(n).

. Egy szamitogéphaldzatban n szamitogép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik gép iizenetet kiild a j-ediknek
(i, j,t) formdban feljegyeziink, ahol a t egész szdm az tizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban a ¢ idépontban
egy gép tobb gépnek is kiildhet tizenetet. Ha a t idépontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy (i,7,t) iizenet
hatdsdra a j-edik gép megfert6zodhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 id6ponttdl kezdve mar a j-edik gép is virusos
lehet. Legyen adott az (i, j,t) hdrmasoknak egy m hosszu listdja, valamint x, y és tg < t1 egész szdmok. Azt kell
eldonteniink, hogy ha az x-edik gép a ty idépontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t1 idépontban
virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérdést O((t1 — to)n + m) 1épés utdn megvélaszolja.

. Igazolja, hogy ha a 3SZIN nyelv benne van co NP-ben, akkor NP=co NP.

. Egy n és egy m karakterbol all6 szovegben meg akarjuk taldlni a legnagyobb azonos darabot, azaz ha az egyik
szoveg aias - - - G, €8 a masik b1by - - - by, akkor olyan
1<i<mnésl<j<m indexeket keresiink, hogy

@it1 = b1, Git2 = bjta, .. Qi = bjge

teljesiiljon a lehetd legnagyobb t szamra. Adjon erre a feladatra O(mn) lépést hasznélé algoritmust.
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. Definidlja a 2-3 f4t, sorolja fel a miiveleteit (az algoritmusokat nem kell lefrni). Ha n elemet tdrolunk egy 2-3 faban,
akkor mennyi lehet a fa minimalis, illetve maximélis szintszama? Valaszat indokolja is meg!

. frj le az Gsszes pontparra a legrovidebb 1t hosszat meghatarozé Floyd-algoritmust. Mennyi az algoritmus 1épésszama?
(Indokolni nem kell.)

. Definiédlja a PCP nyelvet. Az R, coR, RE, co RE nyelvosztalyok koziil melyikben van benne ez a nyelv és melyikben
nincs? (Bizonyitani nem kell.)

. Adott a sfkon n pont, melyek koordindtéi (a1,b1), (az,b2),. .., (an,by). Olyan
P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az aldbbi 0sszeg minim4lis.
n
> (las — x| +[b: — y))
i=1
Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghatéroz egy ilyen P pontot.

. Az L nyelv minden szava a bet{ik sorozata, azaz L C {a}*. Alljon az L' C {0, 1}* nyelv az olyan k pozitiv egész
szdmok bindris alakjabdl, melyekre a* € L. Tegyiik fel, hogy L € TIME(n?) teljesiil. Adjon meg egy olyan f(n)
fiiggvényt, melyre biztosan igaz, hogy L' € TIME(f(n)).

. Jelolje Ly az irdnyitatlan osszefliiggd grafokbdl all6 nyelvet és Lo a Hamilton-kort tartalmazoé grafokbdl allé nyelvet.
Lehetséges-e, hogy L1 < Lo, illetve hogy Loy < L1 7 Valaszat indokolja is meg!

. Egy hivatal 1j épiiletbe fog koltézni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet hasznalhaté fel irodak ki-
alakitasara. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk eldonteni,
hogy meg lehet-e oldani a koltozést gy, hogy egyetlen részleg se legyen kettévagva, azaz egy részleg teljes egészében
egy emeleten legyen (de egy emeletre keriilhet tobb részleg is). Igazolja, hogy a problémdhoz kapcsolédé nyelv P-ben
van, vagy azt, hogy a nyelv NP-teljes.

. Egy elore rogzitett utvonalon tgy indulunk el, hogy az auté L literes tankja tele van. Uticélunkhoz gy akarunk
elérni, hogy legaldbb egy fél tanknyi benzin maradjon az autéban. Tudjuk, hogy az utunkba esé n benzinkut koziil
melyikben mennyibe keriil a benzin, tovabba, hogy két szomszédos benzinkut k6zott, valamint a kiinduléponttdl az
els6 benzinkutig, illetve az utolsd benzinkuttdl a célunkig mennyi benzint fogyaszt az autd. Az egyszerliség kedvéért
ha megéallunk egy benzinkitnal, akkor mindig tele tankolunk. Adjon algoritmust, ami O(Ln?) lépésben megmondja,
hogy hol alljunk meg tankolni ha azt akarjuk, hogy utunk soran a benzinkoltség minimalis legyen.




