A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2022. 11. 03.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Lehet-e néhany lépésben egy 42 tsszefiigg6 komponensbol allé, 88 csticsu, 111 éla gratbdl osszefiiggd
grafot képezni, ha minden lépésben két élt torolink és egy élt huzunk be? (Kordbban tordlt él is
behizhato.)

Az EHL szerint egy ¢l behuzasa legfeljebb 1-gyel csokkenti a komponensek szamat. (2 pont)
Az Osszefiiggbség eléréséhez az kell, hogy a komponensek szama 42-r6l 1-re csokkenjen, tehat legalabb
41 1épést kell végezni. (2 pont)
Ez azonban 2-41 = 82 él torlésével jar. fgy az élek szama 111441 —2-41 = 70-re csokken, és ha még
tobb 1épést végziink, még tovabb csokken az élek szama. (2 pont)
Az 6ran olyat is tanitottak, hogy minden n cstucsu 6f grafnak van feszitofdja, és a ffa oGnmagdban mar
n — 1 élt tartalmaz. (2 pont)
Ezért ahhoz, hogy 6f grafot kapjunk a lépéssorozat végén, legalabb 87 élre van sziikség. (1 pont)
A fentiek szerint legfeljebb 70 él maradhat, igy a feladat kérdésére nemleges a vélasz. (1 pont)

2. Legfeljebb mennyivel csokken a minimalis koltségl feszitéfa koltsége, ha a bal oldali abréan lathaté
graf egyetlen élét tordlhetjiik, és ugyanilyen koltséggel két tetszoleges csucs kozott felvehetiink egy 1j
élt? (Az élek irdnyitasatdl tekintsiink el.)

Az 6réan tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy @ 2 A 42 c
mkffat az élek bevételérél novekvo koltség szerint egyenként 9 24 9 9
dontve. Az abra egy ilyen F' fat mutat. Az F ffa a koltsége 42. e

(6 pont) d 20 O ) f

Ha G-bol toroljiik az F-ben nem szereplo 2 koltségii élt, és behtizunk egy 1j, 2 koltségii de élt, akkor
a Kruskal-algoritmus outputja annyiban valtozik, hogy a korabbi de él helyett a most behuzott fog
szerepelni. (2 pont)
Az igy kapott feszit6fa koltsége 24. (1 pont)
Ennél olcsébb feszitofat nem kaphatunk, barhogy is alakitjuk a grafot a feladatban leirt mddon.
Legfeljebb 3 db 2 koltség él szerepelhet a faban, a maradék két él koltsége pedig darabonként legalabb
9, ezért nem képzelhetd el 24-nél olcsébb ffa. Ezért a feladat kérdésére a valasz 42 — 24 = 18. (1 pont)

3. Legfeljebb mennyi lehet a v cstics fokszama az irdnyitatlan G grafban, ha a jobb oldali dbran a G egy
r-gyokerti BFS-faja lathato?
Az érén azt tanitottak, hogy irdanyitatlan BFS utdn nincs szintet ugré
él, azaz minden él két olyan csucs kozott fut, amelyeknek a faban a

gyokértdl mért tavolsdga legfeljebb 1-gyel tér el. (5 pont) r

A v csucs tavolsdga az r gyokértol 2, ezért v-bol kizardlag az r-tol a o
faban 1,2 vagy 3 tdvolsagra fekvd csticsokba vezethet él. (1 pont) ~

Az r gyokértél 2 csics van 1, 2 csies (koztiik v) 2 és 3 csucs pedig 3 v

tavolsagra. (1 pont) O O
Ezért v-bol legfeljebb 6 mésik csicsba futhat él, azaz v fokszama legfeljebb 6 lehet. (2 pont)

A valasz helyességéhez azt is ellenérizni kell, hogy a v cstcs 6-os fokszama elérheté. Konnyen lathato,
hogy ha E(G) pontosan az faélekbél és a v-bol induld, szintet a4t nem ugrd élekbél all, akkor a BFS
lefuthat gy, hogy a megadott fat talalja meg. Ehhez az sziikséges, hogy v apja legyen r utan a
méasodiknak elért csics, és v testvérét v-nél hamarabb érjiik el. (1 pont)




Sajnos a feladatban nem lett kikotve, hogy G egyszerti. Aki ramutat arra, hogy tetszolegesen sok
parhuzamos €l behtizhaté a jobb oldali dbraba gy, hogy ettdl a BFS-fa nem valtozik annak jar
a teljes pontszam.

Hatarozzuk meg a bal oldali dbran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi idejét! DAG-ot
kapunk-e akkor, ha a cf él iranyitasat megforditjuk? Ha igen, akkor mennyi lesz az igy kapott PERT
probléma minimalis végrehajtasi ideje?

A G cstcsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az 6ran megismert forrastorléses médszerrel. fgy
adédik a b, a,d, e, c, f sorrend. (3 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csiicsokhoz tartozé legkorabbi kezdési idopontokat, az
abran az egyes csucsok mellett lathaté értékeket kapjuk. A teljes projekthez sziikséges minimélis

végrehajtasi id6 tehat 51. (4 pont)
A cf él megforditasaval kapott grafnak is lesz topologikus sorrendje (konkrétan b,a,d, e, f,c), tehat
DAG-ot kapunk. (1 pont)
Mivel csak a topologikus sorrend végén van eltérés, csak az f és a ¢ legkorabbi kezdési idopontjat kell
Ujraszamolni. Ekkor f kezdési idopontja 33 lesz, c-é pedig 42 marad. (1 pont)
A moédositott PERT probléma minimalis végrehajtasi ideje tehéat 42, ez tehat a feladat végso kérdésére
is a véalasz. (1 pont)

. A G grafnak 3 piros, 3 fehér és 5 zold csiucsa van. Minden piros cstcs Ossze van kotve minden fehér

cstcesal, minden zold cstics Ossze van kotve minden mas zold csiicesal, és mas él nincs G-ben. Leg-
kevesebb héany élt kell behizni G-be az egyszeriiség megtartasaval ahhoz, hogy az igy kapott grafnak
legyen Euler-korsétaja?

Az oran azt tanitottdk, hogy az az Euler-korséta sziikséges és elégséges feltétele, hogy a graf izolalt

pontoktdl eltekintve Osszefiiggd legyen, és minden cstcs fokszama péaros legyen. (3 pont)
A G grafnak két élt tartalmazé komponense van: az egyiket a piros és fehér, a masikat a zold csicsok
alkotjak. (1 pont)
G-ben a piros és fehér csticsok mindegyikének 3, a zold csticsoknak pedig 4 a fokszama. (2 pont)
Egy él behuzasa két cstcs fokszamat valtoztatja meg, ezért 3 él behizasara mindenképp sziikség van.

(1 pont)
Ez viszont azt jelentené, hogy zold cstcsbdl nem huzunk be élt, igy G nem lesz 6sszefiiggd. Ezért 3 él
behtuzasa biztosan nem elég, legaldbb 4-re van sziikség. (1 pont)

4 éllel viszont megoldhaté a feladat: 6sszekotiink egymaéssal két piros ill. két fehér pontot, és a maradék
piros ill. fehér pontot egy kzos zold szomszéddal kotjiik ossze. Az igy kapott graf 6sszefiiggd, és minden
fokszdma paros, van tehat Euler-korsétdja. A feladat kérdésére tehat 4 a valasz. (2 pont)

Legkevesebb hany élt kell behtuzni a bal oldalon lathaté graf iranyitatlan véaltozataba ahhoz, hogy a
kapott graf ne legyen sikbarajzolhat$?

Egy él behuzasa utan G még biztosan 6sszfiiggd marad, hiszen a behuzott élt tudom a megadott
lerajzolashoz tartozé kiilso lapon vezetni. Ezért legalabb 2 élt kell behtizni ahhoz, hogy G ne legyen
sikbarajzolhato. (5 pont)
Ha behtizzuk az af és cd éleket, akkor a bd és ec élek torlése utdn épp egy K3 grafot kapunk. Ezek
szerint 2 él behuzasa elegendd a sikbarajzolhatésag megsziintetésére, a feladat kérdésére 2 a vélasz.

(5 pont)

Ha valaki megfigyeli, hogy az a cstics torlése utan elég 3 élt behiizni, hogy K5-6t kapjunk, és hivatkozik
arra, hogy a K5 nem SRhato, akkor ezért 3 pont jar.



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2022. 12. 01.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Oldjuk meg az itt lathaté egyenletrendszert. T+ T2+ 2x3 = 4
3 3 £ 2(E1+3[E2+4ZE3—31‘4 =11
Legfeljebb mennyi lehet egy megoldasban az x,
ismeretlen értéke, ha x4 < 137 20y + xp 4 dwy 4 304 =5
) 4 = : $1—3I2+2I3+12I‘4:_8

Kibovitett egyiitthatéméatrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
1 12 0] 4 1 12 0] 4 112 0/4 102 31
2 34-3 11 0 10-3 3 010 —-33 010 -33

2 14 3157 0-10 3 -3 7 000 00 "~ 000 0|0 (4 pont)

1-32 12|-8 0—-40 12(—12 000 0J0 000 00

Ezek szerint a megoldas x5, x4 € R tetszoleges és x1 = 1 — 2x3 — 3x4 ill. 29 = 3 + 3x4. (2 pont)

Ezért x4 < 13 esetén x5 az x4 = 13 valasztassal lesz a lehet6 legnagyobb, konkrétan zo = 34-3-13 = 42.
(2 pont)

. Tegyiik fel, hogy 0 # u € (uy,...,u;) N (vy,...,v,). Bizonyitsuk be, hogy az {uy,...,u,vy,...,0,}
vektorok nem linedrisan fiiggetlenek.

Mivel u € (uy,...,u) és u # 0, ezért u el6éll a wu, vektorok nemtrividlis lin.komb-jaként: u =
AUy + o Ay, (3 pont)
és hasonléan u € (vy,...,v,) miatt u a v, vektoroknak is lin.komb-ja: u = pyv; + ... + pev,, (1 pont)
Ezért aztdn Ajuqy + ...+ Ay, = w = vy + ..+ pev, miatt Adjuy + ..o+ Ay, — v — oo — v, =0
teljesiil. (4 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy 0 el6all az u,, ..., u, vy, . .., v, vektorok nemtrividlis linedris kombinacidjaként,

(1 pont)
vagyis a kérdezett vektorrendszer nem lehet lin.ftn. (1 pont)

. Béazist alkotnak-e R3-ban a v, = (—1,2,7)", v, = (1, =3, —6)" és vy = (5,42,3)" vektorok?

Mivel dimR3 = 3, ezért egy R3-beli vektorrendszer pontosan akkor alkot bézist, ha harom olyan
vektort tartalmaz, amelyek lin.ftn rendszert alkotnak. (3 pont

)

Ezért a kérdezett harom vektor lin.ftn-ségét kell eldonteniink. (1 pont)

A tanultak szerint a beldliik képzett matrixot ESA-okkal RLA-ra hozzuk: (1 pont)
-1 15 1-1-5 1-1-5 1-1 -5 10 —57 100

( 2 -3 42) > (2 -3 42) — (0 -1 52) > (o 1 —52) > (0 1 —52) > (0 1 0) (3 pont)
76 3 76 3 0 1 38 0 0 90 00 1 001

A RLA métrix oszlopai lin.ftn-ek, ezért a kiindulasi métrix oszlopai is lin.ftn-ek. (1 pont)

( )

Elég LA matrixot képezni, ha az indoklasbdl kideriil, hogy a harom oszlop lin.ftn.
. Tegyiik fel, hogy az A € R****2 m4trixnak minden olyan eleme 42, ami kozvetleniil a f64tlé alatt vagy
felett all, A minden mas eleme 0. Hatarozzuk meg az |A| determindns értékét!

Megkeressiik a nemnulla kifejtési tagokat. (1 pont)
Az els6 sorban és az els6 oszlopaban egyetlen nemnulla all, ezekre a helyekre muszdj bastyat tenniink.




(2 pont)

Ezzel az els6 két sorbdl és oszlopbol valasztottunk bastyat. (2 pont)
A harmadik sorban és oszlopban igy mar csak egy-egy helyre tehetjiik nemnulla poziciéra a bastyat,
és ez a két bastya a harmadik és negyedik sorokat és oszlopokat foglalja le. (2 pont)
Hasonléan folytatva az adddik, hogy egyetlen nemnulla kifejtési tag tartozik a determinanshoz, amit
21 bastyapar hataroz meg. (1 pont)
Az igy elhelyezett bastyak koziil kizardlag az egyszerre elhelyezett parok dllnak inverzidban vagyis az
inverzidszam 21, igy a kifejtési tag eléjele negativ. (1 pont)
Mivel A minden nemnulla eleme 42, ezért az egyetlen nemnulla kifejtési tag —4242, és ennyi a deter-
mindns értéke is. (1 pont)
u1 [
. Tetszblges u = Zz vektorra legyen f(u) = Zi valamint F'(u) := 42f(u) — f(f(u)). Lineéris
Ugq Ul

leképezés-e az I : R* — R* fiiggvény? Ha igen, akkor adjuk meg a leképezés [F] matrixat!

Konnyen lathatd, hogy f(Au) = Af(w), mert mindkét vektor a Au vektor koordindtdinak ciklikus
permutéciéja. Hasonléan f(u+v) = f(u)+ f(v), mert mindkét vektor az u+ v vektor koordinatainak

ciklikus permutéciéja. (2 pont)
Ezért aztdn Fi(Au) = 42f (Au) — f(f (Aw)) = 427 f (w) = fF(Af(w)) = A-42f () = Af(f(w)) = A(42f (u) —
f(f () = AF(u) (1 pont)
Hasonléan F(u 4+ v) = 42f(u + v) — f(f(u+v)) = 42(f(u) + f@)) — f(f(w) + f(v)) = 42f(u) +
42f(v) = f(f(w) = f(f(v) = 42f (w) — f(f(w) +42f(v) — f(f(v)) = F(u) + F(v), (1 pont)
Tehat F' linedris leképezés. (1 pont)
A tanultak szerint [F] = (F(e;), F'(ey), F(es), F(ey))- (1 pont)
0 42 —1 0
s . 0 0 42 -1
F definicidja szerint F(e;) = B F(e,) = o | F(ey) = o | F(ey) = o | (3 pont)
42 -1 0 0
0 42-1 0
[ 0 0 42 -1
tehat [F] = 1 0 042 (1 pont)
42 -1 0 0
27 1 0
33 1 4 (. . -y
Legyen f(p) := b1 42 3| Szamitsuk ki az f(42) — f(41) értéket.
02 -3 -6
3 1 4 710 71 0
Az els6 oszlop szerinti kifejtésbél f(p) =21 42 3| —=3|1 42 3|4+ p|3 1 4| addédik. (3 pont)
2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6
3 1 4 710 710 3 1 4 710 71 0
Ezért f(42)—f(41) = 2|1 42 3|—=3|1 42 3|442|3 1 4|—2|1 42 3|+4+3|1 42 3|—41|3 1 4|=
2 -3 —6 2 -3 -6 2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6 2 -3 —6
71 0
3 1 4| teljesiil. (3 pont)
2 -3 —6
, 710 1 -1 -8 1 -1 -8 1-2 -8 1 -2 -8
Az ESA-rdl tanultak szerint |3 1 4| =3 1 4| =]0 4 28| =|0 1-10|=1{0 1-10 (2 pont)
2 -3 —6 2 -3 —6 0 -1 10 0 4 28 0 0 68
Fels6 haromszogmatrix determinansa a féatléban allé elemei szorzata, (1 pont)
1-2 -8
ezért a keresett kifejezés értéke f(42) — f(41) =|o 1 -10| =1-1-68 = 68. (1 pont)




A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2022. 11. 21.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens k6zelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legfeljebb mennyivel névelheté a minimalis koltségli feszitofa koltsége, ha a bal oldali abran lathaté
G graf egyetlen élét torolhetjiik, és ugyanolyan koltséggel két csiucs kozott behuzhatunk egy j élt,
ami akar G egy élével parhuzamos is lehet?

A Kruskal algoritmust lefuttatva, az élkoltségek novekvo sorrendjében dontve az egyes élek feszitéfaba
torténé bevalasztasarol az abran lathaté 42 koltségli F' mkffat kapjuk. (4 pont)
Ha G-nek olyan élét toroljiik, ami nincs benne ebben a feszitéfaban, akkor F' tovabbra is feszitofa
marad, tehat a koltség {gy nem novekedhet. (2 pont)
Ha valamelyik 2 vagy 9 koltségii élt toroljiik, akkor barhova is huzzuk be az 1j élt, tovabbra is marad
G-nek egy 42 koltségu feszitofaja. (2 pont)
Ha azonban a 20 koltségti élt toroljiik, akkor az igy kapott graf mkffajanak koltsége 46 lesz, ugyanis
a 20 koltségti €l helyett a 24 koltségii keriil a feszitofaba. Ez akkor is igy lesz, ha behuzunk egy 24
koltségli élt valamelyik olcso éllel parhuzamosan. (1 pont)
A feladat kérdésére tehdt 4 a vélasz. (1 pont)

)

2. Legfeljebb mennyi lehet a v cstcs fokszama az irdnyitatlan, egyszerti G grafban, ha a jobb oldali 4bran
G egy r-gyokerti DFS-faja lathato?

Az 6ran azt tanitottak, hogy iranyitatlan DFS utan nincs keresztél,

azaz minden él két olyan cstcs kozott fut, amelyeknek a faban ugyan- r

azon a gyokérbdl indulé tton vannak. (5 pont) o
A konkrét grafnak a gyckérbdl v-be vezeto utjat egyetlenegyféleképp ~

lehet v-n tuil egy levélig meghosszabbitani, ezért v minden szomszéd- v

janak ezen az titon kell lennie. (2 pont) O O

Osszesen 4 v-t8l kiilénboz6 cstics van ezen az titon, ezért v fokszama is legfeljebb 4 lehet. (2 pont)
A valasz helyességéhez azt is ellendrizni kell, hogy a v csics 4-os fokszama elérheto. Ez pedig abbdl
latszik hogy ha a fahoz hozzaadjuk a két tovabbi v-bdl indulé élt, akkor a DFS lefuthat ugy, hogy
el6szor ezen 1t mentén éri el az Ut (v-vel egyiitt) 5 cstcsat, majd a tébbi csticsot. (1 pont)

3. Legfeljebb hany éle lehet az egyszerti, iranyitott G grafnak, ha G-nek a,b,c,d,e és d, b, c, a, e is topo-
logikus sorrendje?

A topologikus sorrend definicigja miatt G minden éle olyan, hogy a topologikus sorrendben korabbi

csuceshbdl egy, a sorrendben késébbi csticsba fut. (3 pont)
Ezért az a csicesbdl csakis az e csucsba, b-bol csakis a ¢ és e csticsokba, ¢-bol kizardlag e-be, d-bdl csak
e-be, e-bdl pedig semmilyen mas csticsba nem futhat él. (5 pont)
Ezek szerint G-nek legfeljebb 5 éle lehet. (1 pont)

Mivel a fent emlitett 5 él olyan DAG-ot alkot, aminek topologikus sorrendje mindkét megadott sorrend,
ezért az el6bb fels6 becslésként igazolt 5 él elérhetd, és feladat kérdésére 5 a helyes valasz. (1 pont)




4.

A G grafnak 3 piros, 3 fehér és 5 zold csucsa van. Minden piros cstcs 6ssze van kotve minden fehér
csuccsal és minden zold csics 6ssze van kotve minden més zold csicesal, més él nincs G-ben. Van-e
G-nek Hamilton-kore? Ha nincs, akkor legkevesebb hany élt kell behtzni G-be ahhoz, hogy a kapott
grafnak legyen Hamilton-kore?

A G grafnak két komponense van: az egyiket a piros és fehér, a maésikat a zold csicsok alkotjak.

(2 pont)
Mivel Hamilton-korrel rendelkez6 grafok osszefiiggok, ezért G-nek nincs Hamilton-kore, és legaldbb 1
élt be kell hizni a két komponens kozé ahhoz, hogy a kapott grafnak legyen. (1 pont)
Am ha csak egy €lt hizunk be a két komponens kozé, a behtuzott él egyik végpontjat elhagyva két
komponensre esik szét a graf, (2 pont)
vagyis tovabbra sem teljesiil a Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele. (1 pont)

Konnyen lathato, hogy ha egy piros és egy zold, illetve egy fehér és egy masik zold cstics kozé hiizunk
be egy-egy élt, akkor e két él behtuzasanak hatasara a kapott graf egyszeri marad, és lesz Hamilton-
kore is. (3 pont)
Ezért a feladat kérdésére a vélasz az, hogy legkevesebb két él behtzasara van sziikség. (1 pont)

. Tekintsiink egy kockat és annak egy testatlojat. Legyenek a G graf csicsai a kocka cstcsai, és két

csucs kozott akkor fusson él G-ben, ha e csticsok a kocka egy élének vagy a kijelolt tetstatlojanak a
végpontjai. Sikbarajzolhato-e az igy definidlt G graf?

A tanultak szerint ha mutatunk G-nek egy topologikus K 5 részgrafjat, akkor G nem sikbarajzolhato.

(E helyett hivatkozhatunk a Kuratowski-tételre is.) (3 pont)
A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)
A megvastagitott élek és a megjeldlt csicsok G egy topologikus K33 részgrafjat abrazoljak. G tehat
nem sikbarajzolhaté. (6 pont)

Lehet-e néhany lépésben egy 42 komponensbdl allo, 77 csicsu, 66 éli egyszerti grafbdél kérmentes,
egyszeri grafot képezni, ha minden 1épésben egy élt torliink és két élt hizunk be? (Kordabban torolt
él is behuzhatoé.)

Ha sikeriil kormentes grafot kapni, akkor az eredeti G' graf éleib6l megmarado élek egy legalabb 42

komponensbél all6 erdét alkotnak. (2 pont)
Ennek az erdének 77 — k éle van, ahol £ > 42 a komponensek szama. (2 pont)
Ezek szerint az erd6 élszama legfeljebb 77 — 42 = 35, igy az eredeti G grafbdl legalabb 66 — 35 = 31
élt kell tordlni. (2 pont)
Pusztan ezen torlésekhez legalabb 31 1épésre van sziikség. (1 pont)
Minden 1épésben 1-gyel no az élszam, tehat 31 lépés utan a grafnak legaldabb 66 + 31 = 97 éle lesz.

(1 pont)

Azt tanitottak, hogy egy kormentes 77 csticsu egyszert grafnak legyfeljebb 76 éle lehet, igy a feladat
kérdésére nemleges a vélasz. (2 pont)



A Szamitastudomany alapjai
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Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan megoldasa az alabbi linedris egyenlet-

rendszernek, amiben az x5 véltozé értéke pontosan Ty + 229 4 223 + 24 = 10
1+ X9 + 41’4 =3

i , 4 1o
2-szerese az x3 valtozdénak Ay + 5 + s o+ 1124 — 22

Kibovitett egyiitthatéméatrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)

122 1|10 1 2 21| 10 1 2 2 1] 10 122 1/10 120 5|4 100 3|2

110 43 — 0-1-23 -7—0 1 2-3 7—-012-37—-010 1/1 - 010 1/1(4 pont)
453 11|22 0 -3 -5 7|—18 0-3 -5 718 001 -2 3 001 —-2|3 001 —-2|3

Ezek szerint a megoldas =4 € R tetszOleges és x1 = 2 — 3xy, v9 =1 — x4 ill. xz3 =3+ 2x4. (2 pont)
Olyan megoldast keresiink, amire zo = 2x3, azaz 1 — x4 = 6 + 4x4. Ez x4 = —1 esetén van igy, tehat
van a feladatban kérdezett tulajdonsagi megoldasa az egyenletrendszernek, (2 pont)
konkrétan x1 = 5,19 = 2,253 =1 és x4 = —1. (0 pont)

Természetesen ugy is megoldhato a feladat, hogy a megadott egyenletrendszert kiegészitjiik egy xo =
2x3, azaz o — 2x3 = 0 egyenlettel, és az igy kapott linearis egyenletrendszert oldjuk meg.

2. Adjunk meg egy olyan linearis egyenletrendszert, aminek a megoldasainak halmaza pontosan az
(1,-1,2)T, (=1,4,—-4)7, (3,3,2)T vektorok altal generalt V < R?* altér!

Az é6ran tanultak szerint LA matrixot készitiink, abbdl a kiinduldsi matrixbél, aminek az oszlopai a
generatorelemek és egy ismeretlenekbdl allé oszlop: (2 pont)

1-13a 1-1 3 @ 1-1 3 @1 1-13 @
(—1 43x2>—>(0 3 6 z1+x2)—>(0 1 2—z1+x2+x3)—>(0 12 —x1+x2+x3) (4p0nt)
2 —4 2 x3 0 —2 —4 —2x; + x3 0 -2 —4 —2x1 4+ x3 0 00 —4x1 4+ 2x2 + 3x3
Az 6rén tanultak szerint (z1,72,23)" € V pontosan akkor teljesiil, ha a kiinduldsi matrix negyedik
oszlopa az els6 harom lin.komb-ja, ami az ESA-okrdl tanult tulajdonsag miatt pontosan akkor &ll fenn,
ha a LA matrix negyedik oszlopa az els6 harom oszlop lin.komb-ja. (1 pont)
Az els6 harom oszlop tartalmazza az els6 két standard egységvektort, igy az altérhez tartozas egyediili
feltétele, az, hogy a vezéregyest nem tartalmazo sorban a kifejezés 0 legyen, azaz —4x; +2x5+3x3 = 0.
Ez az egy egyenlet a keresett linedris egyenletrendszer, aminek a megoldasai pontosan a V' altér elemei.

(2 pont)
Konnyen ellenérizheto, hogy a megadott 3 vektor mindegyikének koordinatai teljesitik a fenti egyen-
16séget. (0 pont)

3. Legyen b, = (1,3,-2)", by = (2,1,1)" mellett B = {b;,b,} a V < R3 altér bazisa. Hatdrozzuk meg
az v = (1,—7,8)" € V vektor B béazis szerinti [v]p koordinatavektorat!

Az érén tanultak szerint ESA-okkal RLA madtrixot képeziink a bazis elemei ill. a kérdezett vektorbdl

(mint oszlopokbdl) all6 matrixbdl: (2 pont)
12 1 1 2 1 12 1 121 10 -3
( 31-7)-» <O—5—JO>—% (01 2)-% (012)-% <01 2) (5 pont)
-21 8 0 5 10 0510 000 00 O
Ezek szerint v = —3b, + 2b,, ezért a keresett koordindtavektor [v|p = (—3,2)". (3 pont)
12pp

2000
p033
p02p

4. A p paraméter milyen értékére lesz a determinans 427




Megkeressiik a nemnulla kifejtési tagokat. (1 pont)
Az masodik sorban és a méasodik oszlopaban egyetlen nemnulla all, ezekre a helyekre muszaj bastyat

tenniink. (2 pont)
Ezzel az elso két sorbdl és oszlopbdl valasztottunk bastyat. (2 pont)
A harmadik és negyedik sorban igy mar csak egy-egy helyre tehetjiik nemnulla poziciéra a bastyat,
és ez két lehetséges bastyaelhelyezést eredményez. (2 pont)
Az egyikhez a 2-2-3-p = 12p szorzat tartozik, mégpedig negativ eldjellel, u.i. csak az els6 két sorban
allé bastyak alkotnak EK-DNy-i part. (1 pont)
A masik szorzat 2 -2 -3 -2 = 24, és ehhez pozitiv eléjel tartozik, hiszen csak az els6 és masodik ill. a
harmadik és negyedik sorban all6 béastydk alkotnak EK-DNy-i part. (1 pont)
Azt a p-t keressiik tehdt, amire 24 —12p = 42. Ez pontosan akkor teljesiil, ha p = —25 = —2. (1 pont)
Természetesen a kifejtési tétellel is dolgozhatunk.
12
o e - 2000 2pp)
A masodik sor szerint kifejtve a determinanst 2033| = —20 3 3| adddik. (5 pont)
p02p 020p
2pp 33
A kapott determindnst az elsd oszlopa szerint kifejtve pedig —2103 3 | (=2) 2] ) —4-(3p—6) =
02p
—12p + 24 lesz a végeredmény. (4 pont)
Ezek szerint —12p + 24 = 42, azaz p = % (1 pont)
U u2 u2
o U2 4 ‘ o us ’ o Uy P ‘ / _
Legyen u = |~ | € R esetén flu) = u | 6 g(u) = w, |- Linedris leképezés-e az F(u) =
3 4 4
U4 (51 us
g(f(u)) fiiggvény? Ha igen, akkor adjuk meg a leképezés [F'| matrixat!
0100
Konnyen lathato, hogy f(u) = (8 8 (1) 2) ( ) (2 pont)
1000
azaz [ matrixszorzassal all elo, igy f lin.lekép. (1 pont)
0100 u
Szintén ellendrizhetd, hogy g(u ((1] 8 8 (1)> <u§ >, igy g is linedris leképezés. (2 pont)
0010 g
Az F = go f leképezés matrixa e két matrix szorzata, azaz (2 pont)
0100 0100 0010
1000 0010 0100
[F]:<0001>'<0001>:<1000 (3 pont)
0010 1000 0001

A maétrixok Osszeszorzasa helyett az is tokéletes megoldas, ha mekeressiik, hogy a standard bazis
egységvektorai hova képzédnek, és ezekbdl a képekbél, mint oszlopokbdl épitjiik fel az [F] matrixot.

221 24 2
Legyen A= [ 012 | ésC = [ 0342 |. Van-e olyan B € R**3 matrix, amire AB = C? Ha van,
332 00 7

akkor szamitsuk ki | B|-t!
Azt tanitottak, hogy egy C' matrix pontosan akkor all el6 AB alakban, ha C' minden oszlopa az A

oszlopainak linedris kombindaciéja. (2 pont)
Konnyen lathaté (pl. az els6 oszlop szerinti kifejtésbol), hogy |A| = 1 # 0, ezért az A matrix oszlopai
lin.ftn-ek, igy R? bézisat alkotjak. (2 pont)
Ezek szerint C' el6éll C' = AB alakban. (1 pont)
A determindnsok szorzéstétele miatt ekkor |A| - |B| = |C], (2 pont)
és mivel C felsé haromszogmatrix, C' determindnsa a f64tlébeli elemei szorzata, azaz |C| = 2-3-7 = 42.

(2 pont)
Ezek szerint 1 - |B| = 42, igy a feladat kérdésére |B| = 42 a vélasz. (1 pont)

Nem tilos (csak macerds) a B kiszdmitasa (pl. A~'C alakban), és a konkrét mdtrix determindnsanak
meghatarozasa.



