A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2021. 11. 05.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztaté jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az itmutatéobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. 456 piréz 6vodas piros lampa, zold lampa jatékkal donti el, hogy ki vehet részt az 50 évente rendezett kandszati
vildgkiallitds bejaratanal felallitott oridsmozaik elkészitésében, ami a csodatévé artanyt abrazolja, csillogd
mangalicapikkelyekbdl kirakva. Az nyer, aki a jaték ideje alatt nem esik ki és dthalad a célvonalon. Tudjuk,
hogy 42 nyertes lett, a nyertesek kiilonb6z6 idépontokban haladtak at a célvonalon, és a 456-0s szamu jatékos
nyert, a 42-es szamu viszont kiesett. Ezen feltételek mellett a nyertesek hényféle sorrendben léphették at a
célvonalat?

A 456-0s 6vodas melletti 41 nyertes versenyz6 nem lehet a sem a 42-es, sem a 456-0s szamu, de a tobbi 454

6vodés bérmelyike lehet. (2 pont)
Ennek megfeleléen a nyertesek halmaza (4514)—fé1e lehet. (3 pont)
A 42 nyertes versenyzo beérkezési sorrendeje a 42!-féle lehetséges sorrend barmelyike lehet, (3 pont)
ezért a feladat kérdésére a vilasz (4514) - 421 (2 pont)
ami felirhaté 42 - 414 - 415 - ... - 454 alakban is. (0 pont)

A feladat megfogalmazdsa sajnos nem volt egyértelmi. Jogos értelmezés az is, hogy a 42 nyertes rogzitett (és
persze rdjuk teljesiilnek a megadott feltételek), és a kérdés az, hogy hdnyféleképp lehet Sket sorba rendezni.
Erre persze a védlasz a 42!, és ha ezt a hallgaté helyesen indokolja, akkor jar érte a teljes pontszam.

2. Tegyiik fel, hogy a 15-csticsi, egyszerii G graf élei tigy vannak piros, fehér és zold szinre szinezve, hogy a piros
élek egy feszitofat, a fehérek pedig Hamilton-kort alkotnak. Mennyi a zold élek szdma, ha a G komplementernek
épp 34 éle van?

A piros élek a 15-cstuicsu graf feszitéfajat alkotjak, ezért a piros élek szama 14. (
A fehér élek Hamilton-kort hatdroznak meg, ezért 15 él kapott fehér szint. (2 pont
A 15-csticsu teljes grafnak (125) = 105 éle van. (
Ebbdl 34 él a komplementerhez tartozik, és nem kapott szint. (
Ezek szerint a zold élek szdma 105 — 14 — 15 — 34 = 42-nek adédik. (2 pont

3. Van-e olyan b-bdl inditott DFS bejardsa az dbran lathaté G grafnak, ami utan az eb, ed és ef élek mindegyike

faél lesz? (Az élekre irt szdmoktdl tekintsiink el.)

Igen, van ilyen mélységi bejaras. Példaul dgy kaphatunk ilyet, hogy az egyes cstucsok elérése és befejezése az
alabbi sorrendben torténik (a befejezést zdrdjellel jelezziik):

b,e, f,4,(i), ¢, (), (f), d,a, g, h, (h), (9), (a), (d), (e), (b). (10 pont)
Megadhatjuk a bejarast a feszitofa segitségével is, de ekkor is meg kell mondani, hogy a fa egyes csticsait
(illetve dgait) milyen sorrendben éri el a DFS bejdrds. Ez utébbi hidnydért (egyébként helyes fa esetén) 4
pontot vonunk le.

Ha valaki rossz valaszt ad, de az érvelésébdl kideriil, hogy vilagosan latja, hogy dolgozik a DF'S, akkor 3 pontot
kap.
a6 3b 1 2

4. Van-e az dbran lathaté G grafnak olyan feszit6faja, ami az f csicsbdl
minden m&s cstucsba tartalmazza a G egy legrovidebb utjat? Ha igen,
adjunk meg egy ilyen feszitéfat.

(Az élekre irt szamok most az élek hosszait jelentik.)

Az 6ran azt tanitottdk, hogy nemnegativ élhosszok esetén tetszdleges
gyOkérhez van legrovidebb utak fdja, és ilyet a gyokérbél inditott
Dijkstra algoritmussal lehet taldlni. Az els6 kérdésre tehdat igenlo a
vélasz. (2 pont)




Ezért az f csucsbdl futtatjuk a Dijkstra algoritmust a megadott élhosszok-
kal, és a keresett legrovidebb utak fajat azok az élek alkotjak, amik az egyes
csticsok végs6 (f, £)-felsd becsléseit beallitjdk. (2 pont)
Az abra a kapott legrovidebb utak fajat mutatja az egyes csicsok f gyokér-
t6l mért tavolsdgaival, a tabldzat pedig az (f,£)-felsd becslések alakuldsat
ill. a KESZ halmaz béviilését mutatja. (6 pont)
Az is hibatlan érvelés, ha nem részletezett médon megtalalunk egy feszitéfat
(pl. az dbran barnédval jelzettet) és arra hivatkozunk, hogy a fan mért (bar-
ndval jelzett) tdvolsdgok egyrészt fels§ becslést adnak a legrévidebb utak
hosszaira, masrészt pedig ezen az (f, £)-fels§ becslésen egyetlen élmenti ja-
vitas sem tud véltoztatni.

5. Legkevesebb hany élt kell térolni az abran ldthaté G grafbdl ahhoz, hogy a kapott G’ grafnak legyen Euler-
sétdja? (Az élekre irt szdmoktdl tekintsiink el.)
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Egy grafnak pontosan akkor van Euler-sétdja, ha izoldlt pontoktdl eltekintve dsszefiiggd, (1 pont)
és legfeljebb két paratlan fokszamu csticsa van. Ilyen grafot szeretnénk létrehozni. (2 pont)
G-nek pontosan 6 paratlan foku csicsa van: a,b,c,d, g és f. (1 pont)
Mivel egy él elhagyasa két cstics fokszamét valtoztatja meg, ezért legalabb két élt kell G-bdl toérolni ahhoz,
hogy he maradjon 2-nél tobb paratlan foku csucs. (2 pont)
Ha toroljiik az ab és dg éleket G-bdl, akkor a kapott graf Osszefiiggé marad és a ptn fokd c és f csiucsok
kivételével minden més csics fokszama péros lesz. (2 pont)
Ezért két él torlésével elérheté az Euler-séta megléte. (1 pont)
A feladatban feltett kérdésre tehdt pontosan 2 a vélasz. (1 pont)

Az dbréan lathaté G graf kilenc varost és az azokat Gsszekotd utakat mutatja. Ugy szeretnénk tujraaszfaltozni
néhany utszakaszt, hogy barmely varosbdl barmely masik varosba el lehessen jutni Gjraaszfaltozott itvonalon,
de ehhez a lehetd legkevesebb aszfaltra legyen sziikség. Hogyan végezziik el ezen feltétel mellett a feljitast,
ha azt is el szeretnénk érni, hogy az a varosbdl c-be vezetd felijitott ttvonal a lehetd legrovidebb legyen? (Az
élekre irt szamok az adott tutszakasz hosszat jelentik, az aszfaltozashoz sziikséges mennyiség pedig a hosszal

aranyos.)

Az 6ran azt tanitottak, hogy egy F' feszitéfa pontosan akkor mkffa, ha minden G. grafnak tartalmazza feszité
erdejét, ahol G, a legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta részgraf. (2 pont)
Mivel Gs-ban a és ¢ kiilonb6z6 komponensbe esnek, de a Gy graf osszefiiggd, ezért a Gz két komponensét
0sszekotd 4 koltségii gh élnek mindenképpen a mkffa ac itjan kell lennie. (2 pont)
A h cstcsbdl csakis a he élen haladhat tovabb ez az ut, tehdt he is a keresett ac-ut éle. (1 pont)

Konnyen lathato, hogy sem a és g kozott, sem e és ¢ kozott nem vezethet az Oket 6sszek6to 2 hossziisagi élnél
rovidebb ut. Ezért barhogyan is valasztjuk a mkffat, annak ac utjanak legaldbb 2 +4 4+ 3 4+ 2 = 11 a hossza.
(2 pont)
1

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a Kruskal-algoritmus futtathaté ugy,
hogy ag, gh, he, ec élei legyenek a kapott mkffanak. Az dbran egy
ilyen mkffa lathaté. Ezért ha ennek az éleit ujitjuk fel, akkor nem
csupéan a leheto legkevesebb aszfaltot hasznéljuk fel, de ezen feltétel
mellett a feldjitott szakaszokon futé ac-1t is a lehet6 legrovidebb lesz.
(3 pont)
Egy legrovidebb ac-ut éleinek Kruskal-lépésekkel torténé feszitéfava
hizlaldsa elvi hibds megoldds. A Kruskal ismeretéért 1 pont jar.




A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékules (2021. 12. 03.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitdas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utdbbi kideriil, Aam a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az itmutatiobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok

jarnak. Szamolasi hibaért dltaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatdrozzuk meg az abran lathaté G graf kromatikus szamat, és allapitsuk meg, hogy egyetlen tovabbi él
behtizdsdval elérheté-e, hogy a kapott G graf kromatikus szdmdara x(G’) = x(G) + 1 teljesiiljon. (Az élekre
irt szdmoktdl és az élek irdnyitdsatdl tekintsiink el.)

Az a, b és d cstcsok egy K3 részgrafot feszitenek, ezért x(G) > w(G) > 3. (3 pont)
A G gréf kiszinezhet6 3 szinnel, hiszen az a,c,t csicsokat 1-es, az s és b csiicsot 2-es, mig a d csicsot 3-as
szinnel szinezziik, akkor jo szinezét kapunk. (2 pont)
Ezért a G graf kromatikus szdma x(G) = 3. (1 pont)
Ha azonban behuzzuk az ac élt, (1 pont)
akkor a,b, ¢, d egy Ky részgrafot feszit, igy x(G') > w(G') > 4. (1 pont)

Az {gy kapott G’ ki is szinezhetd 4 szinnel, és ehhez elég, ha a G fenti szinezésében a c csticsot 4-es szinfire

atszinezziik. (1 pont)
Ezért a feladat masodik kérdésére igenld a véalasz: elérhet6 egyetlen él behuzasaval, hogy a kromatikus szam
1-gyel néjon. (1 pont)

Természetesen nem csak az ac él behiizdsaval lehet indokolni a igenl6 valaszt, hasonléan igazolhaté ugyanez
pl. a ct él segitségével is.

2. Keressiink az abran lathaté halézatban maximélis nagysagu st-
folyamot. Valtozik-e a maximalis folyamnagysdg akkor, ha a cb él
kapacitasat /2-vel megnoveljiik?

A javit6 utas algoritmussal meghatéroztuk az dbrén lathat6 42 nagysagu st-folyamot. Ehhez az st(6), sabt(11),
scdt(9), sadbt(7) ill. sadcbt(9) javitdsokat végeztiik, a zaréjelben az adott javitds sordn kiildott folyammennyi-
ség all. (5 pont)
A kapott folyamhoz tartozé segédgrafban s-bdl az X = {s,a,d} csicsok érhetdk el javité tton, és ez az X
halmaz egy 42 kapacitdsi st-vagédst indukdl. Ezért a megtaldlt 42 nagysdgu folyam csakugyan maximdlis. (3

pont)
A ¢b él kapacitdsdnak novelése hatdsara a ¢(X) kapacitds nem novekszik, 42 marad. Ezért a maximalis fo-
lyamnagysag sem ndéhet ettdl, igy a feladat masodik kérdésére nemleges a vélasz. (2
pont)

A folyam maximalitdsdnak igazoldsdhoz nem sziikséges a folyamalgoritmusra hivatkozni: ha valaki (bérhogy)
talal egy 42 nagysagu folyamot, és egy 42 kapacitdsi vagast, és erre megfeleléen hivatkozik, akkor azért jar a
pont. (Vagy éppenséggel akkor is, ha vildgosan kijelenti (és bizonyitja), hogy a 42 nagysdgui folyamhoz tartozd
segédgrafban mér nincs st-it.) Ha azonban csak egy 42 nagysdgu folyamra mutat rd a megoldé (amir6l nem
vildgos, hogyan keletkezett), és bizonyitékot nem ad a maximalitasra, akkor ez csak minimadlisan visz kozelebb
a megoldashoz.

3. Tegyiik fel, hogy a 100 csicsi G = (A + B, E) péaros graf A és B szinosztdlydra is teljesiil a Hall-feltétel.
Hatarozzuk meg a lefogé ponthalmaz minimdlis méretét, 7(G)-t.

A Hall tétel szerint ha egy G pédros graf A szinosztilyara teljesiil a Hall-feltétel, akkor G-nek van az A

szinosztalyt fed6 parositasa. (2 pont)
Ezek szerint a feladatbeli G grafnak olyan parositdsa is van, ami az A szinosztalyt fedi, és olyan is, ami a B
szinosztalyt. (2 pont)

Ha most az A szinosztalyt fedé parositds nem fedné a B szinosztélyt, akkor |A| < |B| teljesiilne, de ekkor nem
létezhetne G-ben olyan parositas, ami a B szinosztdlyt fedi. Ezért az A szinosztalyt fed$ parositas fedi a B

szinosztalyt is, azaz G egy teljes parositasardl van szo. (2 pont)
A G gréfnak van tehdt teljes parositdsa, ezért, mivel 100 csticsa van, a fiiggetlen élei maximalis szdma v(G) =
\V(QG)I - % — 50. (2 pont

)
)

Kénig tanult tétele miatt pedig 7(G) = v(G) = 50 a feladat kérdésére a vilasz. (2 pont



4.

Sikbarajzolhat6-e az dbrén lathaté G graf? (Az élekre irt szamoktdl és az élek irdnyitasatol tekintsiink el.)

Kuratowski tanult tétele szerint G pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartlamazza részgrafként sem a
K5 sem pedig a K3 3 graf soros bévitését. Ha tehdt mutatunk egy ilyen tiltott részgrafot, akkor abbdl azonnal
adédik, hogy G nem sikbarajzolhato. (3 pont)
Ha a G grafbdl toroljiik a bd élt, akkor az igy kapott részgraf épp a K33 lesz: az s,b,d csticsok alkotjédk az
egyik, az a, ¢, t cstcsok pedig a mésik szinosztélyt. E tiltott részgraf miatt pedig G nem sikbarajzolhaté. (7
pont)

Héany olyan x egész szdm van, amire egyardnt teljesiil, hogy 422 = 24 (100) és hogy 42 < x < 42427

Mivel (42,100) = 2 | 24, ezért az 6rdn tanult tétel szerint a 422 = 24 (100) linedris kongruencia megoldhatd,

és a megoldasok pontosan 2 db modulo 100-as maradékosztalyt alkotnak. (6 pont) A [42,4242) intervallum
pontosan 4200 egész szamot tartalmaz, és minden modulo 100 maradékosztalybdl pontosan 42 szam esik bele.

(3 pont)
Ezért a két megoldas-maradékosztaly mindegyike 42 keresett x-et tartalmaz. A feladat kérdésére a valasz tehat
az, hogy 42 + 42 = 84 ilyen egész szdm van. (1 pont)

Természetesen az is teljes értékli megoldas, ha valaki helyesen megoldja a kongruencidt (7 pontért) és a konkrét
x = 22 (50) megolddsbdl hatdrozza meg a megadott intervallumba es§ megolddsok szdmét (3 pontért).
Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is szinezziik ki a Ky teljes graf éleit 7 szinnel, biztosan taldlhaté benne a
K3 3-nak vagy a Ks-nek olyan soros bovitése, amelynek minden éle ugyanolyan szint kapott.

A Ky graf élszdma (422) = 4241 — 21 .41 (1 pont)
Mivel az éleket 7-féle szinnel szinezziik, lesz olyan szin, amivel az élek legaldbb hetedrészét fogjuk megszinezni,
azaz legaldbb (21 -41)/7 = 3 - 41 = 123 él ugyanolyan szint fog kapni. (2 pont)
Az 6ran azt tanitottak, hogy egy n-csicsu, egyszeri, sikbarajzohat6 grafnak n > 3 esetén legfeljebb 3n — 6 éle
lehet. (2 pont)
Ez n = 42 esetén 3 - 42 — 6 = 120-as fels¢ korldtot ad az élszamra. (1 pont)

Tekintettel arra, hogy bizonyosan lesz 123 egyszinii él, és egy sikbarajzolhatd, 42-csicsu grafnak legfeljebb
120 éle lehet, ezért a 7 szin valamelyikére szinezett élek nem sikbarajzolhatd, csupa egyszinii élt tartalmazé
részgrafot alkotnak. (1 pont)
Kuratowski tanult tétele szerint pedig e részgraf bizonyosan tartalmazza részgrafként a Ks vagy a K3 3 soros
bévitését. Ezzel pedig igazoltuk a feladat allitdsét. (3 pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2021. 12. 15.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. 9 piréz évodas kkanbu jatékot jatszik, ezért 4 part alkot. Minden parbdl az egyik jatékos gy6z, a masik veszit.
(Természetesen az egyik 6vodéds par nélkiil marad, nem jatszik.) Hanyféleképp lehet kialakitani az egymés
ellen jatszé parokat, ha tudjuk, hogy a 456-o0s jelii 6vodasnak van parja, de az nem a 067-es jeld, aki szintén
a 9 évodas egyike?

Olyan médszerrel generaljuk a leszamldlandé objektumokat, amivel minden egyes beosztdst pontosan egyszer
kapunk meg. A 456-0s jatékos parjat 7-féleképp vdlaszthatjuk, hisz ez barki lehet a 067-esen kiviil. (2 pont)
A maradék 7 jatékos barmelyike lehet a par nélkiil maradé jatékos, ez is tehat 7 lehetéség. (2 pont)
A maradék 6 jdtékos koziil a legkisebb sorszamu pérjat 5-féleképp véalaszthatjuk, majd a maradék 4 jétékos
koziil a legkisebb sorszamu péarjara pontosan 3 lehet6ség adodik. A maradék 2 jatékosnak ezek utdn part kell

alkotnia. (4 pont)
Vilagos, hogy a fenti médszer minden beosztast pontosan egyféleképp general, (1 pont)
és a fenti dontések esetén a lehetOségek szama fiiggetlen az el6z6 dontésektdl. Ezért a valasz a fenti szamok
szorzata: 72-5-3 = (1 pont)
= 735. (0 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a Kio teljes graf minden élét gy szineztiik a piros, fehér vagy zold szinek valamelyikére,
hogy minden cstcsra pontosan 5 piros él illeszkedik, és a fehér élek a K15 egy feszit6fajat alkotjdk. A zold élek
pedig Ugy vannak irdnyitva, hogy minden v-t6l kiilonb6z6 csicsbol pontosan két zold €l vezet ki. Hany zold él
1ép ki a v csticsbol?

A K5 éleinek szama (122) =611 = 66. (1 pont)
A HSL miatt a piros élek széma £ - 12 -5 = 30. (2 pont)
A fehér élek feszitéfat alkotnak, tehat pontosan 12 — 1 = 11 van beloliik. (2 pont)
Ezért a zold élek szdma 66 — 30 — 11 = 25. (2 pont)
Mivel minden z6ld él pontosan egy cstcs kifokdhoz jarul hozza, ezért a zold kifokok Gsszege a zold élek szama,
azaz 25 =11-2+ dz(v), (2 pont)
ahonnan dz(v) = 3 adddik a v-b6l kilépd zold élek szaméra. (1 pont)

3. Van-e az aldbbi G gréafnak olyan, f gyokérbdl inditott szélességi bejardsa, amelyik sordn ag faél? (Az élekre
frt szédmoktdl tekintsiink el.)

Az érén azt tanitottak, hogy a BFS utdn kapott szélességi fa tartalmazza G egy legrévidebb utjat az f

gyokérbél minden maés csticsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a szélességi fa minden éle két olyan csics kozott fut, amiknek a gyokértol mért tavolsaga
pontosan 1-gyel tér el egymastdl. (3 pont)
Pl. egy konkrét BFS lefuttatdsabdl kideriil, hogy dist(f,a) = dist(f,g) = 3. (4 pont)
Ezért ag sosem lehet f-gyokerti BFS-fa éle. (1 pont)

Ha valaki helyesen lefuttat egy BFS-t az f gyokérbdl ezen a grafon, akkor pusztan ezért 2 pontot kaphat.

4. Hatérozzuk meg az dbran lathaté G grafban a dist(v,a) tavolsigot G minden v # a csicsara. Lehetséges-e
Ugy irdnyitani G graf éleit, hogy minden v # a csics esetén legyen olyan irdnyitott it v-bol a-ba, aminek az
irdanyitatlan valtozata G egy legrévidebb va-utja?

(Az élekre irt szdamok az élek hosszait jelentik.)

Mivel a G-beli élek hosszai nemnegativok, ezért az a csicsbol futtatva a Dijkstra algoritmust a megadott
élhosszokkal, meg tudjuk hatdrozni minden v cstcsra a dist(v, a) tédvolsdgot. (1 pont)
Az aldbbi tdbldzat mutatja a Dijkstra algoritmus futésa soran az (a, £)-fels6 h|i

becslések alakuldsét ill. a KESZ halmaz bdviilését. Az utolsé sorban szerep-
16 végs6 becslések a keresett dist(v, a) tdvolsdgokat adjak meg. (6 pont)
Az éran azt tanitottdk, hogy ha minden gyokértol kiilonbozé csicsra meg-
jeloljiik az adott csicsndl a végss (a, £)-felsé becslést bedllité élt (az dbrdn
ezt megtettiik barna szinnel), akkor az a gyokérbél egy legrovidebb utak
fajat kapjuk meg: ezen a fan a-t minden mas csiccsal a G egy legrovidebb
utja koti ossze. Ezért ha a barna éleket a barna élek alkotta fan a-felé ira-
nyitjuk, akkor a tobbi él irdanyitasatol fliggetleniil minden v csicsra lesz a
legrovidebb va-utak kozott egy irdnyitott ut is. Ezért a feladat mdésodik
kérdésére igenls a vélasz. (3 pont)
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Az is hibatlan érvelés, ha nem részletezett médon megtalalunk egy fe-
szitéfat (pl. az dbréan barndval jelzettet) és arra hivatkozunk, hogy a
fan mért (barndval jelzett) tdvolsdgok egyrészt felsé becslést adnak a
legrévidebb utak hosszaira, mésrészt pedig ezen az (f, £)-fels6 becslésen
egyetlen élmenti javitds sem tud valtoztatni. Ezért az a csticsig mért ta-
volsagok pontosan a barna élek fajan mért tavolsdgok, mésrészt a barna
éleket a felé iranyitva megkapjuk, amit keresiink.

Van-e az dbrdn lathaté G gréafnak olyan Hamilton-kére, ami nem tartalmazza az ab élt? (Az élekre irt szamoktdl
tekintsiink el.)

Azt a kérdést kell megvialaszolnunk, hogy a G — ab grafnak van-e Hamilton-kore. (2 pont)
A Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele, hogy ha a grafbdl k csicsot torliink, akkor a kapott részgraf
komponenseinek a szama legfeljebb & legyen. (3 pont)
A G — ab grafbdl torolve az e csicsot, két komponens adédik. (4 pont)
Ezért a Hamilton-kor 1étezésének sziikséges feltétele nem teljesiil, nincs tehat G-nek olyan Hamilton-kore, ami
nem tartalmazza az ab élt. (1 pont)

Legfeljebb mennyivel tud névekedni az dbran lathaté graf minimalis koltségu feszitéfdjanak koltsége akkor, ha
a graf egy tetszlegesen vélasztott élének koltségét tetszOlegesen megvdaltoztatjuk? (Az élekre irt szdmok az
adott él koltségét jelentik.)

Az abréan lathaté a G egy Kruskal-algoritmus altal megtaldlt F' mkffaja.
Ehhez az élekrol novekvd koltség szerint dontottiink: egy élt pontosan
akkor vettiink be F-be, ha nem alkotott kort a korabban bevettekkel.

(2 pont)
Ha egy él koltségét csokkentjiik, akkor az 1j koltségekhez tartozé mkifa
koltsége nem novekedhet, egy él koltségének névelésétol pedig a modosi-
tott koltségekhez tartozé mkffa koltsége nem csokkenhet. Ezért azt kell
megallapitanunk, hogy melyik az az él, aminek a koltségét végtelenre
novelve a médositott koltségekhez tartozd mkffa koltsége a leheto leg-

nagyobb lesz. (2

pont)

Vildgos, hogy ha egy, az dbran lathaté mkffaban nem szerepl6 él koltségét noveljiik, akkor az F' koltsége nem
véaltozik, tehat a mkifa koltsége sem novekedhet. (1 pont)
Azt kell csupdn ellendrizni, hogy ha az F' egyes éleinek koltségét oo-re mddositjuk, hogyan novekszik az j
koltségekhez tartozé mkffa koltsége. (1 pont)

Ha az ad vagy ag élt mddositjuk, akkor dg keriil be a mkffiba, a koltség tehdt nem valtozik, vagy 1-gyel
novekszik. Ha gh vagy he n6 meg, akkor de keriil a faba, az 6sszkoltség 1-gyel vagy 2-vel n6. Ha ec, ei vagy
fi n6 oo-re, akkor cf keriil a faba, a koltség tehat ismét nem valtozik vagy 1-gyel novekszik. Végiil, ha bc
koltsége széll el, akkor eb keriil a fiba, azaz 3-mal novekszik a mkffa koltsége. (3 pont)
Tehat a feladat kérdésére az a valasz, hogy a mkffa koltsége legfeljebb 3-mal tud névekedni egyetlen élkoltség
megvaltozdsatdl. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékulcs (2021. 12. 15.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatérozzuk meg az &dbran lathaté G graf kromatikus szamét, és allapitsuk meg, hogy egyetlen él torlésével
elérhetd-e, hogy a kapott G’ graf kromatikus szdmdra x(G’') = x(G) — 1 teljesiiljon. (Az élekre irt szdmoktdl
és az élek irdnyitdsatdl tekintsiink el.)

A G gréf két szinnel kiszinezhetd, azaz pédros, a két szinosztaly pedig {s,b,d, f} ill. {a,c,e,t}. (4 pont)
Mivel G-nek van éle, ezért 1 szin nem elég a csicsok szinezéséhez, tehat G kromatikus szdma x(G) = 2. (2
pont)

Ha egyetlen él torlése utdn a kapott G’ graf kromatikus szdma x(G') = x(G) =1 =2 —1 = 1 lesz, az azt
jelenti, hogy G’ nem tartalmaz élt. (3 pont)

Mivel G-nek egynél tobb éle van, ezért barmely él torlése utdn marad még él, tehdt x(G') > 1 teljesiil. A

feladat kérdésére a vélasz tehat nemleges: barmelyik élt is toroljiik, a kromatikus szam ettél nem valtozik.

(1pont)

2. Keressiink az abran lathat6 halézatban maximalis nagysagu st-folyamot. Valtozik-e a maximélis folyamnagy-
sag akkor, ha a cd él kapacitasat m-vel csokkentjiik?

A javité utas algoritmussal meghatdroztuk az &bran lathaté 41
nagysigu st-folyamot. Ehhez az sabt(11), scdt(10), seft(9), sadt(1),
sedcbt(9) ill. sedeft(1) javitdsokat végestiik, a zardjelben az adott ja-
vitas soran kiildott folyammennyiség all. (5 pont)

A kapott folyamhoz tartozé segédgrafban s-bél az X = {s,a,d, e} s
csucsok érhetok el javité uton, és ez az X halmaz egy 41 kapacitdsu
st-vagast indukal. Ezért a megtalalt 41 nagysagu folyam csakugyan
maximalis. (3 pont) -
A cd él kapacitdsanak csokkentésétol a talalt f folyam megengedett
marad. Ezért a maximalis folyamnagysag sem csokkenhet ettol, igy a
feladat mésodik kérdésére nemleges a vilasz. (2 pont)

A folyam maximalitdsdnak igazoldsdhoz nem sziikséges a folyamalgoritmusra hivatkozni: ha valaki (bdrhogy)
talal egy 41 nagysagu folyamot, és egy 41 kapacitdsu vagést, és erre megfelelden hivatkozik, akkor azért jar a
pont. (Vagy éppenséggel akkor is, ha vildgosan kijelenti (és bizonyitja), hogy a 41 nagysédgu folyamhoz tartozé
segédgrafban mér nincs st-ut.) Ha azonban csak egy 41 nagysdgu folyamra mutat rd a megoldé (amirdl nem
vildgos, hogyan keletkezett), és bizonyitékot nem ad a maximalitdsra, akkor ez csak minimélisan visz kézelebb
a megoldashoz.

3. Tegyiik fel, hogy a G péros grafban o(G) = 21 = v(G) teljesiil a fiiggetlen pontok ill. a fiiggetlen élek maximalis
szamara. Hany csucsa van G-nek?

G péros graf, ezért nem tartalmaz hurokélt. Gallai I. tétele miatt a(G) + 7(G) = |V (G)|. (4 pont)
Kénig tétele szerint minden péros grafra, igy G-re is teljesiil, hogy v(G) = 7(G). (4 pont)
ezért G cstcsainak szdma |[V(G)| = a(G) + 7(GQ) = a(G) + v(G) = 21 + 21 = 42. (2 pont)

4. Sikbarajzolhaté-e az dbran lathaté G graf? (Az élekre irt szamoktdl és az élek irdnyitdsétol tekintsiink el.)

Kuratowski tanult tétele szerint G pontosan akkor sikbarajzolhaté, ha nem
tartlamazza részgrafként sem a K5 sem pedig a K3 3 graf soros bévitését.
Ha tehat mutatunk egy ilyen tiltott részgrafot, akkor abbdl azonnal adédik,

hogy G nem sikbarajzolhato. (3 pont)
Az 4bra egy G egy olyan részgrafjat mutatja, ami K33 soros bovitése. E
tiltott részgraf miatt pedig G nem sikbarajzolhato. (7 pont)

5. Hany olyan 1 < m egész szdm van, amire teljesiil a 42 = 4242(m) kongruencia?

A kongruencia definicidja alapjdn azokat az m > 1 egészeket keressiik, amire m | 4242 — 42 = 4200 teljesiil. (3
pont)

Ezek szerint a 4200-nak az 1-nél nagyobb oszt6i széméra vagyunk kivdncsiak. ( )
A 4200 kanonikus alakja 4200 = 23 - 3-52 .7, (2 pont)
ezért d(4200) = (34+1)-(1+1)-(2+1)-(1+1)=4-2-3-2=48 ( )
Mivel 1 | 4200 is pozitiv oszt6, ezért a keresett m-ek szdma 47. ( )




Tegyiik fel, hogy a G grafnak |V (G)| = 42 csticsa van, és kromatikus szama x(G) = 24. Bizonyitsuk be, hogy
G-nek van olyan e éle, amire (G — e) = 23.

Tekintsitk G egy 24 szinnel torténé kiszinezését! Ha ebben a szinezésben legfeljebb egy olyan szinosztély lenne,
amelyik csupan egyetlen csicsot tartalmaz, akkor G cstucsainak szama legalabb 2 - 23 4+ 1 = 47 volna. Ezért
G-nek legalabb két olyan szinosztalya van, amelyik egyetlen csicsot tartalmaz. (4 pont)
Legyenek u és v két olyan csucs, amelyekkel azonos szinre egyetlen egy masik csticsot sem szineztiink a fenti
szinezésben. Ekkor ha uv nem lenne éle a G grafnak, akkor v-t atszinehetnénk u szinére, és igy egy G egy 23
szinnel torténd szinezését kapnank, ami lehetetlen, hisz x(G) = 24. Ezek szerint u és v szomszédosak G-ben,
legyen e = uv. (3 pont)
A fenti gondolatmenet mutatja, hogy G — e 23 szinnel kiszinezhet6, hisz ha a G 24 szinre torténé szinezésében
a v-t atszinezziik u szinére, akkor G — e egy 23 szinnel torténd szinezét kapjuk. (1 pont)
Masfeldl, ha G — e 22 szinnel kiszinezhetd lenne, akkor v-t dtszinezve egy 23-dik szinre a G egy 23 szinnel
torténé szinezését kapnank. Ez x(G) = 24 miatt lehetetlen. (1 pont)
Ezek szerint x(G — e) = 23, ami igazolja a feladat allitdsat. (1 pont)



