A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2020. 11. 05.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hényféleképp lehet sorba rendezni az OSZLOPALKAT sz6ban talalhaté 11 betiit gy, hogy a sorrend
ne a LAKATOS szdval kezdddjon? (Az azonos betiiket nem kiilonboztetjiik meg.)
Ha nincs kikotés a sorozat kezdetére, akkor ismétléses permutdciokat kell szamolni: 11 elembdl 3 elem
kétszer jelenik meg, ezért a lehetséges sorbarendezések szama a tanultak szerint 5713' (4 pont)
Ezzel leszamoltuk a LAKATOS kezdetii sorozatokat is. Ezek szamat ugy kapjuk, hogy a maradék

4 bettit (Z, L, O, P) tetszélegesen sorba rakjuk a LAKATOS kezdés utédn. Ezt az emlitett 4 elem

permutdcidja, tehat 4! van beldliik. (3 pont)
A vélasz tehat a két fenti mennyiség kiilonbsége, (2 pont)
azaz & — 4. (1 pont)

2. A G iranyitatlan grafnak nyolc csicsa van: a,b,c,d, e, f, g, h. Ezek fokszamai rendre 6, 4, 4, 2, 2, 2,
1, 1. A G éleinek egy alkalmas irdanyitasaval 1étrejovo G’ iranyitott grafban a fenti csiicsokbdl rendre
D,;3,1,1,2,1,0,0 él 1ép ki. Hatarozzuk meg D értékét!

A G grafban a fokszamosszeg 22, ezért G-nek a HSL miatt pontosan 11 éle van. (4 pont)
Ha egy iranyitott grafban 6sszeadjuk az egyes csucsokbdl kilép6 élek szaméat, akkor (a HSL iranyitott
véaltozata miatt) épp a graf éleinek szamét kapjuk. (2 pont)
Mivel G’-nek is 11 éle van, (1 pont)
ezért 11=D+3+14+14+24+14+0+0, (2 pont)
ahonnan D = 3 a feladat kérdésére a vélasz. (1 pont)

3. Hany csicsa van az F' fanak, ha F-nek pontosan két nyolcadadfoku és tizenharom negyedfoku csicsa
van, és F minden mas csucsa levél?

Jelolje ¢ az F leveleinek szaméat! Ekkor F' cstcsai szama |V (F)| =2+ 13+ =15+, (1 pont)
F élei szdma pedig az 6ran tanultak szerint ennél 1-gyel kevesebb, azaz |E(F)| =14+ ¢. (2 pont)
A HSL miatt a fokszdmosszeg az élszam kétszerse, azaz 1 -0 +4-134+8-2=2-(14+4¢), (4 pont)
ahonnan ¢ 4 68 = 28 4 2¢ alapjan ¢ = 40 adédik. (2 pont)
Innen F csucsainak széma |V (F)| = 15+ ¢ = 15 + 40 = 55, és ez a vdlasz a feladatbeli kérdésre.
(1 pont)
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4. Inditsunk az abran lathaté G graf d csicsdbdl szélességi bejarast és hata- d € f

rozzuk meg a hozza tartozé szélességi fat. Végrehajthato-e a fent emlitett
BF'S gy, hogy bc faél legyen?
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Az éran tanultak szerint végrehajtjuk a szélességi bejardst. Az abran az
egyes csiucsok mellett lathatéd szam az elérési (és az ezzel azonos befejezési) ~4 5t
sorrendet mutatja, a megvastagitott élek pedig a faélek: ezek mentén érjiik 3Ya b &
el a kordabban elért csticsbol a késébb elértet. (7 pont) d
Az 6ran azt is tanitottak, hogy a BFS fa egy legrévidebb utak faja a gyo- 1 5
kérbol. Ezért a b és ¢ csicsok tavolsdga d-tol egyarant 2. Ha azonban be faél q o
lenne egy d-bél indulé BFS bejaras utan, akkor dist(d,b) # dist(d, ¢) lenne, o 9
ami nem igaz. Tehat bc nem lehet d-bdl inditott széességi bejaras utan faél. 8 7

(3 pont)




d.

A mellékelt tablazat a Dijkstra algoritmus lefutdsat mutatja a G iranyi- al bl ¢ E]l ¢
tatlan grafon. Az egyes sorok az adott fazis utdni (r, £)-felsé becsléseket o ot ot il

., , . . 42124| 70|00
adjak meg. Hatarozzuk meg, milyen sorrendben keriiltek be az egyes aal16] 710/ 77
csucsok a KESZ halmazba, azaz adjuk meg G cstiicsainak az algoritmus a4l16! 71018
altal meghatarozott wuy, us, ..., u, sorrendjét! 929016! 71018

Az 6rén tanultak szerint a KESZ halmazba nem tartozé csticsok koziil mindig

az a cstics (vagy azon csticsok egyike) keriil be a KESZ halmazba, amelyikre a al bl el dl e
legkisebb az (r, ¢)-felsé becslés. (2 pont) [~ ol ool oo 0] >
Ezért a tablazat minden becslést tartalmazoé sorabdl ki kell valasztani a legkisebb
_ 42| 24|[7] 0] oo
elemet azon elemek koziil, amiknek az oszlopabdl még nem valasztottunk egyetlen 33 -l ol 77
elemet sem legkisebbnek. Az igy meghatarozott elemeket bekereteztiik a jobb
PN 24| 16| 7| 0
oldalon lathaté tablazatban. (6 pont)
Mindezek alapjan a G graf csicsai d,c,b, e,a sorrendben keriiltek be a KESZ 16] 7] 0] 18
halmazba. (2 pont)

Legyen G = (V,E) véges, iranyitatlan graf. Tegyiik fel, hogy a k& : E — R, koltségfiiggvényre
ugyanigy 14 a minimalis koltségii feszitofa koltsége, mint a k" koltségfiiggvényre, ahol k' (e) = 2k(e)—1
a G minden e élére. Mennyi a minimalis koltségli feszit6fa koltsége a k”(e) = 2k(e) + 1 képlettel
megadott k" koltségfiiggvényre?

Az 6rén azt tanitottdk, hogy a Kruskal-algoritmus outputja minimélis koltségi feszitéfa. (1 pont)
A Kruskal-algoritmus az élekrdl a koltségek nemcsokkend sorrendjében, mohén donti el, hogy beveszi-e
az adott élt az outputba vagy sem. (1 pont)
Ha G éleit a k koltségfiiggvény szerint nemcsokkeno sorrendbe rendezziik, akkor ugyanez a sorrend a
k' és a k" koltségfiiggvényekre is nemcsokkend sorrend lesz. (1 pont)
Ezért a Kruskal-algoritmusnak a k koltségfiiggvényre megtaldlt outputja minimalis koltségl feszitéfa
lesz a k' és a k" koltségfiiggvényekre is. (2 pont)

Legyen F ez az output. Ekkor
U=FKF)=> Ke) =) (2ke)—1)= (Z 2k(e)) — |F| = 2k(F) — |F| =28 — | F|,
eeF eeF ecEF

azaz |F| = 14. (3 pont)
Ebbdl viszont

K'(F) =Y K'(e) =Y (2k(e) +1) = (Z 2k(e)> + |F| = 2k(F) + |F| = 28 + 14 = 42

ecF ecF ecF

a feladat kérdésére a vélasz. (2 pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2020. 12. 16.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hanyféleképp lehet kitolteni 90 6toslottoszelvényt (90 szambdl 5-re kell tippelni) tigy, hogy ne legyen
két azonosan kitoltott szelvény és egyetlen szelvényen se legyen egyetlen taldlatunk se? (A szelvényeket
elég a szamhuzés utén kitolteni.)

Ha egy szelvényt tigy akarunk kitolteni, hogy egyetlen taldlatunk se legyen, akkor a 85 ki nem huzott

szambol kell 5-re tippelni, (2 pont)

amit (855) -féleképp tehetiink meg. (3 pont)

Ennyiféle lehetséges szelvénybél kell nekiink 90 kiilonbozot kivélasztanunk, (2 pont)
85

amit ((¥))-féleképp tehetiink meg. Ez tehdt a feladat kérdésére a vilasz. (3 pont)

2. Hany levele van a 100-csucsu F' fanak, ha F' 40 db harmadfoku csicsan kiviil minden mas cstcsanak
legfeljebb 2 a fokszama?

Jelolje ¢ az F levelei szamat. Ekkor F' masodfoku csticsainak szama 100 — 40 — ¢ = 60 — £. ( )
A fakrol tanultak szerint F-nek |E(F)| = 100 — 1 = 99 éle van, ( )
ezért a HSL alapjan 3-40+2- (60 — ¢) + 1 - £ = 2-99 adddik, (3 pont)
ebbdl £ = 42 pedig kovetkezik, ez tehat a valasz a feladat kérdésére. ( )
Egyébként konnyen lathatd, hogy van a feladatbeli tulajdonsédggal rendelkezo fa. ( )

3. Inditsunk a felsé abran lathaté G graf a csicsdbdl mélységi bejarast
és hatarozzuk meg a hozza tartozd elérési sorrendet és mélységi fat.
Legkevesebb héany élt kell torolni G-bol ahhoz, hogy a vastaggal jelolt
élek a torlés utan kapott graf ¢ gyokertt DFS fajat alkothassédk?

Az abran lathaté az oran tanult médon végrehajtott DFS utan kapott

feszit6fa ill. elérési sorrend. (4 pont)
Az éran azt is tanitottak, hogy iranyitatlan DFS utdn nincs keresztél.
(2 pont)
Ezért G-nek minden olyan élét tordlni kell a masodik részhez, amelyik
a vastaggal jelolt élek alkotta feszitofa és ¢ gyokér esetén keresztél lesz.
(1 pont)
Konkrétan a hf és hi élekrél van szo. (1 pont)
Konnyen ellendrizheto, hogy a megvastagitott élek a G — hf — hi grafnak egy c-gyokerti DFS-fajat
alkotjak. (1 pont)
Ezért a mésodik kérdésre 2 a vilasz. (1 pont)
a|l bl cl|d| e
4. A mellékelt tablazat a Dijkstra algoritmus lefutdsat mutatja a G iranyi- 00| 00|0)00
; L . , 42124| 7/0|oco
tatlan grafon. Az egyes sorok az adott fazis utani (r, £) felsé becsléseket aal16| 7lol77
adjdk meg. Hatdrozzuk meg a ca él ¢(ca) hosszét! o4l16| 7lol1s
22|16| 7|0]18




A Dijkstra algoritmus futasabol adédéan a KESZ halmazba r = d,c,b, e, a sorrendben keriilnek be a
csucsok, u.i. az egyes sorokban ezekhez a KESZ halmazon kiviili csticsokhoz tartozik a legkisebb fels6
becslés. (4 pont)
A ¢ cstcs tehat a mésodik fazisban keriil a KESZ halmazba, ezért ekkor probalunk javitani a ca
él mentén. A tablazatbdl az deriil ki, hogy ez sikeriilt: az a-ra vonatkozé fels6 becslés 42-r6l 33-ra

csokkent. (3 pont)
Ezek szerint 33 = D(c) 4 €(ca) = 7 + {(ca) (itt most kivételesn D jeloli az (r,¢)-fels6 becslést, a d
ugyanis egy csucs neve). (2 pont)
Innen pedig ¢(ca) = 26 adédik a keresett élhosszra. (1 pont)

5. Kritikus-e az e tevékenység az als6é dbran lathato PERT problémaban?

Els6ként meghatarozzuk PERT graf pontjainak egy topologikus sorrendjét (pl. forrasok megtalalasa-
val és torlésével). Megkapjuk pl az b, a,c,d, e, g, h,i, f sorrendet. (2 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozzuk az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét, és az azt meg-
hatérozé, az adott cstcsba futé élt (éleket) megjeloljiik. (Az dbran vastagitdssal ill. a csicsok melletti

szdmokkal. ) ( 5 pont)
Ezutan meghatérozzuk a kritikus tevékenységeket, azaz mindazon tevékenységeket, melyek kritkus
dton vannak. (1 pont)
Kritikus 1t jelen esetben az olyan iranyitott bf-ut, amely megjelolt élekbol &ll. (1 pont)
Egyetlen kritikus Ut van, mégpedig a badgh f, ezért a kritikus tevékenységek kizardlag ezen 1it pontjai,
azaz b,a,d, g, h, f, ezért az e tevékenység nem kritikus. (1 pont)
A PERT problémaban a legrovidebb végrehajtdsi id6 egyébként 42. (0 pont)

Tegyiik fel, hogy ha az élsilyokkal ellatott G grafban az e él koltségét 11-nek, ill. 77-nek valasztjuk,
akkor a minimalis koltségl feszitofa koltsége 1956 ill. 1989 lesz. Mennyi a minimalis koltségii feszitofa
koltsége akkor, ha az e él koltsége 427

Két esetet vizsgdlunk. Ha G-nek van olyan mkffaja, ami nem tartalmazza az e élt, akkor az e él
koltségének novelése nincs hatéssal a mkffa koltségére. Ha azonban e éle G minden mkftajanak, akkor
az e koltségét e-nal novelve a mkffa koltsége is e-nal novekszik, kivéve, ha az igy megnovelt koltség
nagyobb, mint a G — e mkffajdnak koltsége. (5 pont)
A konkrét esetben, ha e koltségét 11-r6l 66-tal noveljiik, akkor a mkffa koltsége mindossze tud 43-mal
novekedni. Ez azt jelenti, hogy ha a e koltsége x > 11 + 43 = 54, akkor a mkffa koltsége 1989, ha
pedig 11 < x < 54, akkor a mkffa koltsége 1956 + (z — 11) = 1945 + x. (4 pont)
Tehat a kérdezett x = 42 esetben a mkffa koltsége 1945 + 42 = 1987. (1 pont)



