A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2018. 10. 19.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az 1,2,...,9 szamokat hanyféleképp lehet tigy sorbarendezni, hogy az els6 5 szam novekedo, az utolsd
5 szam pedig csokkend sorrendben &lljon?

A feladatban leirt tulajdonsagu sorrend 5-dik elemének a sorrendbeli legnagyobb szamnak, a 9-nek

kell lennie. (2 pont)
A sorrendbeli elsé 4 szam tehat az {1,2,...,8} halmazbdl keriil ki, (2 pont)
amire (;) lehetdség kinalkozik. (3 pont)
Figyeljiik meg, hogy e (i) lehetoség mindegyikéhez pontosan egy leszamlalandé sorrend tartozik:

(1 pont)
a kivalasztott 4 szamot ndvekvd sorrendbe allitjuk, folyatjuk a 9-essel, majd a maradék 4 szam ko-
vetkezik, csokkend sorrendben. (1 pont)
A fent emlitett (i) lehetOség tehat kolesonosen egyértelmiien megfelel az egyes leszamlalandé sorren-
dektnek, a feladat kérdésére tehat (3) a valasz. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a 22-¢li G graf élei igy vannak pirosra és zoldre szinezve, hogy mind a piros, mind
a zold élek G egy-egy feszitofajat alkotjak. Hany éle van a G komplementergafnak?

Mivel minden fanak eggyel kevesebb éle van, mint a csicsai szama, ezért G mindkét feszitéfajanak

egyenként 11 éle van, (2 pont)
és G csucsainak szdma pedig pontosan 12. (2 pont)
A 12 pontu teljes graf élszama (122) = 66, (4 pont)
ezért a G komplementergrafnak pontosan 66 — 22 = 44 éle van. (2 pont)

3. Legyen G a bal oldali abran lathat6 graf iranyitatlan véaltozata, az élekre irt szamok az adott él meg-
épitésének koltségét jelentik. Taldljuk meg G egy minimalis koltségi feszitofajat. Legfeljebb mennyire
novelhet6 a be él megépitési koltsége gy, hogy G-nek legyen egy legfeljebb 42 6sszkoltségi feszitofaja?

Az éran tanult Kruskal algoritmus segitségével (az éleket novekvé koltség szerint vizsgélva, és meg-
épitve, amennyiben nem hoz létre kort a kordbban megépitett élekkel) az abrdn megvastagitott élekkel

megadott minimdlis koltségii feszitofat kapjuk. (5 pont)
Ennek 6sszkoltsége 36. (1 pont) 10 b 2

Ha a be él koltsége 7-re no, akkor az iménti feszitofa koltsége 42

lesz, tehat a 7 koltség még megengedett. (1 pont)

Ha azonban a be él koltsége 7-nél csak egészen kevéssel tobb len-
ne, akkor a Kruskal algoritmus még mindig ugyanezt a fat talalna
meg, de az 6sszkoltség igy mar meghaladna a 42-t. Tehét ha a be
él koltsége 7-nél tobb, akkor a minimalis koltségl feszitéfa kolt-
sége tObb 42-nél, vagyis nem épitheto legfeljebb 42 6sszkoltséggel
feszitofa. (2 pont)
Ezért a feladat masodik kérdésére pontosan 7 a vélasz. (1 pont)

4. Legyen G a bal oldali abran lathaté iranyitott graf, az élekre irt szamok az adott él hosszat jelentik.
Van-e olyan, a c gyokérbe befelé iranyitott feszitéfdja G-nek, amely minden x cstucsbdl tartalmazza G
egy legrovidebb zc-utjat? Ha van ilyen fa, akkor hatarozzunk is meg egyet.

Ha megforditandank minden él iranyitasat, akkor az igy kapott grafban keresnénk legrovidebb utat c-
bol minden mas csucsba, igy a feladat kérdése annak felelne meg, hogy van-e az igy konstrualt grafban




egy c-gyokérii legrovidebb utak faja. (2 pont)
A Dijkstra-algoritmusrol tanultak szerint — tekintettel arra, hogy nemnegativak az élhosszok — a Dijk-

stra algoritmus outputként éppen ilyen fat szolgaltat. (2 pont)
Ezért a feladat elsé kérdésére igenlé a valasz. (1 pont)

Ilyen konkrét fat pedig igy tudunk konstrualni, hogy lefuttatjuk
Dijkstra algritmusat a megforditott élekkel megadott gréafra a c
gyokérbol. (1 pont)
Az éran tanult médszerrel ezt megtettiik: ennek soran a csiucsok
c,b,e, h, f,d,i,a,g sorrendben keriiltek az U; (KESZ) halmazba,
és az egyes csucsok melleti szam az adott csicstol adja meg c
tavolsagat. A megvastagitott élek pedig azt jelzik, melyik élmenti
javitas allitotta be az él kezdopontjara a fenti tavolsagot. Ezen
megvastagitott élek alkotjak a keresett legrovidebb utak fajat.

(4 pont)

. Tegyiik fel, hogy G egyszerti graf, és fokszamsorozata 8,8, 4,4, 4, 3, 3, 2, 2. Igazoljuk, hogy G-nek nincs

Hamilton-kore.

A kérdezett grafnak 9 cstcsa van, és ebbdl két cstics fokszama 8, azaz minden mas cstccsal Gssze

vannak kotve. (3 pont)
Ha tehat e két cstcsot toroljiik a grafbol, akkor az igy kapott G’ graf fokszamsorozatara 2,2,2,1,1,0,0
adodik. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy két izolalt pont mellett lesz még legaldbb egy komponense G'-nek, (1 pont)
azaz GG-bol két alkalmas csics elhagyasaval legalabb harom komponens keletkezik. (1 pont)
Ezért a Hamilton-kor 1étezésére tanult sziikséges feltétel nem teljesiil G-re, igy G-nek bizonyosan nincs
Hamilton-kore. (2 pont)

Legfeljebb hany éle lehet annak az egyszerii G grafnak, amelynek barmely BFS bejaras utan kapott
feszitofaja izomorf a jobb oldali abran lathaté graffal?

A BFS bejaras definiciéjabdl adédéan a BFS bejaras utéan kapott széles- a b
ségi fa gyokerének fabeli fokszdma megegyezik a grafbelivel. (2 pont) O——0O
Ezért a G grafnak nem lehet 3-nédl nagyobb foku csicsa (2 pont)

Mivel G-nek 8 csicsa van, ezért a G-beli fokszamosszeg legfeljebb

8.3 =24, (1 pont) (\c md
ezért a handshake lemma miatt |E(G)| = %ZvGV(G) d(v) <12.(1pont)

Konnyen lathato, hogy a kocka csicsai és élei alkotta graf barmely szé-

lességi faja izomorf a megadott faval, vagyis van olyan 12-éli, egyszerti

graf, amely megfelel a feladatbeli feltételnek. (3 pont) f g

A feladat kérdésére a valasz tehat pontosan 12. (1 pont) O



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2018. 11. 23.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Mennyi a bal oldali dbrén ldthaté G graf x(G) kromatikus szdma?

a b
Az éran tanultak miatt x(G) > w(G), azaz a kromatikus szamra alsé b 4@
becslés a maximalis klikkméret. (1 pont)
A G graf kozéps6” négy csucsa egy 4-pontu klikket alkot, ezért 4 <
w(G) < x(G), tehat a legalabb 4 szin sziikséges G szinezéséhez. (4 pont)

Az dbran lathato a G gréaf egy 4 szinnel torténd szinezése, (3 pont)
azaz xX(G) < 4. (1 pont)
Ezt az el6z6 becsléssel Osszevetve y(G) = 4 addédik a kromatikus szdmra.
g h
(1 pont) " O O

2. Van-e a jobb oldali dbréan lathato halézatban 42-nél kisebb kapacitasu st-vagas?

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktualis segédgraf néhany st-iutja mentén torténd javitdasok utan az abran lathato, 41 nagysagu f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy e élen nincs ilyen szdm, akkor f(e) = 0.) (5 pont)
A folyamot egyébként ugy kaptuk, hogy sorra
az sdft (17), saect (10), sabft (9), saeft (5)
utakon javitottunk, zardéjelben a javitas soran
elkiildott folyam nagysédga 4ll. (0 pont)
Az f folyamhoz tartozo segédgratban s-bol el-
érhet6 pontok X halmaza altal meghatarozott
st-vagés szintén 41 kapacitasu. (4 pont)
Azt kaptuk, hogy létezik a megadott halozat-
ban 42-nél kisebb kapacitasu st-vigés. (1 pont)

(A teljes értékii megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talélt 41 kapacitdsi
st-vagast. Ha azonban nincs indoklés, és a vagéas hibas, akkor az nem visz kozelebb a megoldashoz,
arra tudunk csak pontot adni, ha kideriil, hogy a hallgaté érti, mi az st-vagas, ill. annak a kapacitasa.
Ha szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgatd, akkor viszont jar részpontszam. Az
is teljes értékii megoldas, ha valaki megtalalja a 41 nagysagu folyamot, helyesen igazolja (de st-végas
nélkiil) annak maximalitdsat, valamint hivatkozik a Ford-Fulkerson-tételre.)

3. Legyenek A és B a G péros graf szinosztélyai. Tegyiik fel, hogy |A| = 100, |B| = 200, d(a) > 70
minden a € A és d(b) > 30 minden b € B csicsra. Igazoljuk, hogy G-nek van A-t fed6 pérositasa.

A Hall-tétel szerint pontosan akkor van A-t fed6 parositas, ha A-ra teljesiil a Hall-feltétel, azaz ha
|IN(X)| > | X]| teljesiil az A szinosztdly minden X részhalmazara. Ezért csupan a Hall-feltétel teljesti-

1ését kell ellendrizniink, és pontosan ezt tessziik a tovabbiakban. (2 pont)
Ha | X| < 70, akkor |N(X)| > d(v) > 70 > |X|, ahol v egy X-beli tetsz6leges csics. A Hall-feltétel
tehat fennall ekkor. (3 pont)

Ha pedig | X| > 70, akkor |A\ X| < 30, ezért mind a 200 db B-beli csticsnak van X-beli szomszédja,
tekintettel arra, hogy minden B-beli fokszam legalabb 30. (3 pont)




Ezért N(X) = B, azaz |[N(X)| = |B| = 200 > |X|. A Hall-feltétel tehét ismét teljesiil, és ezzel a
feladat &llitasat igazoltuk. (2 pont)

(Az X = () eset ellenérzése hidnyzik a fenti bizonyitdsbdl (a Hall-feltétel persze ilyenkor szupertrividlis),
de ezzel nem piszmogunk, teljes pontszam jar enélkiil is.)
. Sikbarajzolhaté-e a bal oldali abran lathato graf?

A Kuratowski-tétel szerint pontosan akkor sikbarajzolhato egy gréaf, ha részgrafként nem tartalmazza

sem a K33, sem a Kj egy felosztasat. (2 pont)
A bal oldali dbra egy felosztott K3, mig a jobb oldali egy felosztott K33 részgrafot mutat. (Elegend6
az egyiket megtaldlni.) (7 pont)
Ezé&rt a kérdezett graf nem sﬂb(barjazolhaté. (1 pont)

O

Az els6 2 pont megszerezhetd azzal az indokldssal is, hogy a felosztott K5 (ill. K5 3) nem sikbarajzolhaté
az oran tanultak szerint.

. Milyen maradékot ad 33-mal osztva az x egész szam, ha 12 az x 5-szorosének 33-as osztdsi maradéka?

A feladatbeli kérdés az

bz = 12(33) linedris kongruencia modulo 33 megoldédséval ekvivalens (2 pont)
A T-tel szorzas ekvivalens dtalakitds, innen

35z = 84(33) adddik, ami mod 33 attéréssel

2x = 18(33) alakot 6lt. (2,33) = 1 miatt 2-vel osztva nem valtozik a modulus, igy kapjuk a kongruencia
x = 9(33) megoldasat. (7 pont)
A feladat kérdésere a valasz tehat, hogy az x egész 33-as osztasi maradéka 9. (1 pont)

Aki felirja a linedaris kongruenciat, és a megoldhatdsagra vonatkozo tételbdl levezeti, hogy pontosan
egy megoldas van mod 33, az 6sszesen 3 pontot kap. Természetesen mas, elméletileg helyes modszerrel
(pl az Euklideszi algoritmuson alapuléval) torténé helyes megoldas is teljes pontszamot ér.

. Tegyiik fel, hogy a G paros gréf, és tegyiik fel tovabbd, hogy 7(G’) = 7(G) teljesiil minden olyan G’
paros grafra, amely G-bdl egy tjabb él behuzasaval jon 1étre. Igazoljuk, hogy G kisebbik szinosztalyara
teljesiil a Hall-feltétel.

A Kénig-tétel miatt minden, a feladatban leirt G’ paros grafra 7(G') = v(G') teljesill, és persze
7(G) = v(G) is igaz. (3 pont)
Ezért a feladatbeli feltétel azt mondja ki, hogy barhogyan is hizunk be egy tjabb élt a graf paros
tulajdonsdgdnak megtartasaval, a fiiggetlen élek maximalis szdma (azaz a maximalis méretii parositds
mérete) ett6l nem novekszik. (2 pont)
Ha G maximalis parositdsa nem fedné valamelyik szinosztalyt, akkor be lehetne hiizni G-be tjabb élt
a parossag megtartasaval igy, hogy a maximalis parositas mérete névekedjék. Am a feltétel miatt ezt
nem tudjuk megtenni, ezért valamelyik (értelemszertien a kisebbik) szinosztalyt teljes mértékben fedi

G barmely maximalis parositésa. (2 pont)
A Hall-tétel miatt viszont a kisebbik szinosztalyt pontosan akkor fedi minden maximalis parositds, ha
arra teljesiil a Hall-feltétel. (2 pont)

Ez pedig a feladat 4llitdsat igazolja. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2018. 12. 12.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy G olyan 9 csticsu, egyszerli graf, amelyben a fokszamok 5, 5,4, 4, 3, 3, 3, 3, 2. Igazoljuk,
hogy G Gsszefiiggd.

Megmutatjuk, hogy G-nek egy komponense van, és ebbél kovetkezik, hogy G osszefiiggd. (1 pont)
Mivel G minden csicsanak legalabb 2 a fokszama, G minden komponense legaldbb 3 csicsot tartal-

maz. (2 pont)
G barmely harom csicsa kozott van legaldbb harmadfokd, ezért G barmely komponense legalabb 4
cstcsot tartalmaz. (2 pont)
Az 5-foku csticsoknak olyan komponensben kell lenniiik, amelyben legalabb 6 cstics van. (2 pont)
A G graf 9 csticsat nem lehet legaldbb két komponensben tgy elhelyezni, hogy mindegyik komponens-
ben legaldabb 4 cstcs legyen, de legyen egy legaldbb 6 cstcsi komponens is. (2 pont)
Ezek szerint G-nek csakugyan egy komponense van, igy G 0sszefiiggo. (1 pont)

2. Az abran lathaté G graf minden egyes élének megépitési koltsége 6, az élre irt szam pedig azt mutatja,
mennyi tamogatast kapunk akkor, ha megépiil az adott él. Lefeljebb mennyi haszon realizalhato, ha
megépitjiik G egy alkalmasan vélasztott feszitéfajanak minden élét?

Mivel pontosan 8 db élt kell megépiteni, az 0sszkoltség fix, egész
pontosan 48. A cél tehat a 8 élhez tartozd Gssztamogatas maxima-

lizélasa. (2 pont) 1

Ez pedig gy érhet6 el, hogy Kruskal algoritmusat a tamogatasok

csokkend sorrendjében futtatjuk. (4 pont) d

Az algoritmus végrehajtasa utan az abran lathato feszitéfat kapjuk. 9
(3 pont)

A hasznunk pedig az igy realizalt dssztamogatasnal (90-nél) 48-cal

kevesebb, azaz pontosan 42. (1 pont) g

Az is tokéletes megoldas, ha az egyes élkoltségeket beallitjuk 6 minusz az élre irt szamnak, és az igy
kapott (néhol negativ) élkoltségekre futtatjuk a Kruskalt. A kapott feszitéfa negativ osszkoltségének
(—1)-szerese a vélasz, természetesen 42.

3. Az édbran lathaté G graf a csicsdbdl inditott mélységi (DFS) bejardsa utdn hany visszaél keletke-
zik? Milyen hatarok kozt valtozik a visszaélek szama, ha G egy mésik csucsabdl inditjuk a mélységi
bejarast? (Iranyitatlan esetben a visszaél és az eléreél ugyanaz.)

Az éran azt tanitottak, hogy irdnyitatlan graf DFS bejdrasakor nem keletkezik keresztél. (2 pont)
Ezek szerint G DFS bejarasa utan csak faélek és visszaélek lesznek, (1 pont)
faélbol pedig pontosan 8 db keletkezik, hiszen azok feszitofat alkotnak a 9 cstcson. (1 pont)
Ezért az a-bdl inditott DF'S utan pontosan 16 — 8 = 8 visszaél keletkezik. (2 pont)
Ez persze ugyanigy igaz akkor is, ha nem a-bdl indul a bejaras, tehat a feladat masodik kérdésére az
a vélasz, hogy ez a szdm mindig pontosan 8. (4 pont)

Ha valaki helyesen végrehajtja a-bdl indulva a DFS-t, és leszamlalja a visszaéleket, de nem nyilatkozik
mas cstucsokbdl inditott DFS-rél, az 6 pontot érdemel.

4. Az abran lathato G graf éleire irt szamok az adott él hosszat jelentik. Csokken-e G' valamelyik csu-
csanak g-t6l szamitott tavolsaga akkor, ha a cf él hosszat 1-re csokkentjiik?




Az éran tanult Dijkstra-algoritmust alkalmazva, a trividlis felsé becslésbdl kiindulva, a legkisebb becs-
léssel rendelkz6 csucsokat egyenként a KESZ halmazba pakolva, a KESZ halmazba keriilt cstcsbdl a
KESZ halmazt elhagyd élek mentén élmenti javitasokat végezve kiszamitjuk a g cstucstél minden egyes
csucs tavolsagat. (1 pont)
Az abra a kapott legrovidebb utak fajat mutatja, az egyes csucsok mellett allé szam pedig az adott
csucs g-t0l mért tavolsagat jelenti.

A kapott értékek nyilvan akkor is felsé becslést adnak a cstucsok
g-t6l mért tavolsagara, ha a cf €l hosszat 1-re csokkentjiik. Mivel
a cf él mentén lehet élmenti javitast végezni a lecsokkentett 1-es

élhossz esetén, (2 pont)
ezért az van olyan csticsa G-nek (konkrétan a c csics), amelynek
csokken ezéltal a g-t6l mért tavolsiga. (2 pont)

Az is helyes megoldas, ha a csokkentés utan jabb Dijkstra-t futta-
tunk, és ugy allapitjuk meg, hogy van valtozas. g
. Tegyiik fel, hogy G olyan 100 csicsu, egyszerti graf, amelynek van Euler-korsétaja. Képezziik a G’
gréafot gy, hogy G-hez egy v izolalt pontot adunk. Van-e a G’ komplementergdfnak Euler-korsétaja?

Az érén tanultak miatt a G’ grafnak van Euler-korsétéja, ha G’ 6sszefiiggd és minden csticsanak a

fokszam paros. (3 pont)
Mivel a G’ graf v csticsa apex (minden mas csticesal szomszédos), ezért G Osszefiiggd. (2 pont)
Tekintettel arra, hogy G-nek van Euler-korsétdja, G minden csicsa paros fokszamu. (1 pont)
Ezért ha u a G egy csticsa, akkor u fokszdma G-ben 99 —u, az G’ grafban pedig 100 — d(u), ami péros.

(2 pont)
A v cstics fokszdma G’-ben pontosan 100, ami szintén paros. (1 pont)
A fent idézett tanulményaink szerint tehdt a G’ grafnak van Euler-korsétéja. (1 pont)

. Hany Hamilton-koére van annak a G grafnak, amelynek 10 piros, 10 fehér és egy zold csiuicsa van, élei
pedig a kiilonb6z6 szinti csicsokat kotik Ossze az Gsszes lehetséges modon?

Legyen z a zold cstcs. Ha C' a G egy Hamilton-kore, akkor C'—v a G — v egy Hamilton-tutja. Marpedig
G — v minden Hamilton ttja a piros és fehér csucsokat felvéaltva tartalmazza, tehat e Hamilton-ut két
végpontja ellentétes szinii. Ez pedig azt jelenti, hogy G barmely Hamilton-kdrében a 2 csiics szomszédai

kiilonb6z6 szintiek. (3 pont)
A Hamilton-korok leszamlalasahoz ugy generdljuk e koroket, hogy z-bdl a piros csucs felé indulva
valasztjuk a kor soron kovetkezd cstcsait. (3 pont)
Az els6 két csucsot 10 — 10-féleképp valaszthatjuk, a kovetkezo kettot 9 — 9-féleképp, sit, fliggetleniil
a korabbi valasztdsainktol. (2 pont)

Mivel minden egyes Hamilton-kort pontosan egyféleképp generdl ez a moédszer, G Hamilton-koreinek
szédma e valasztési lehet8ségszdmok szorzata lesz, azaz 10-10-9-9-...-1-1 = 10!% (2 pont)
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Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatarozzunk meg egy maximalis nagysagu st-folyamot az abran lathaté hélézatban.

Maximélis nagysagu folyamot keresiink az érdn tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-titja mentén torténd javitdsok utan az abran lathatd, 41 nagysaga f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (kékkel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy e élen nincs ilyen szam, akkor f(e) =0.) (4 pont)
A folyamot egyébként tgy kaptuk, hogy sorra az sabct (9), sdeft (5), sdbft (7), saect (6), saedbft
(5), sdaecbft (9) utakon javitottunk, zdrdjelben a javitds soran elkiildott folyam nagysdga all. (0

pont)
Az f folyamhoz tartozé segédgrafban s-bél elérheté pontok X

halmaza altal meghatarozott st-vagas szintén 41 kapacitasu.
(4 pont)
Mivel a héalézatban 1étezik 41 nagysdgu folyam és 41 kapaci-
tasu st-vagas, ezért a maximalis folyamnagysdg pontosan 41.
(2 pont)

(A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talalt 41 nagysdgu
st-folyamot ill. ugyanekkora kapacitasu st-vagast. Ha azonban valamelyik ezek koziil hibas, akkor
nincs megindokolva az optimalitds. Ha szerepel a folyamalgoritmus, de valamit elszamol a hallgato,
akkor viszont egyértelmiien jar részpontszam.)

2. Sikbarajzolhaté marad-e az dbran lathato graf iranyitatlan valtozata az st él behiizasa utan?

Az dbrén a G graf egy Kjs-mal izomorf részgrafja lathaté. (8 pont)
Mivel a K33 nem sikbarajzolhaté, ezért G sem az. (2 pont)
A Kuratowski-tételre torténo helyes hivatkozas, amennyiben a hall-
gaté nem taldl tiltott részgrafot, 2 pontot ér. Az is tokéletes megol-
das, ha valaki hivatkozik a K5 nem sikbarajzolhaté tulajdonsagara
és arra, hogy az élosszehiizas megorzi a sikbarajzolhatdsagot, vala-
mint észreveszi, hogy az st élt 6sszhuzva lesz a grafban topologikus

K.

3. Igazoljuk, hogy ha F' egy 100 csucsu fa, akkor az F-beli fiiggetlen ponthalmazok maximélis méretére
a(F) > 50 teljesiil.

Az F fa péaros graf, (3 pont)
ezért csucsai két szinnel szinezhetok. (2 pont)
Ezért valamelyik szinosztaly legalabb 50-et tartalmaz az F' fa 100 cstucsabol, (2 pont)
és ezen pontok fiiggetlen ponthalmazt alkotnak. (1 pont)
A fiiggetlen ponthalmaz maximalis méretére tehat a(F') > 50 teljesiil, nekiink pedig pontosan ezt
kellett igazolni. (2 pont)
4. Melyek azok az 1 és 100 kozé esO pozitiv egészek, amelyek 42-szerese 66-ra végzodik?
Legyen x ilyen szam. A feladatbeli tulajdonsag azzal egyenértékii, hogy 42z = 66(100). (2 pont)

Ezt a linedris kongruenciat oldjuk meg. 6-tal osztds utan 7x = 11(50) adddik, (3 pont)




A T-tel szorzas ekvivalens atalakitas, amibél 49z = 77(50) adddik, (2 pont)
amit —z = —23(50) alakba irhatunk. (1 pont)
A kongruencia megoldasa tehat az z = 23(50), (1 pont)
és az 1 < x < 100 feltételt figyelembe véve pontosan két egész szam adddik megoldasnak: az x = 23
és az x = 73. (1 pont)

. Hany olyan m > 1 egész szam létezik, amelyre a 7x = 7(m) kongruencidanak megoldasa az z = 77

A konguencia definici6ja szerint pontosan akkor megoldds az x = 7, ha m | 7-7 — 7 = 42 teljesiil.

(4 pont)
Ez azt jelenti, hogy a valasz a 42 1-nél nagyobb o0sztéi szama. (2 pont)
Mivel 42 = 2 -3 -7, ezért az 6rdn tanultak szerint d(42) = 2 -2 -2 = 8 a 42 pozitiv 0szt6i szdma.
(2 pont)
ezek koziil csak az 1-nél nagyobbak érdekelnek minket, (1 pont)
igy 1|42, miatt a keresett m-ek szdma éppen 8 — 1 = 7. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy G minden csticsa ugy van kiszinezve a piros és zold szinek valamelyikére, hogy G-nek
nincs olyan paratlan hosszisagu kore, amelynek csicsai egyszintiek. Igazoljuk, hogy G kromatikus
szamara x(G) < 4 teljesiil.

Mivel az azonos szintire szinezett csucsok nem alkotnak paratlan kort, ezért a piros csticsok is és a
zold csucesok is paros gréafot feszitenek G-ben. (4 pont)
Ezek szerint az eredetileg piros csicsokat ki lehet szinezni két szinnel (mondjuk tulipirossal és karma-
zsinnal) gy, hogy egyetlen élnek se legyen mindkét végpontja tulipiros vagy karmazsin. (3 pont)
Hasonléan, az eredetileg zoldre szinezett csiicsok kiszinezhetok a keki és libazold szinekre ugy, hogy
egyetlen élnek se legyen azonos zold arnyalati a két végpontja. (1 pont)
Mivel a G graf csicsait a fentiek szerint 4 szinnel szineztiik tgy, hogy minden él kiilonb6z6 szint
csicsokat kot Gssze, ezért G kromatikus szdméra y(G) < 4 teljesiil. (2 pont)



