A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A 15 {6s képvisel6testiilet valasztdsra 5 part allit egy-egy 15 f6s listat. A szavazéast kovetéen mindegyik
part a listaja elejérol az elért eredményének megfelelo szamu képvisel6t kiild a testiiletbe, gy, hogy
a testiilet 6sszesen 15 fos legyen. Hanyféle lehet a képviselGtestiilet Osszetétele a szavazas utan?

A képvisel6testiilet osszetétele annyiféle lehet, ahanyféleképp a 15 képvisel6i helyet el lehet osztani 5

part kozott. (2 pont)
Mind a 15 helyre 5-féle partbdl lehet valasztani, a helyek sorrendje pedig nem szamit, (2 pont)
ezért 5 elem 15-6dosztalyd ismétléses kombinacidjardl van szé. (3 pont)
Az érén tanultak szerint ilyenbdl (149) van, ¢és ez a valasz a feladat kérdésére is. (3 pont)

2. Tegytiik fel, hogy az F' fanak csak els6- és negyedfoki csicsai vannak, szam szerint n; ill. ny. Igazoljuk,
hogy ny =2 -n4 + 2.

Tanultuk, hogy minden véges grafban a fokszamosszeg az élszam kétszerese, (3 pont)
tovabbd, hogy egy n csucsu fanak pontosan n — 1 éle van. (2 pont)
Ez F-re nézve azt jelenti, hogy n; 4+ 4ny = 2n — 2, ahol n = n; + ny a G cstcsainak szdma. (2 pont)
Innen azt kapjuk, hogy ny + 4ny = 2(ny + ng) — 2, (2 pont)
amit rendezve éppen a bizonyitandé allitdst kapjuk: ny =2 -ny +2 . (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G graf 3-szorosan élosszefiiggo és 1étezik Euler-korsétaja. Mutassuk meg, hogy G
4-szeresen élosszefiiggo.

A G graf 3-élof, ezért legfeljebb két élét elhagyva mindenképp Osszefiiggé marad. (2 pont)
Mivel G-nek van Euler-korsétdja, a tanultak szerint G minden csticsdnak paros a fokszdma. (2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G 4-él6f, azaz barhogyan is hagyunk el G-bél legfeljebb 3 élt, G-nek Gssze-

fiiggének kell maradnia. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igy van, ami azt jelenti, hogy valahogyan elhagyhaté G-bol 3 él ugy,
hogy G ettél szétessen. (1 pont)

Ha az ekkor keletkezd komponensek egyikében a csticsokat egy pontta hizzuk 6ssze, akkor olyan grafot
kapunk, amiben minden cstics foka paros, kivéve az dsszehtizott csicsét, aminek 3 a foka. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen tanultuk, hogy a fokszamosszeg minden véges grafban paros, igy a
paratlan foku cstcsok szama semmiképp sem lehet pontosan egy. A kapott ellentmondds a feladat
allitasdnak helyességét bizonyitja. (1 pont)

4. Legyenek az I fa csicsai az vy, v9, ..., V1, élei pedig v;v;11, ha 1 < ¢ < 41ill. vsv;, ha 6 < 7 < 10.
Tegyiik fel, hogy F' a G egyszeri graf v;-bdl inditott szélességi bejarasahoz tartozé fa. Legfeljebb hany
éle lehet G-nek?

Tanultuk, hogy az F' faban minden v;-bol vezet6 Ut a GG grafnak egy legrovidebb 1tja az adott csicsba.

(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a vy, vs, . .., v pontokbdl nem indulhat tovabbi éle G-nek, hiszen ekkor valamelyik
csucsba vezetne v;bdl révidebb ut, mint a fabeli. (3 pont)
A G grafnak tehat csak a vg, v7, ..., v19 csucsok kozott vezethet tovabbi éle. (1 pont)

Ezen csicsok kozé barhogy is hizunk be tovabbi éleket, az F' fa az igy kapott G graf szélességi
bejarashoz tartozo faja marad. (2 pont)




Mivel 5 cstcs kozé (g) = 10 él huzhato, a G grafnak legfeljebb 10 + 9 = 19 éle lehet, ahol a 9 az F
élszama. (2 pont)

. Baj van: atszakadt a hegyteton a zagytarozo gatja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slaggal le-
moshatd. Az mellékelt abran t jelzi a tarozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd varost, amit meg
kell védeni. A nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a zagy. (Furcsa errefelé a
gravitacié: megtorténhet, hogy végig lejt egy a kiindulépontjdba visszatéré utvonal.) A nyil mellett
allo szamok azt mutatjak, hogy a katasztréfavédelemnek hény percig tart elzarni az adott nyil mentén
lezidulé folyadék ttjat. Az a cél, hogy a lehetd legrovidebb id6 alatt minden lehetséges s-be vezetd
utat lezarjunk az arra aramlé melléktermék el6l. Mivel csak egy munkagép miikodik, ezért a kiva-
lasztott utvonalakat csak egymas utan zarhatjuk le. Segitsiink a katasztrofavédelemnek: hatarozzuk
meg, mennyi a sziikséges legrovidebb id6, ami alatt a munka elvégezhetd. Bizonyitsuk be azt is, hogy
kevesebb id6 nem elég minderre.

Ha a feladathoz tartozé abra grafjat halozatként értelmezziik, akkor az a célunk, hogy ebben a halé-
zatban minimélis kapacitdsu ts-vigdst talaljunk. (A ts-végds kapacitasat (szemben az st-vigdssal a

t-t tartalmazé rész felél az s-t tartalmazé rész felé mutaté élek Gsszkapacitdsa adja.) (3 pont)
A minimalis ts-vagas meghatarozasat a halézat egy maximalis folyamanak megkeresésével az oran
tanult médon végeztiik el. (3 pont)

Azt kaptuk, hogy az dbran szaggatottal jelolt vagas kapacitasa 17, az aprébb szamokkal jelolt folyam
nagysdga pedig 17. (Amelyik élen nincs mdas szam a kapacitason kiviil, ott nem folyik folyam, azaz

fle)=0.) (2 pont)
A folyam létezése miatt barmely ts-vagas kapacitdsa legalabb 17. Ezek szerint valoban minimalis ¢s-
vagast taldltunk, (1 pont)
igy a valasz az, hogy a katasztréfavédelemnek legalabb 17 percre van sziiksége, (1 pont)
és ehhez a kijelolt ts-vagas t-tol s felé futd éleket kell lezérni. (0 pont)

Ez egy gonosz feladat: nemcsak azért, mert az s és t szerepe felcserélodott, hanem amiatt is, hogy a
folyamnak (ami a vdgds minimalitasat bizonyitja) nincs szemléletes jelentése, szemben a megszokott
modellel, aholis vmi termék aramlik.

. Legyenek a G iranyitatlan graf csicsai az 1,2,...,100
szamok, az 1 és j csucs kozott pedig akkor fusson él,
ha 7 < i esetén az i — j szam 4-gyel osztva 1l-et ad
maradékul. Paros-e a G graf?

Ha i és j kozott él fut, akkor i és j koziil pontosan az egyik paros, a masik paratlan. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy se két paros szam, se két paratlan szam kozott nem futhat él, (3 pont)
igy GG valéban paros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb paros ill. paratlan pozitiv egészek al-
kotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két cstics kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak. (2 pont)
Két kiilonb6z6 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradékok kiilénbsége 1 vagy
a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehéat paros, hiszen az 1-es és 3-as ill. a 2-es és 0-as maradékosztaly kozott nem vezet él, és
ezek adjak a szinosztélyokat. (6 pont)



Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
2. ZH javitékulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A faluban 2n lany és 2n fit él. A lanyoknak —akik parosaval testvérek, és nem rokonai a fitknak—
az a céljuk, hogy tgy hazasodjanak 6ssze a falubeli filkkkal, hogy minden lany le tudja nyomni a
férjét szkanderban. Tudjuk, hogy az i-dik lanytestvérpar barmelyik tagja képes legalabb 2i — 1 fiut
szkanderban legyozni, rdadasul minden lany le tud gy6zni olyan fiut is, akit a testvére nem. Mutassuk
meg, hogy lehetséges a kivant hazasités!

Legyen G az a paros graf, aminek A és B szinosztalyat a lanyok ill. a fiuk alkotjak, és egy lany ill. fii

kozott akkor fut él, ha az adott lany lenyomja az adott fitt szkanderban. (2 pont)
Azt kell bizonyitanunk, hogy G-ben létezik teljes parositas. (1 pont)
Ehhez a tanult Frobenius tételt hasznaljuk, azaz egyrészt azt kell ellendrizniink, hogy a két szinosztaly
mérete azonos (ami azonnal adédik a definiciébdl), (2 pont)
masrészt a Hall feltétel teljesiilését kell igazolununk. (1 pont)
Az kell tehat, hogy barhogyan is véalasztok ki k lanyt, legalabb k olyan fiu van, amit a kivalasztott k
lany valamelyike képes szaknderban legyozni. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy valamelyik lanyt az i-dik testvérparbdl valasztottuk, az 0sszes tobbi kivalasztott lany
pedig az elso i testvérparbdl vald. Ekkor legfeljebb 2¢ lanyt valasztottunk ki, azaz k < 2i. Ha k < 24,
akkor k < 27 — 1, és az i-dik testvérparbol valasztott lany mar énmagaban legy6z 2¢ — 1 fitt, ezért a
Hall feltétel teljseiil ebben az esetben. (1 pont)
Ha azonban k = 2i, akkor pontosan az elso i testvérpart valasztottuk ki, és az i-dik testvérpar egyik
tagja legy6z 2i — 1 fitt, a testvére egy tovabbi fiit, igy az i-dik testvérpar legaldbb 2i = k fiut gydz

le. (1 pont)
A Hall feltétel tehat teljesiil, valéban létezik teljes parositds, azaza lehetséges a kivant hazasitds. (1
pont)

Létezik kozvetlen bizonyitds is, ami nem hasznalja a Hall feltételt.

Az 1. testvérparbdl valasztunk férjet az egyik lanynak. Mivel a testvére képes legyozni olyan fitt, akit
a most hazasitott testvére nem, ennek a testvérnek is jut férj. (2 pont)
Tegyiik fel, hogy az els6 ¢ — 1 testvérpart mar sikeriilt hazasitani, azaz a szdéban forgd 2¢ — 2 lanynak
mar van férje. Az i-dik testvérpar barmelyike legyoz 2i — 1 fiut, rdadasul ketten egyiitt mar legalabb
2¢ fiut gyoznek le. (2 pont)
Tehat van legalabb két egyelore nétlen fin, akiket az i-dik testévparbol valamelyik legy6z. Ha két
olyan fiu is van, akiket az i-dik testvérpar mindkét tagja legydz, akkor ezzel a két fiival hazasithatd
az i-dik testvérpdar is. (2 pont)
Ha nincs két ilyen fiti, akkor van olyan fid, akit a két névérnek csak az egyike gy6z le. Ha 6k 6sszeha-
zasodnak, akkor a masik névér altal legyozott fitk koziil legfeljebb csak 20 — 2 nds, marad tehat ennek
a ldnynak is olyan férj, akivel kedvére edzhet. (2 pont)
Azt kaptuk, hogy ha i — 1 testvérpar meghézasodott, akkor az i-diknek is taldlhatok férjek, és ebbdl
kozvetleniil kovetkezik a feladat allitasa. (2 pont)




2. Hatarozzuk meg az 1. dbrén lathaté G graf v(G) és p(G) paramé-

tereit.

A G graf 9 csicst, tehat 4-nél tobb fliggetlen él nem talalhaté G-
ben, (2 pont)
azaz V(G) < 4. (1 pont)
Maésrészt 4 fliggetlen él taldlhato, pl az dbrén ldthaté médon. (2
pont)

Innen v(G) > 4 kovetkezik, (1 pont)
és ezt az el6zbvel Gsszevetve v(G) = 4. (1 pont)
Gallai tanult tétele szerint, ha G-ben nincs izolalt pont, akkor
v(G) + p(G) = [V(G)]. (2 pont)
azaz p(G) =9 —4=5. (1 pont)

3. Hatarozzuk meg az 1. dbran lathaté G graf y(G) kromatikus szamaét.

A G graf kiszinezhet6 5 szinnel, pl az dbran lathaté mddon. (3 pont)
Innen x(G) < 5. (1 pont)
Ha x(G) < 5, akkor az azt jelenti, hogy G 4 szinnel kiszinezhetd. (1 pont)
Mivel a kozépso csics szinét egyetlen mas csics sem kaphatja, ezért a tobbi cstucsra ekkor 3 szin jut.

(2 pont)

Ezen csicsok egymashoz csatlakozd haromszogeket alkotnak, igy ha az egyik haromszoget kiszineziik
a sziikséges 3 szinnel, akkor a szomszédos haromszogek szinezése egyértelmiien adédik, am korbeérve
szomszédos csicsokat azonos szinfire kellene festeniink. (2 pont)
Ez nem lehetséges, vagyis 4 szin nem elegendé G kiszinezésére, tehat x(G) = 5. (1 pont)

4. Sikbarajzolhato-e az 1. abran lathaté graf?
A G graf nem sikbarajzolhatod, ugyanis az abran
lathaté moédon tartalmazza részgrafként a Ks 3
graf soros bévitését (ami persze topologikusan
izomorf K3 5-mal). (7 pont)
Mérpedig tanultuk, hogy sem a K33 graf, sem
annak soros bovitése sem sikbarajzolhato, tehat
ezen grafot részgrafként tartalmazoé graf sem le-
het az. Specidlisan a G sem. (3 pont)

A fenti elmondhat6 Kjs-tel is, mert annak a soros bévitését is tartalmazza G, ahogy az abran lathato.
Tovabbi lehetséges megoldas:

A G graf egyszeri és 9 pontja van, ezért ha sikbarajzolhatd, akkor a tanultak szerint legfeljebb

3-9 —6 =21 éle lehet. (5 pont)
Ezzel szemben G-nek 24 éle van, tehat G nem sikbarajzolhato. (5 pont)
Avagy:

Az el6z6 feladatban bizonyitottuk, hogy x(G) = 5. (2 pont)
A 4-szin tétel szerint ha G sikbarajzolhaté, akkor x(G) < 4. (4 pont)
Ennek alapjan G nem lehet sikbarajzolhaté (4 pont)

Ha az eléz6 feladatra nem volt jé a megoldas, akkor csak a kdzépso 4 pont jar.
5. Hatarozzuk meg a 2. abran lathato PERT feladathoz tartozo legrovidebb végrehajtasi idot és a kritikus
tevékenységeket.

Az s,a,d, e, f,g,b, h,c,t sorrend a csiicsok egy topologikus sorrendje. Ebben a sorrendben dolgozzuk
fel a graf csicsait. (3 pont)



Az abran lathaté médon meghataroztuk az egyes tevé-
kenységek legkorabbi kezdési idopontjait, és megjeloltiik
azokat az éleket, amik ezeket a legkorabbi idopontokat

meghatérozzak. (4 pont)
Azok a kritikus tevékenységek, amik rajta vannak egy
megjelolt élekbdl allo st tton, (1 pont)
konkrétan az s, a, f, g,b, h,c és t tevékenységek, (1
pont)

és 36 egységnyi id6 kell a PERT feladat optimalis iite-
mezés melletti végrehajtdsdhoz. (1 pont)

. Igazoljuk, hogy a P és N P problémaosztalyba egyarant beletartozik annak eldontése, hogy egy input-
ként megadott G iranyitatlan grafban létezik-e két kiillonbozo kor.

Az N P-beliséghez azt kell megmutatni, hogy ,igen” vélasz esetén (tehdt ha van a grafban két kii-
16nb6z6 kor) van hatékonyan (az inputméret polinomjaval korlatozhaté szdmu 1épésben) ellenérizhet

bizonyiték. (1 pont)
Jelen esetben két kiilonboz6é kor megadésa ilyen, mert mindegyik korrol hatékonyan eldonthetd, hogy
részgraf, kor, és hogy egymastol kiillonboznek. (2 pont)
A P-beliséghez azt kell igazolnunk, hogy van a problémara polinom idejli algoritmus. (1 pont)
Tudjuk, hogy a BFS vagy a DFS mindegyike polinom idejii, és a megadott graf minden komponensé-
ben egy-egy feszitéfat talal. (2 pont)
Vildgos, hogy G minden egyes éle meghataroz egy-egy alapkort a feszitéfa bizonyos éleivel egytitt. (1
pont)

Ha tehét G-nek van legaldbb 2 olyan éle, ami nem éle a bejarasi fanak, akkor ,igen” a valasz. (1 pont)
Ha legfeljebb egy ilyen él van, akkor G-nek nincs méas kore az alapkoron kiviil, {gy ,nem” a vélasz. (1
pont)
A dontési probléméra tehat létezik polinom idejii algoritmus, azaz a probléma valéban P-beli. (1
pont)

Az N P-beliség igazolhato masképp is.

Tudjuk, hogy P C NP, ezért elegend6 megmutatni, hogy a vizsgalt probléma P-beli, ebbdl az N P-
beliség kozvetleniil kévetkezik. (3
pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy ((§)> =3 ((Z) + (g)) teljesiil minden pozitiv egész n szamra.

A baloldalon 4ll6 mennyiség azt szamlalja le, hogy egy n csicsu (és ilyenformén (2) éllel rendelkezo)
grafbdl hanyféleképp lehet két kiilonbozé élt kivalasztani. (2 pont)
Két kiilonbozd él osszesen 3 vagy 4 kiilonboz6 végpontot hatdroz meg. (2 pont)
Ha 4 végpont adott, akkor ezeken 3-féleképp lehet 2 élt ugy kivalasztani, hogy mind a 4 végpontot
felhasznaljuk. (2 pont)
Ha pedig 3 pont van megadva, akkor az azok kozott futd 3 élbdl szintén 3-féleképp valaszthatunk ki
kettot. (2 pont)
Ezek szerint a vizsgalt kifejezés jobboldala is éppen azt szamolja meg, hogy hanyféleképp lehet a
K,-b6l két kiilonboz6 élt kivalasztani. Ezzel a feladat allitdsét igazoltuk. (2 pont)

Lehet persze favagassal is.
A baloldali kifejezést kifejtve kapjuk, hogy ((g)) = ("3 ) = %"(”2_1) : <"(”2_1) — 1> = in(n —

1) (n(n—1) —2) = ¢(n* —=n)(n* —n —2) = g(n* — 2n* —n* + 2n). (4 pont)
Ajobboldali kifejezéssel is megkiizdiink: 3 ((}) + (5)) = 3 (zn(n — 1)(n — 2)(n — 3) + gn(n — 1)(n — 2)) =
3 (24( — 6n3 + 11n* — 6n) + §(n® — 3n? + 2n)) = £ (n* —6n® + 11n? — 6n + 4(n® — 3n* + 2n)) =

n(n—1)

s(n* —2n® —n® +2n) | (4 pont)
ami bamulatosan egyezik a kordbban kiszamolt kifejezéssel, igy a feladatbeli azonossédgot szerencsésen
igazolja. (2 pont)
2. Legyenek a G iranyitatlan graf cstcsai az 1,2,...,100 szamok, az ¢ és j csucs kozott pedig akkor

fusson él, ha j < i estén az i — j szam 5-tel osztva 1-et ad maradékul. Paros-e a G' graf?

Vildgos, hogy az 1 és 2, a2és3,a3és4,a4déshH, azbésb,abés7, valamint a 7 és 1 kozott él fut,

a G graf definicidja alapjan. (3 pont)
Ezek az élek éppen egy 7 hosszi kort alkotnak G-ben, (3 pont)
marpedig azt tanultuk, hogy paros grafban nem létezhet paratlan kor. (3 pont)
Ezek szerint G nem péros graf. (1 pont)

3. Egy 12 egység hosszu drotbdl szeretnénk elkésziteni egy egységkocka élvazat, ugy, hogy a kocka csi-
csainal forrasztunk. Legkevesebb hany darabra kell felvagni ehhez az eredeti drotunkat? Mi a valasz
akkor, ha a testatloknak is benne kell lenniiik az élvazban, és persze a kiindulasi drotunk is 4 testat-
l6nyival hosszabb?

Feleljen meg a G graf az egységkocka (ill. a testatlékkal ellatott kocka) élhaléjanak. Ha valahogyan
elkészitjiikk drétokbdl az élvazat, akkor minden drétdarab a graf egy sétdjanak felel meg tigy, hogy G
minden egyes éle pontosan az egyik sétahoz tartozik. Azt kell tehat meghataroznunk, mi a legkisebb

szamu séta, amire G élhalmaza felbonthaté. (1 pont)
A G graf minden paratlan foku csticsaban véget kell érnie legalabb egy drétnak. (2 pont)
Ha G a kockanak felel meg, akkor mind a 8 csucsanak a foka 3, (1 pont)
igy legalabb 4 drétdarab kell, hogy legyen 8 drotvégiink. (1 pont)

Az is vilagos, hogy 4 drétdarab elég: pl a fedOlap egy fiiggbleges éllel, az alsé lap egy fiiggoleges éllel



egy-egy drothdl meghajthatd, és a maradék két fiiggbleges élhez is kell egy-egy egységnyi hosszui drot.

(1 pont)
Ha G a testatlokat is tartalmazza, akkor mind a 8 csucs paros foku. (1 pont)
Réadasul G 6sszefiiggd is, (1 pont)
ezért van Euler-korsétéja. (1 pont)
A tanult tétel miatt tehat vanz Euler korsétaja, és a drotot e mentén meghajogatva latjuk, hogy nincs
sziikség ebben az esetben darabolésra. (1 pont)

. Legyen G a (2,3,7,2,4,3,3,2) Priifer-kédu F' fa komplementere. Van-e G-nek Hamilton-kore?

Mivel a Priifer-k6d hossza 8, ezért F-nek 10 csticsa van. (1 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszdmandl, (2 pont)
Ezek szerint F-ben a maximaélis fokszdm a 4. (2 pont)
Mivel G az F' komplementere, G-ben a minimélis fokszam 9 — 4 = 5 lesz, vagyis G barmely csicsdnak
fokszédma legalabb 5. (1 pont)
Dirac tétele szerint ha egy n cstcsi grafban minden pont foka legaldbb 7, akkor G-ben van Hamilton
kor. (3 pont)
Ez a tulajdonsag fennall a feladatbeli G grafra n = 10-re, tehat a Dirac tétel szerint annak van
Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

Lehet persze favagassal is.

Az éran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kédjabol. F-nek 10 pontja van,
hisz a kéd hossza 8. A téblazat fels6 sora a letorolt leveleket mutatja:

1[5/67/8]4)9]3] 2 Z’jf?”‘é.’”\é“f:‘%
2[312[2(5[3[5]2[10 8 5{ \9 1/ 10) 6
(5 pont)

Az a kérdés, hogy az F' fa 10 cstuicsan van-e olyan kor, aminek egyik éle sem esik egybe F' valamelyik

élével. (2 pont)
Ha tigyesek vagyunk, konnyen taladlunk ilyen kort. Egyet pl szaggatott vonalakkal rajzoltunk az dbraba.

(2 pont)
Az tehat a valasz, hogy a G grafnak van Hamilton kore. (1 pont)

. Hatarozzuk meg az abran lathato grafban a legrovidebb 1t hosszat s-bol t-be a Dijkstra algoritmus
segitségével, és adjuk meg a csticsoknak azt a sorrendjét, ahogyan megallapitjuk a tavolsagokat.

A Dijkstra algoritmust a tanultak szerint végrehajtva
s,a,d,e, f,b,c,t sorrendben vessziikk be a csicsokat az
S halmazba, aholis azok a cstcsok vannak, amiknek a
s-t6l vald tdvolsagat méar megéllapitottuk. (Helyes az a
sorrend is, ahol a d, e vagy a b, ¢ pontok sorrendje fordi-
tott. (5 pont)
Az abran lathat6 az algoritmus futdsa utan kapott ered-
mény, ahonnan az latszik, hogy t tavolsaga s-t6l ponto-
san 21. (5
pont)

. A mellékelt dbran lathaté halézatban a 12 kapacitasa df él elromlott, kapacitasa 0 lett. Hatarozzuk
meg a kapott halézatban a maximalis st folyam nagysagat. Kideriilt kozben, hogy a kiesett élt egy
p kapacitasu éllel tudjuk potolni. Hatdrozzuk meg, hogyan fiigg a maximalis nagysagu st folyam
nagysaga a p paraméter értékétol!

Az az elso feladat, hogy p = 0-ra hatarozzunk meg egy maximalis nagysagi folyamot. Ezt az érén
tanultak szerint végezziik, a folyam maximalitasat egy folyamnagysdggal azonos kapacitasu vagassal
igazoljuk. (3 pont)
Az 1. dbran lathaté a megoldas, egy 9 értéki folyam és egy ugyanilyen kapacitdasu st-vagas, amit a
jelolt X halmaz hatéroz meg. (A kisebben szedett szamok a folyam nagysagat mutatjék az adott élen,



ahol nincs ilyen szdm, ott nem folyik folyam. (3 pont)
Ebben a folyamban most elkezdiink a p kapacitasi él segitségével tovabbi novel6 utakat keresni.
Taldlunk is egyet, amin novelve p < 8 esetén egy 9 + p nagysagu folyamot kapunk. (2 pont)
Az Y altal meghatarozott st-vagas mutatja, hogy ennél nagyobb folyam nem lehetséges. (1 pont)
Hétra van még a p > 8 eset. Ekkor az Y\ {d} olyan st vigdst hatdroz meg, aminek a kapacitdsa 17,
azaz p > 8 esetén a 17 nagysagu folyam elérhetd, de ennél nagyobb nem lehetséges. (1 pont)




Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
2. pZH javitokulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,b € B esetén d(a) > d(b) > 1, akkor van
G-ben A-t fedo parositas.

A tanult Hall tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fed6 parositas, ha teljesiil a Hall feltétel, (2
pont)

azaz tetszéleges X C A-ra [N(X)| > |X]|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellendrizni. A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 1 egész szém, amire d(a) > ¢ > d(b)
teljesiil minden a € A és b € B cstcsra. (1 pont)
Jelolje F(X) az X-bél indulé élek halmazat. Vilagos, hogy ¢ - |X| < |E(X)| < ¢+ |[N(X)]|, hiszen
minden X-beli csicsbdl legaldbb ¢ kiilonbozé él indul, mig egy N (X)-beli csicsra pedig legfeljebb ¢

E(X)-beli €l illeszkedhet. (4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért batran leoszthatunk: | X| < |[N(X)|, (1 pont)
azaz teljesiil a Hall feltétel, csakugyan 1étezik G-ben A-t fed6 parosités. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak 2010 csicsa van, és a(G) = 100, akkor x(G) > 21.

Tegyiik fel, hogy a G graf kiszinezhetd k szinnel. Mivel a k szinosztaly mindegyike fiiggetlen halmaz,
ezért minden szinosztédly legfeljebb a(G) csicsot tartalmazhat. (2 pont)
A k szinosztaly lefedi G minden csucsat, ezért k- a(G) > |V(G)]. ( )
A konkrét esetben ez azt jelenti, hogy 100k > 2010, ( )
ahonnan k& > 2010/100 > 20. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G kiszinezéséhez 20-nél tobb, azaz legaldabb 21 szin kell, ( )
ami pontosan azt jelenti, hogy x(G) > 21, és épp ezt kellett bizonyitanunk. ( )

3. Igazoljuk, hogy ha G = (V, E) egyszeri graf és minden fokszdma 12, akkor nem léteznek olyan
G1 = (V, Ey) és Gy = (V, Ey) sikbarajzolhaté grafok, amire £ = E; U Es, azaz G nem &ll el két
sikbarajzolhaté graf unidjaként.

Jelolje n a G graf csicsainak, m pedig az éleinek a szamat. Ha a G graf minden cstcsabdl 12 €l indul,

akkor 12n = 2e, azaz e = 6n, (3 pont)
hiszen a fokszamosszeg éppen az élszam kétszerese a tanultak szerin. (1 pont)
Azt is tanitottak, hogy ha egy n csicsi egyszeri grafnak legalabb 3 cstcsa van és sikbarajzolhato,
akkor az éleinek szama legfeljebb 3n — 6. (3 pont)

Marpedig ha a G graf (aminek az egyszeriiség és a 12 fokszdm miatt legaldbb 13 csticsa van) két
sikbarajzolhaté graf uniéja volna, akkor G-nek legfeljebb kétszer annyi éle lehetne, mint egy sikbaraj-
zolhaté grafnak, (1 pont)
konkrétan legfeljebb 2(3n — 6) = 6n — 12. (1 pont)
Lattuk, hogy a G grafnak ennél tobb éle van, igy valéban nem lehet G két sr graf unidja. (1 pont)

4. Stirgosen el kell fogadni a korrupcidellenes térvényt. Ennek érdekében kiilonféle egyeztetéseket és
vitakat kell lefolytatni, amik csak bizonyos sorrendben kovethetik egyméast. A mellékelt abran lathato
graf csicsai jelentik az egyes cselekményeket, a nyilak pedig a kordbban végrehajtandé cselekménybél
olyanokba mutat, amik azt nem el6zhetik meg, sot, a két cselekmény megkezdése kozott el kell telnie a
nyil mentén megadott szamu napnak. A p paraméter az illetékes bizottsdag arrdl valé ,,meggy6zésének”




a koltsége, hogy adott idon beliil hagyjak jova a javaslatot. Mennyibe keriil a torvény 42 napon beliili
elfogadasa?

Az s,a,d, e, f,b,g,h,c, t sorrend a csicsok egy to-
pologikus sorrendje. Ebben a sorrendben dolgoz-
zuk fel a graf csicsait. (3 pont)
Az dbran lathaté modon meghatdroztuk az egyes
tevékenységek legkorabbi kezdési id6pontjait, és maX( 46 — p, 35)
megjeloltiik azokat az éleket, amik ezeket a leg- '
korabbi idépontokat meghatarozzak. A ¢ és t csu-
csoknal mind a kezdési idopont, mind az ezt meg-
hatéarozo él fiigg a p paramétertdl. (4 pont)
Az kell tehat nekiink, hogy max(41,52 — p) < 42
legyen, azaz 52 — p < 42, vagyis p > 10. (1 pont)

Az id6beni elfogadas koltsége tehat legalabb 10. (1 pont)
Ha pedig rédszanjuk erre a 10 koltséget, akkor el is fogadhatd a torvény ennyi id6 alatt. (1 pont)
Ekkor a kritikus tevékenységek azok, amik a p = 10-hez tartozo kritikus utak valamelyikén vannak,
azaz az s, a, b, c és t lesznek. (0 pont)

Ha vkinek a ,,42 napon beliil” legfeljebb 41 napot jelent, és ezért p = 11 jon ki, azt is fogadjuk el
helyesnek.

. Legyenek az F' fa cstcsai az vy, s, ..., V10, €élei pedig vvi4q, ha 1 <7 < 4ill. vsv;, ha 6 < 5 < 10.
Tegyiik fel, hogy F' a G egyszert, irdnyitatlan graf v1-bol inditott mélységi (DFS) bejarasahoz tartozé
fa. Legfeljebb hény éle lehet G-nek?

Tanitottak, hogy a mélységi bejaras fajahoz nem tartoznak keresztélek, azaz olyan élek, amik a fa

olyan csucsait kotik Ossze, amik nem leszarmazottai egymasnak. (3 pont)
Ezek szerint G-ben nem futhat él a vg, v7, ..., v19 pontok kozott. (2 pont)
A G grafnak tehat nem lehet tobb éle, mint annak a grafnak, amit 10 pontu teljes grafbdl ugy kapunk,
hogy elhagyjuk a fenti 5 pont kozt futd éleket. (2 pont)
Az élszém tehdt legfeljebb (1)) — (5) = 45 — 10 = 35 lehet. (1 pont)
Ennyi éle pedig lehet is G-nek. Ha ugyanis G' pontosan a fent leirt graf, akkor a megadott F' lehet a
G mélységi faja. (2 pont)

A fa helyes lerajzolaséaért adjunk 1 pontot, ha nincs més értékelhetd teljesitmény.

. Legyen a Il dontési probléma inputja egy Osszefiiggé G graf, az output pedig pontosan akkor ,igen”,
ha van G-ben Euler-korséta. Mutassuk meg, hogy II € co — NP.

Azt kell megmutatni, hogy tetszoleges Gsszefiiggd grafra hatékonyan ra tudjuk bizonyitani az Euler-

korséta nemlétét, mar persze amennyiben nincs benne ilyen. (3 pont)
Azt tanitottak valaha, hogy egy véges, Osszefiiggé G grafban pontosan akkor van Euler-korséta, ha
G-ben minden cstcs foka paros. (3 pont)
Pontosan akkor nincs tehat Euler-korsétaja G-nek, ha G-nek van paratlan foku cstcsa. (2 pont)
Egy ilyen csiucs megadasa utan pedig polinom idoben lehet bizonyitani, hogy a foka paratlan, tehat
nincs Euler-korséta G-ben. (2 pont)

[gazabdl arra is van id6, hogy mind az n csicsot végignézziik, igy a fentiekbdl tkp az is kovetkezik,
hogy II € P. Es persze j6 bizonyitds az is, ha kozvetleniil ezt mutatjuk meg, hisz P C NP.



A szamitastudomany alapjai
1. ppZH javitékulcs

Az ditmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tijékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A Cayley egyetem kombinatorika-kertészet szakanak elso 3 félévében Gsszesen 18 targyat kell elvégezni,
minden félévben hatot. Az el6tanulményi rend szerint a Fak targyat a Feszitofak targynal el6bb kell
felvenni, mas megkotés nincs. Hanyféleképp lehet felvenni a targyakat az egyes félévekben, feltéve,
hogy minden felvett targyat mar az adott félévben sikeresen teljesitenek a hallgatok?

Ha tudjuk, hogy a ,Fak” ill. a ,Feszit6fak” targyat melyik két félévben veszi fel egy hallgatd, akkor a
nyilvén az kordbbi félévben kell felvennie az elébbi, a késébbiben pedig az utébbi targyat. (1 pont)
E két félévet (;’) = 3-féleképp valaszthatjuk. (2 pont)
Ha mar tudjuk, hogy melyik két félévrol van szd, akkor a maradék 16 targyat kell a 3 félévre beosztani,
ugy hogy arra a félévre, amikorra a fenti targyak egyikét sem vette fel, 6 targy jusson, a ,Fak’-at
hallgatott félévre 5, a ,Feszit6fak™at tartalmazéra pedig szintén tovébbi 5 targy keriiljon. (3 pont)
A 6 targy felvételére (1)) lehetdség van, a maradék térgyakbol az 5-6t (17)-féleképp lehet kivélasztani,
a megmarado 5 targy pedig a feszitofdkkal egyiitt szerepel. (3 pont)

A vélasztasaink fiiggetlenek, ezért a valasz 3 - (166) (150) =3 % . 51,—05', =3 %. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy barmely véges G grafnak legaldbb |V(G)| — |E(G)| komponense van.

Tegyiik fel, hogy a G grafnak k& komponense van, rendre ny,no, ..., n; csiccsal. (2 pont)
Mindegyik komponens tartalmaz egy-egy feszitofat, (2 pont)
és minden feszitofanak eggyel kevesebb éle van, mint az adott komponens mérete. (2 pont)
Ezek szerint G éleinek szaméra azt kapjuk, hogy |[E(G)| >n; —1+ns—1+...4+npg—1=ny +ng +
ooty —k=|V(GQ)| — k. (3 pont)
Innen a feladat allitasa kozvetleniil adddik. (1 pont)

Persze masképp is érvelhetiink.

Ha G-nek egy élét elhagyjuk, attol legfeljebb eggyel né a graf komponenseinek szama. (3 pont)
Ha G minden élét elhagyjuk, akkor a komponensek szdma az eredeti k-rél |V (G)|-re novekszik, hiszen
minden pont izoldlt lesz. (3 pont)
Ezek szerint k + |E(G)| > |V(G)|, (3 pont)
és ebbdl atrendezéssel a feladat &llitdsat kapjuk: k > |V(G) — |E(G)| . (1 pont)

3. A G gréfot ugy kapjuk, hogy az 1,2, ... csticscimkékkel ellatott teljes grafban parhuzamos élekként
megkettézzik a (2,3,2,2,5,3,5,2) Priifer-kédu F feszitéfa éleit. Van-e G-nek Euler-korsétaja?

A G grafot ugy kapjuk, hogy egy teljes (igy 6f) grafba tovébbi éleket hizunk be, igy G mindenféleképp

of lesz. (1 pont)
Az 6ran tanult tétel szerint tehdat G-nek pontosan akkor van Euler-korsétdja, ha minden csicsanak
péaros a fokszama. (3 pont)
Mivel a Priifer-kéd hossza 8, ezért G-nek 10 csiicsa van. (1 pont)
A K, grafban minden pont foka 9, ezért G-ben pontosan akkor lesz minden pont foka paros, ha F
minden csicsédnak a foka paratlan. (2 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden csics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszamanal, (1 pont)
marpedig a konkrét Priifer-kédban minden cstics ps sokszor szerepel (a 0 is ps szdm). (1 pont)
Tehat F-ben minden fok ptn, igy G-ben minden fok ps, vagyis van Euler-korséta G-ben. (1 pont)

Lehet persze favagassal is.




Az o6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kédjabdl. F-nek 10 pontja van,
hisz a kéd hossza 8. A téblazat fels6 sora a letorolt leveleket mutatja:

% 31 51 JI\;Q
1‘4‘6‘7‘8‘9‘3‘5‘2 9 8 ol S 5 pont

2|3]2]2[5]3[5]2[10 ( )

Ha F' csicsaira még egy teljes grafot illesztiink, akkor az igy kapott graf 6f marad, (1 pont)
és minden csucsanak a foka ps lesz, hisz F-ben is és Kjp-ben is minden csics foka pératlan. (1 pont)
( )

Az éran tanult tétel szerint tehat G-nek van Euler-korsétdja. 3 pont

. Tegyiik fel, hogy a G egyszert grafnak 20 csicsa van és GG 10-szeresen élosszefiiggd. Mutassuk meg,
hogy G-nek van Hamilton kore.

Ha G 10-é16f, akkor minden csicsanak legalabb 10 a foka, hiszen ellenkezd esetben a minimaélis foku
csuesbol indulé legfeljebb 9 él elhagyasatol G szétesne. (4 pont)
A Dirac tétel szerint ha egy n csicst grafban minden pont foka legaldbb 7, akkor G-ben van Hamilton
kor. (4 pont)
Ez a tulajdonsag fennall a feladatbeli G grafra n = 20-ra, tehat a Dirac tétel szerint annak van
Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (2 pont)

. Adott egy G graf, az e él hosszat jelolje [(e). Minden él hosszat noveljiik meg 2-vel, azaz legyen
I'(e) = I(e) + 2 minden élre. Tegyiik fel, hogy u és v kozott P egy legrovidebb 1t az [’ élhosszokkal.
Igaz-e, hogy P biztosan egy legrévidebb Ut u és v kozott az | élhosszokra nézve is?

A valasz az, hogy altalaban nem igaz, hogy minden élhosszt egyforméan novelve barmely legrovidebb

uv 1t legrovidebb marad az 1 hosszokkal is. (1 pont)
Ennek igazolasira elegendd egy ellenpéldat mutatni, azaz egy olyan élhosszokkal ellatott grafot és
abban egy legrovidebb uv utat, ami nem lesz legrovidebb az élhossznovelések utén. (3 pont)
Az abran lathato gréf ilyen: eredetileg az uxv Ut hossza 2, a T

kozvetlen uv él hossza pedig 3, tehat uxv az egyediili legrovi- L L v

debb uv ut. Az élhosszok novelése utdn az uzv hossza 6 lesz, Y 3

mig az uv élé 5, tehat urv nem marad legrovidebb tt. (6

pont)

. Hatarozzuk meg a mellékelt hal6zatban a maximalis st-folyam nagysagat, és igazoljuk is, hogy ennél
nagyobb st-folyam nem létezik.

A javité utak moédszerével meghataroztunk egy 15 nagysigi folyamot az dbran lathaté médon. (a
kisebben szedett szamok a folyam &ltal felvett értékeket jelentik az adott élen.) (6 pont)
Az X-szel jelolt ponthalmaz altal meghatarozott st-vagéas kapacitasa is éppen 15, tehat ennél nagyobb
st-folyam nem lehetséges. (4 pont)




Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
2. ppZH javitékulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Aam a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban 1 pontot vonunk le.

1. Mutassunk olyan 10 pontu 0Osszefiiggd, egyszerti G grafot, amihez tugy lehet egy élt hozzdadni az
egyszeriiség megtartdsaval, hogy a v(G) és a p(G) értéke is megvaltozik ennek hatdsara.
Gallai idevagd tétele szerint ha G-ben nincs izoldlt pont, akkor v(G) + p(G) = |V (G)|. (3 pont)
Ennek megfeleléen ha olyan 10 ponti grafot talalunk, aminek nincs izolalt pontja, és amihez tgy
lehet egy élt hozzdadni, hogy a v(G) megvéltozzon, akkor p(G) is valtozni fog, tehat teljesiilni fog a

feladatban leirt tulajdonsdg. (3 pont)
Ilyen graf pl. a 10 pontu csillag (az a 10 cstcsu fa, aminek 9 levele van), mert ebben a grafban v = 1,
de tetsz6leges ujabb élt behuzva v = 2 lesz. (4 pont)

Természetesen az is tokéletes megoldas, hogy egy konkrét grafrél és hozzaadott élrél konkrétan meg-
mutatjuk (Gallai nélkiil), hogy a v és a p is valtozik.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszerti, sikbarajzolhaté graf, akkor G barmely G* duélisanak van olyan
tartomdanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.

Tanitottak, hogy ha G egyszerii, sikbarajzolhaté és cstcsainak szama n > 3, akkor G-nek legfeljebb
3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ha G-nek legfeljebb két csicsa van, akkor éleinek szama legfeljebb egy, ugyanennyi éle van tehat
G*-nak is, ezért G* barmely lapjanak hatara legfeljebb két élbol all. (Hiszen az egyetlen él mindkét
oldala hatarolhatja ugyanazt a lapot.) (1 pont)
Ha pedig G-nek legaldbb 3 csticsa van, akkor a G-beli csticsok fokszamdosszege az élszam kétszerese,
tehat legfeljebb 6n — 12. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-nek van olyan csicsa, ami legfeljebb 6todfoktd, hiszen ha minden csticsnak
legalabb 6 lenne a foka, akkor a fokszamdsszeg legalabb 6n lenne. (2 pont)
Legyen v ilyen, legfeljebb 5-6dfoku csiics G-ben. A v cstics a G* valamelyik tartomanyénak belsejében
van. Az ezen tartomény hatdrolé G*-beli élek éppen a v-bél indulé G-beli éleknek felelnek meg, (3
pont)
ezért ezt a tartomanyt legfeljebb 5 él hatarolja, mi pedig éppen egy ilyen létezését akartuk igazolni.
(2 pont)

Ha vki hivatkozza, hogy minden egyszerii sr grafnak van legfeljebb 5-6dfoku csicsa, azért is jar az 5
pont. Ha a 3n — 6-os fels6 becslés alapjan jutunk erre, akkor vhogy el kell intézni a legeljebb 2 cstucsi
grafokat.

3. Tegyiik fel, hogy G olyan 2n csicsi paros graf, aminek van teljes parositasa. Hatarozzuk meg a

komplementergraf kromatikus szdmat, x(G)-t.

A G graf teljes parositasa n fliggetlen élbol éll, ezek szerint G mindkét szinosztélya egyarant n csicsot

tartalmaz. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a G komplementergrafban van n pontt klikk, (2 pont)
fgy x(G) > w(G) > n addédik a kromatikus szamra. (2 pont)
Azt fogjuk igazolni, hogy x(G) = n, és ehhez elegendé megadnunk G csticsainak egy n szinnel térténd
kiszinezését. (2 pont)

Vegyiik észre, hogy ha a teljes parositds minden egyes éléhez hozzarendeliink egy-egy kiilonb6z6 szint,
és minden parositasél mindkét végpontjat az élhez rendelt szinre szinezziik, akkor azonos szinti csicsok




nem lesznek szomszédosak G-ben, tovabba éppen n szint hasznaltunk fel a szinezéshez. Nekiink pedig
pontosan erre volt sziikségiink. (2 pont)

. Hatarozzuk meg az alabbi PERT probléma optimélis {itemezése melletti kritikus tevékenységeket!

Az alabbi dbran az éran tanult médszerrel s, d, e, h, f,a,b, c, g,t sorrendben feldolgoztuk a graf csu-
csait, meghataroztuk az egyes tevékenységek legkordabbi kezdési idopontjait, és megjeldltiik azokat az
éleket, amik ezeket a legkorabbi id6pontokat meghatarozzak. (7 pont)
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Azok a kritikus tevékenységek, amik rajta vannak a megjelolt élekbol allé st uton, (1 pont)
konkrétan az s, e, f, g és t tevékenységek, (2 pont)
és 34 egységnyi id6 kell a PERT feladataz optimalis iitemezés melletti végrehajtasahoz. (0 pont)

. Mutassuk meg, hogy ha egy G graf néhany éle gy van iranyitva, hogy nem alkotnak iranyitott kort,
akkor G a tobbi éle is megiranyithaté ugy, hogy a kapott iranyitott graf aciklikus legyen.

Tekintsiik a G csuicshalmazan az eredetileg megiranyitott élek alkotta D iranyitott grafot. A feltétel
szerint D-ben nincs irdnyitott kor, tehat DAG. Az ilyen grafokrdl pedig azt tanitottak, hogy van a
cstcsaiknak topologikus sorrendje, aholis minden él a kisebb sorszami csticsbdl vezet a nagyobba. (4

pont)
Az a feladatunk, hogy a G eddig iranyitatlan éleit is gy irdnyitsuk, hogy DAG-ot kapjunk, tehat
tovabbra is legyen topologikus sorrend. (2 pont)

Erre alkalmas eljaras pl az, hogy a D topologikus sorrendje megmaradjon a megiranyitott G' topolo-
gikus sorrendjének, azaz G minden élét ugy iranyitjuk, hogy a kisebb sorszamu csicsbol a nagyobb

sorszéamuba vezessen. (4 pont)
. A valds szamokbdl &ll6 ay, ..., a, sorozat olyan, hogy az a3, a3, ..., a3 sorozat egy darabig nd, uta-
na csokken. Adjunk konstansszor n losszehasonlitast hasznalé algoritmust, ami rendezi az aq, ..., a,
sorozatot.
Mivel az x — 2? szigorian monoton noveked? fiiggvény, ezért az a4, . . ., a, sorozatra is igaz, hogy egy
darabig né, utana csokken. (2 pont)
A két rendezett tombot egy rendezett tombbe Osszefésiilo eljarashoz hasonléan dolgozunk, tigy hogy
az egyik tombnek az eredeti tombot, a masiknak a hatulrél olvasott eredeti témbot tekintjiik. (3

pont)

Konkrétan, el6szor 6sszehasonlitjuk az a; és a, elemeket, a kisebb lesz a rendezett sorozat elso eleme,
és a kovetkezO Osszehasonlitasban a szomszédjat fogjuk Osszehasonlitan az el6z6 Gsszehasonlitasban
nagyobbnak bizonyult elemmel. Minden 6sszehasonlitasban a kisebbik elem lesz a rendezett sorozat
kovetkezo eleme, a nagyobbik elem tulél, és részt vesz a kovetkezd Osszehasonlitasban. Az eljaras ak-
kor ér véget, ha az eredeti sorozat két szomszédos elemét hasonlitjuk ossze, amikoris azokat a kapott

sorrendnek megfeleléen illesztjiik a rendezett sorozat végére. (3 pont)
Mivel minden egyes Gsszehasonlitaskor legalabb egy elem helyét megtudjuk, legfeljebb n 6sszehason-
litasra keriil sor. (2

pont)



