A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékulcs (2023. 12. 13.)

Az utmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan megoldasa az alabbi egyenletrendszernek, T4+ 31y — 20, =5
ahol x3 = 2x4 — 17 Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az 20, + Txo + 3 — 324 = 6
Osszes ilyen megoldast! 2x1 + 819 + 223 — 314 = 5

Kibévitett egyiitthatématrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
130-2/5 130-2] 5 130-2] 5 130-2| 5 1300|—-1 10-30 2
271 -36 — 011 1|4 —» 011 1|4 — 011 1|4 — 0110/—-1 — 01 10|-1
282 -3|5 022 1|-5 000 -1| 3 000 1|-3 0001|-3 00 01|-3

(4 pont)
Ezek szerint a megoldas x3 € R tetszoleges és x1 = 2 + 3x3, 19 = —1 — 23 ill. 4 = —3. (2 pont)
Ha tehat x3 = 2x4 — 1, akkor x3 = —7, és ennek megfelelden x1 = —19, x5 = 6 ill. 4 = —3 adddik.

(1 pont)
A feladat kérdésére tehdt igenls a vélasz, és a fenti leirt az egyetlen széba jové megoldas. (1 pont)
Avagy.
Ha az z3 — 224 = —1 egyenlet hozzaadasaval nyert egyenletrendszert oldjuk meg, akkor is korrekt
véalaszt kapunk a feladat kérdésére. (3 pont)
130-2 5 130-2| 5 130-2| 5 130-2| 5 130-2| 5
271-3] 6 . 011 1|4 . 011 1|—4 o 011 1|—4 o 011 1|—4
282 —-3| 5 022 1|-5 000 -1] 3 001 —2|—-1 001 —-2|—-1
001 -2|—-1 001 -2|—-1 001 —2|—-1 000—-1| 3 000 1|-3

1300{-1 1300|-1 1000/-19
0110—1'_)0100 6'_>0100 6
0010[{-7 0010[{-7 0010] =7
0001|-3 0001|-3 0001 -3
A feladatban leirt feltétel mellet pontosan egy megoldéas kapott egyetlen megoldas 1étezik, mégpedig
az v1 = —19, 19 =6, 13 = —7, x4 = —3. (3 pont)

(4 pont)

2. Altér-e R3-ban a V = {(x,9,2)" : ¥ + y + 22 > 0} vektorhalmaz?

A V részhalmaz pontosan akkor altér, ha sem az Osszeadés, sem a skalarral szorzas nem vezet ki beldle.

(2 pont)
A konkrét V' halmazbél azonban kivezet a skalarral valé szorzas, ugyanis (1,0,0)" € V, azonban
1-(1,0,00T = (=1,0,0)T ¢V, (7 pont)
ezért V nem altere R3-nak. (1 pont)

Ha valaki tudja, mi az altér (azaz megszerzi az els6 2 pontot), és igazolja V' Gsszeadésra zart tulaj-
donséagat, akkor azért tovabbi 4 pontot kaphato.

3. Dontsiik el, hogy benne van-e a z vektor a V' := (u,v, w) vektortérben. Ha igen, akkor hatarozzuk
meg z koordindtavektorat a V-nek egy, az w,v, w vektorokbol valasztott valamely bézisaban, ahol
u=(1,2,-1)", v=(-2,-3,3)", w=(2,1,-4)7, és z = (—6,—5,10)"!




Azt kell eldontentink, hogy teljesiil-e a z € (u, v, w) tulajdonsag, és ha igen, akkor z-t elé kell allitanunk
egy, az u, v, w vektorokbol valasztott bazis elemeinek linearis kombinacidjaként. (2 pont)
Ehhez elkészitjiikk az (u, v, w, z) métrixot, és megvizsgaljuk, hogy az utolsé oszlop eléall-e az el6tte
allé oszlopok linearis kombinaciéjaként. Ehhez ESA-okat hajtunk végre, és felhasznaljuk, hogy egy
ilyen 1épés nem véaltoztat az oszlopok kozotti linedris Osszefiiggdségeken. (2 pont)

1-2 2-6 1-2 2 -6 1-2 2-6 1-20 0 100 —4
< 2 -3 1—5) — (0 1 -3 7) — (o 1 -3 7) — (0 10—2> — (010—2) (3 pont)
—1 3 -4 10 0 1-2 4 0 0 1-3 0 01-3 001 —
A kapott RLA matrix elsé harom oszlopa linedrisan fiiggetlen és generalja az utolsot, (1 pont)
ezért z € V (1 pont)
és a keresebb B bazist az u, v, w vektorok alkotjak. Ebben a bazisban a kérdezett koordinatavektor a
kapott métrix utolsé oszlopa: [z]p = (=4, —2,-3)". (1 pont)
12p—1 2
4. Szamitsuk kia | 24p—1 1| determindns értékét a p paraméter értékének fiiggvényében!
—-11-2p—1
Egy sor konstansszorosianak hozzdadasa/kivondsa egy mésik sorbdl nem valtoztat a determindns ér-
tékén, (2 pont)
valamint fels6é haromszogmatrix determinansa a féatlébeli elemei szorzata. (2 pont)
12p—1 2 12p—12
fgy | 24p-1 1| =0 10[=1. (6 pont)
—11-2p —1 0 01

5. Legyen A = (é ? 1), B = (? _1 _1> Van-e olyan C' matrix, amire CA = B teljesiil? Ha igen,

akkor hatarozzunk meg egy ilyen C' métrixot!

Az A matrix 3-dik oszlopa megegyezik az A matrix els6é és masodik oszlopdnak sszegével. (2 pont)
Ezért ha értelmes a C'A méatrixszorzas, akkor a C'A szorzatmatrix minden sora az A matrix sorainak
linedris kombinacidja. Ezért az A matrix fenti tulajdonsdganak a C'A matrixra is teljesiilnie kell. (5

pont)
Mivel azonban a B matrix 3-dik oszlopa nem egyezik meg a B matrix els6é két oszlopanak 6sszegével,
(2 pont)
ezért nincs olyan C matrix, amire CA = B teljestil. (1 pont)
Teljes értékli megoldas az is, ha izombdl allunk neki a dolognak:
Vildgos, hogy C' € R?*2, ezért feltehetd, hogy C' = CCL Z (1 pont)
A maétrixszorzas definiciéja alapjan az aldbbiak teljesiilnek:
la+0b=2,1c+0d=1,0a+1b=—-1,0c+1d=1,a+b=—-1,c+d=1 (4 pont)
Az els6 négy egyenletbél a = 2,b=—1,c=1,d =1, (2 pont)
azonban ekkor a + b = 1, ami ellentmond az 5-dik egyenletnek. (2 pont)
Ezért nem létezik a feladatban leirt tulajdonsagi C' matrix. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy az A € R*?*12 matrix determindnsa |A| = 42. Képezziik az A’ métrixot A-bdl ugy,
hogy (—1)-gyel megszorozzuk A minden péaratlanodik sordnak minden pératlanodik elemét és minden
parosodik soranak minden parosodik elemét. Hatdrozzuk meg az igy kapott A’ matrix determinansat!

Az A" matrixot megkaphatjuk A-bdl tgy is, hogy az A péaratlanodik sorait és parosodik oszlopait
megszorozzuk (—1)-gyel. (7 pont)
Ezért |A’| megkaphato gy is, hogy |A|-t &sszesen 42-szer szorozzuk meg (—1)-gyel. (2 pont)
Ennek megfeleléen |A'| = (—1)* - |A| = |A] = 42. (1 pont)



