A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékules (2023. 11. 30.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan megoldésa az alabbi egyenletrendszernek, T1 4o — 25 =9
ahol 3 = 47 Ha igen, akkor egy ilyen megoldas mellett 321 + T9 + 13 — 224 = 27
milyen értéket vehet fel az xxy szorzat? 4x1 + 629 — Tx3 + 314 = 42

Kibovitett egyiitthatéméatrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
11-1 0]9 1 1-1 0|9 11-10{9 11-10|9 1101(15 100 -2| 3
31 1-2127T — 0-2 4-20— 01-210 —~ 01-21/0 — 0103|12 —» 010 3|12
46 -7 3|42 0 2-3 36 02 -33|6 00 116 00116 001 1] 6

(4 pont)
Ezek szerint a megoldés x4 € R tetszbleges és 1 = 3+ 224, 9 = 12 — 34 ill. 23 =6 — z4. (2 pont)
Ekkor 3 =4 <— 6 — 24 =4 <= x4 = 2. Ezért pontosan egy olyan megoldasa van az egyenlet-

rendszernek, ahol x3 = 4, igy az elsé kérdésre igenlo a vélasz. (1 pont)
Ennél a megoldasnal z; = 7,25 = 6, azaz z179 = 42 a valasz a masodik kérdésre. (1 pont)
Avagy.

Ha ugy probaljuk megoldani az egyenletrendszert, hogy rogzitjiik az 3 = 4 értéket, akkor is minden
kérdezett megoldast megkapunk, és még szamolni is kevesebbet kell. (3 pont)
11 013 1 1 0] 13 110]13 110{13 110{13 10 0|7

31-2/123 — 0-2-2/—-16 — 0118 — 0118 — 0106 — 010|6 (4 pont)

46 3|70 0 2 3| 18 02 3|18 001 2 001} 2 001|2

Az x3 = 4 mellett kapott egyetlen megoldas az x1 = 7, x5 = 6,14 = 2, tehat az elsé kérdésre ,jigen” a
vélasz. (2 pont)
Ekkor pedig x1xo = 42 az egyetlen lehetséges érték. (1 pont)

2. Alteret alkotnak-e Ri-ben azok az z = (x1, 72, 23,74)" oszlopvektorok, amelyekre x1, z9, 23, 14 vagy
To, X3, T4, 1 Szamtani sorozatot alkot?

Vektorok egy V' halmaza pontosan akkor alkot alteret, ha V' zart a vektordsszeadasra és a skalarral

szorzasra. (1 pont)
Ugy igazoljuk, hogy nem alkot alteret a kérdezett vektorhalmaz, hogy megmutatjuk, hogy a vektor-
osszeadas kivezet ebb6l halmazbdl. (4 pont)

Vildgos, hogy pl az z = (0,1,2,3)" és az y=(3,0,1, 2)" vektorok benne vannak a kérdezett halmaz-
ban, dm Osszegiik z +y = (3,1, 3, 5)" nincs benne, tehét a vektordsszeadas kivezet a halmazbdl, nem
alkotnak alteret a kérdezett vektorok. (5 pont)
Bar ez kozvetleniil nem jérul hozza egy helyes megoldashoz, de ha egy megoldé (hidnytalanul) megmu-
tatja, hogy tetszéleges v € V és A € R esetén v € V is teljesiil (ahol V' a kérdezett vektorhalmaz),

akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban nyoma van annak, hogy az tsszeadéasra vald
zartsagot is elkezdi vizsgélni (és nem csak felirja), akkor ezért tovéabbi 1 pont adhato.

3. Generatorrendszert alkotnak-e Ri-ben az u = (—1,2,4,8)", v = (1,3,9,27)7 és w = (4,2,42,24)"
oszlopvektorok?

Tanultuk, hogy R%-ben az ¢, e,, €5 és ¢, vektorok alkotjak a standard bézist. (1 pont)
Ezek a vektorok tehat R*-ben linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak. (2 pont)




A tanult FG-egyenl6tlenség szerint tetszéleges V' altér generatorrendszerének mérete legalabb akkora,

mint az altér barmely linearisan fiiggetlen rendszerének mérete. (4 pont)
Ez azt jelenti, hogy R* barmely generatorrendszerének legaldbb 4 vektort kell tartalmaznia. (2 pont)
Ezek szerint a kérdezett hdrom vektor bizonyosan nem alkot R*-ben generdtorrendszert. (1 pont)

Az is tokéletes megoldds, ha valaki kimutatja egy alkalmas R*-beli vektorrdl (pl e,-r6l), hogy nem
generalja a harom megadott vektor. Ezt pedig a széban forgd vektorok alkotta matrix LA hozasaval
lehet konnyen latni.

11 1
Szamitsuk ki az |3 9 10| determindns értékét!

9 81 100
Elemi sorekvivalens atalakitasok segitségével LA matrixot képeziink, (1 pont)
ennek sordn sor konstansszorosanak masik sorhoz torténd hozzdadasakor/levonasakor a determindns
nem véltozik, (3 pont)
LA matrix determinansa pedig a féatlobeli elemek szorzata. (3 pont)

11 1 1 11 111

A konrét szdmolds: [3 9 10/ =0 6 7|=|067|=42 (3 pont)

9 81 100 07291 007

Természetesen szamos mas, elméletileg helyes moddszerrel is ki lehet szamitani a determinanst. A
Sarrus-szabaly elhangzott a délutani eléaddson, ezért ha azt valaki helyesen hivatkozza és hasznalja,
akkor is teljes pontszamot kap. Ha csak siman a 6-féle bastyaelhelyezéssel szamol, akkor indoklasra
szorul, hogy mi is az egyes kifejtési tagok el6jele.

Egy asatason feltart kotablan egy AB = C matrixszorzas szerepel, de a t tartalmazé mezdk nem

_ 12 [7] 11
Ivashatok ki, csak az alabbiak létszanak: A = HEe B:(Qll)'cz .
olvasnato 1, CsakK az ala laK latSzana ( 5) 1 €S 1.9

Ha rendre A;, B’ és C’ij jeloli az A matrix i-dik sordt, a B métrix j-dik oszlopét ill. a C' mtrix i-dik
soranak j-dik elemét, akkor CY = A; - B/, azaz a C' métrix elemei az A méatrix megfelel§ sordnak és a
B maétrix megfelel6 oszlopanak skaldrszozataként kaphatdk. (1 pont)

Hatédrozzuk meg a C' matrix jobb alsé elemét!

A C? elem miatt az A matrix masodik soranak elsé eleme 7, (1 pont)
A C} elem miatt a B matrix médsodik sordnak els6 eleme —3, (2 pont)
A C] elem miatt az A matrix elsd sordnak elsé eleme 3, (2 pont)
Ekkor a C} elem miatt a B mdtrix mdsodik sordnak harmadik eleme 7, (2 pont)
ezért C3 = Ay - B3> =7-1+5-7=42 a valasz a kérdésre. (2 pont)
2 -1
Egyébként igy néz ki kotablara eredetileg felirt matrixszorzas: 5 El_) 1
27 1 0 ( )(1—2 42>
Legyen f(p,q) := Z (1) 42 g . Rogzithet6-e a g paraméter értéke gy, hogy f(p,q) ne figgjon p-t6l,
86 1 -1

azaz f(p1,q) = f(p2,q) teljesiiljon tetszoleges p1, p2 esetén? Ha igen, akkor adjuk meg az Gsszes ilyen
g paraméterértéket!

Az elsé oszlop (vagy a harmadik sor) szerinti kifejtésbol az latszik, hogy f(p) pontosan akkor nem

fiigg p-t6l ha a p-hez tartozé elgjeles aldeterminéns értéke 0. (4 pont)
71 0

Konkrétan ez azt jelenti, hogy 0 = |06 q], (2 pont)
61 —1

amit az utosé oszlop szerint kifejtve 0 = —q’ Z }‘ - 1‘ g é =—q-(7T—6)—1-(42—-0) = —q — 42

adodik. (2 pont)

Ezek szerint a feladat kérdésére igenl6 a valasz, a ¢ paraméter keresett értéke pedig egyediil a ¢ = —42.

(2 pont)



